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PREMIERE    PARTIE 


SUR    LES   FAISCEAUX  TANGENTIELS   D'ÉPICYCLOIDES  (siiile). 
par  M.   L.  Bickart. 


Développantes  de  cercle. 

L'équation  gi'nrrale  dus  tangentes  à  une  développante  de  cercle  est 

{x  —  xo)  CCS  9  +  (y  —  I/o)  sin  o  =  Kt?  -t-  H i , 
xo,  ijo  et  !t  étant  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  du  cercle  de  base;  Ki  étant  une  constante. 

Etude  des  tangentes  communes  à  deux  développantes.  —    Prenons  pour  axe  des   x   la  ligne  des 

centres.  Les  deux  développantes  (A)  et  {\')  seront  respectivement  les  enveloppes  des  droites 

(D)  a;coso-|- J/ sin  =>  =  aro  C0So-)-Ha-|- Ri, 

(DO  X  cos  'i  -t-  !/  sin  il  =  x',,  cos  ^  -+-  fï' i  +  r;  . 

_       ,  ,     .,         ....         ,    .      cos6  sin'i  arj  cos  j,  +  R'O,  +  R'i       ,  ■•..■, 

Ces  deux  droites  coïncideront  si     ~  =  — ^ =  — " f, „-'-;    la  première  onnation  donne 

^  cos  ç,  sin  tp  a-Q  cos  o  H- Ho -h  Hi  ^  ' 

(I)  '  à  =  °  +  k7-.. 

k  étant  un  entier  ;  et  il  en  résulte 

(-2)  .'■;  cos  0;  -)-  R'J-  +  r;  =  (—  1  )''(xu  cos  ç.  +  Ro  +  Ri) . 

Supposons  d'abord  k  pair.  —  L'équation  (2)  devient 

(3)  (x;  -  xo)  cos  o  +  (R'  —  R)(p  +  kT.K'  -+-  r;  —  Ri  =  0, 

.,    .                                                          ,    n      ,    n            l\x„—\Vx„               ,      RR;  — R'R,  H-^itRR' 
d  ou  xo  cos  o  +  R9  +  Ri  =  — p-^Tj^/ —  cos  0  H '- Tf^j,. 

-rr^ — .    OC  est  l'abscisse  du  centre  de  similitude  externe  des  deux  cercles  de. base  des  deux 
i\  —  il 
développantes. 

„  RR'i  —  R'R,  ttRR' 

Posons  ____  =  „,         ]vrR'=*: 

l'équation  de  la  droite  (D)  devient    {x  —  a)  cos  o  +  t/sin  o  ^  a  +  A6  ;=  p. 

A  toute  valeur  de   k   correspond  une  équation  de  cette  forme,  et  en  y  remplaçant   o    par  les  solutions  de 
l'équation  (3)  on  aura  toutes  les  tangentes  communes. 

Ces  tangentes  se  répartissent  donc  en  autant  de  groupes  qu'on  peut  donnera    k   de  valeurs  entières  et 
paires.  Toutes  les  tangentes  d'un  même  groupe  sont  tangentes  k  un  même  cercle  de  centre  a  : 

(x  —  a)-  + 1/-  =  (a  -t-  kby- . 

Supposons  maintenant  k  impair.  —  L'équalion  (2)  devient 

(3')  (a;o  —  x^^  cos  o  +  (R  +  R'jo  -+■  A-R'  +  Ri  -h  R',  =  0, 

,,    .  ,   r>      ,    p  R.r;  +  R'a-o  ,     R'Ri  —  RR;  -  ft-RR' 

d  OU  a-„cos  o -)-Rti  + Ri  =  — ^ T7-, — cos'^-' ' 


R  -I-  R'  '    '  R  +  R' 

Soit    a'  =  — y^5 —    — ,    ^'  est  l'abscisse  du  centre  de  similitude  interne  des  deux  cercles  de  base.  Posons 
R  -i-R' 

R'Ri  — RR'i  ,  iiliU' 
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l'équation  (D)  de\ient  (x  — a')  coso  +  v  sin  t?  =  a' —  Afc'. 

A  loiile  valeur  de  A  correspond  une  équation  (3')  qui  comporte  un  groupe  de  solutions  pour  ç.. 

A  chacune  de  ces  valeurs  impaires  de  h  correspond  ainsi  un  groupe  de  tangentes  communes,  et  toutes  les 
tangentes  d'un  même  groupe  sont  tangentes  à  un  même  cercle  de  centre  t.'  : 

(a;  —  a')-  +  y-  =  («'  —  hb'  -. 

Les  deux  systèmes  de  tangentes  communes  correspondant  aux  \aleurs  paires  et  impaires  de  h  ne  sont  pas 
entièrement  distincts,  mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point. 

Répartition  des  points  de  contact.—    Le  point  de  contact  de  la  droite   D   avec  son  enveloppe  est 
donné  par  les  équations 

{x  -  xo)  cos  ç  -H  i/  sin  ç  =  Rç  +  Hi,  —(-<;  —  ^o)  «in  9  +  ;/  cos  ç  =  H 

ou,  en  remplaçant  o  par  sa  valeur  déduite  de  l'équation  (3)  par  exemple, 

(4)  [x  —  a)  cos  o  -f-  y  sin  ç  =  p,  —  [x  —  .ro)  sin  9  -(-  î/  COS  9  =  U  . 

L'élimination  de  9  entre  ces  deux  équations  montre  que  le  point  de  contact  (.x,  ^1  est  sur  la  courbe 
[o[x  —  x^)  4-R.'/;-+  ;R(a;  — al  — ?// ;-=  l(x—i){x—x„)  +y-]-, 
équation  d'une  quartique  bicirculaire  unicursale.  Les  équations  (4)  définissent  le  point  comme  intersection  de 
deux  droites  rectangulaires  respectivement  tangentes  à  deux  cercles  fixes.  Le  lieu  ainsi  défini  est  un  limaçon 
de  Pascal,  d'après  une  propriété  classique. 

Le  point  double,  lorsque  ,0  varie,  décrit  le  cercle    (a;  —  a)(x  —  xo)  -t-»/^  =  0. 

Sans  insister  autrement  sur  les  variations  de  celte  courbe,  nous  pouvons  énoncer  les  propriétés  suivantes  : 

Les  tangentes  communes  à  deux  développantes  sont  en  nombre  vnfini.  A  chaque  nombre  entier  k  correspond 
un  groupe  de  tangentes  dont  le  nombre  est  celui  des  solutions  d'une  équation  de  la  forme    A9  +  B  cos  o  =  1. 

Toutes  les  tangentes  d'un  même  groupe  touche  t  un  même  cercle.  Tous  les  cercles  correspondant  à  des  valeurs 
de  même  parité  de  h  sont  concentriques . 

Les  points  de  contact  de  l'une  des  déceloppantes  avec  les  tangentes  d'un  mênic  groupe  sont  sur  un  limaçon  de 
Pascal. 

Exprimer  qu'une  droite  donnée  touche  une  développante.  —  Soit  la  développante  enveloppe  de 
la  droite 

X  cos  9  -(-  1/  sin  9  =  a  0  cos  9  -t- 1/0  sin  9  +  R9  +  Ri . 
Il  s'agit  d'exprimer  que  cette  équation  peut  être  identifiée  avec  celle  d'une  droite  donnée 

\  =.  X  cos  a  +  y  sin  a  —  a  =  0. 
L'identification  donne 

cos  9    sin  o   xo  cos  9  4-  yp  sin  9  -+-  R9  +  Ri 

cos  a  sin  a  a  . 

d'oii    9  =  i-hh?:,    k  étant  un  nombre  entier,  et,  en  posant    Xo  =  -t'o  cos  a +  1/0  sin  a  —  o,    la  cundition 

(—  Xo)'  +  R(a  +  hr.)  -H  Ri  =  0. 
11  y  a  donc  une  infinité  de  façons  d'exprimer  la  condition. 

Développantes  tangentes  à  trois  droites  données.  —  Soient  les  trois  droites  données 
X  =  xcosa  +  j/ sin  a  — a  =  0,  Y  =  a;cosa'+ 1/ sin  a' —  o' =  0,  Z  =  x  cos  a" -l-y  sin  a' —  a' =  0. 

D'après  ce  qui  précède,  la  triple  condition  donnée  sera  exprimée  par  un  système  de  trois  é(|uations  de  la 
forme  : 

(    (—  Xo)  *  -h  R{a  +  k-)  -h  Ui  =  0, 
....  \   ,     ,.  ....      ,,,,.,  „        „      OÙ  l'on  convient  de  la  notation 

(,,     (_^„)A,^.,u,.^v.)-HR.=o,  ,_„,.,^  (_,).,. 

(    (— ZoV^"' +  R|a  +  V'-)  +  R,  =  0, 
h,  h',  k"  étant  trois  entiers  indépendants  l'un  de  l'autre. 

L'élimination  de  M  et  de  R,  entre  ces  trois  équations  donne  le  lieu  du  point  aro,.vo  pour  un  système  donné 
de  valeurs  (A,  h',  h"). 
L'équation  du  lieu  est 

(-Xo)'*'  (a-l-/nt|  1 

(-Yo)*'  [oL'-hk'T.)  i       =0, 

(-Zo)'*''  (a"  +  ft"-)  1 

équation  d'une  droite. 

Cette  droite  est  en  apparence  triplement  indéterminée,  puisque  ses  coefficients  dépendent  des  paramètres 
indépendants  k,k',h",  mais  celle  triple  indétermination  n'est  qu'apparente. 
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En  effet,  en  premier  lieu,  posons 

t'  —■x=  i',  k'  —  h  —  \\\ 

i"  —  1=  È",  A"  —  /(  =  H", 

l'équation  peut  s  écrire 

[(»'  _  i")  +  TC  (H'  -  H")]  Xo  +  (?."  +  H"u)  (-  l)"'Yo  —  (?'  +  H'-)  (  -  t)""Zo  =  0, 
et  nous  voyons  que,  ainsi  écrite,  elle  ne  dépend  plus  que  de  deux  paramètres  H',  H". 
En  second  lieu,  la  droite  passe  par  le  point  déterminé  par  les  équations 

(-  Xo)'^'  =  (-  Yo)"''  =  ( -  Zo)'^"',  ou  Xo  =  ±  Yo  =  di  Zo . 

Ces  équations  déterminent  quatre  points,  suivant  les  arrangements  de  signes  adoptés,  et  ces  quatre  points 
sont  les  centres  des  cercles  tangents  aux  trois  droites  données. 

Soient  Ii,  lo,  I3,  U  ces  quatre  centres.  L'un  d'eux  correspond  au  cas  où  H'  et  H"  sont  tous  deux  pairs  ; 
un  autre,  au  cas  où  H'  et  H"  sont  tous  deux  impairs  ;  le  troisième,  au  cas  où  H'  est  pair  et  H"  impair,  et  le 
dernier  au  cas  où  H'  est  impair  et  H"  pair. 

Plaçons-nous  dans  l'un  quelconque  de  ces  quatre  cas,  celui  où  H'  et  H"  sont  tous  deux  pairs,  par  exemple,  et 
prenons  le  centre  correspondant  L  pour  origine  :  ce  sera  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  des  trois  droites 
données. 

Supposons  de  plus  a  =  0,  ce  qui  revient  à  prendre  l'axe  des  x  perpendiculaire  à  X. 
On  a  dans  ce  cas    a  =  «'  =  a",    et  l'équation  de  la  droite  ci-dessus  devient 

[a'  —  a''  H-  TTlH'  —  H")>  -f-  (a"  -h  tA\"]{x  cos  a'  -I-  !/  sin  a')  —  (a'  -)-  t\\'){x  cos  a"  -)-  1/  sin  i")  =  0 
OU 
W  —  ï"  +  a"  cos  1'  —  a' COS  a"  +  -H'(l  — cos  a")  -  -H"(l  — cos  5i'|]a:  =  (a' sin  a"  — a"  sin  a'-t-  -H' sin  a"  — 7:11" sin  a')y. 

Soit    tgO=.^     le  coefficient  angulaire  de  cette  droite.  L'équation  peut  s'écrire 

ir  +  —  ir+iLl 


sin—  sin  ^0--|- j  sin-^  ,sin  (o--|-) 

Etant  donnée  une  valeur  de  tg  6,  la  droite  (d)  pourra  coïncider  avec  la  droite  1/  —  .-rtg  0  =  0  si  l'équation 
précédente  admet  pour  H'  et  H"  des  solutions  entières  et  paires. 

iNous  nous  trouvons  ainsi  en  présence  d'une  question  d'analyse  indéterminée  que  nous  n'étudierons  pas. 
Nous  pouvons  conclure  seulement  de  là  que  la  droite  (d)  n'est  pas  absolument  indéterminée,  puisqu'il  n'est 
possible  de  la  faire  coïncider  qu'avec  certaines  des  droites  passant  par  Ii. 

Nous  pouvons  prendre  la  question  k  rebours  et  la  poser  de  la  façon  suivante  : 

H'  et  H"  étant  donnés,  respectivement  égaux  à  H;,,  H'û,  il  en  résulte  une  valeur  de  tgO.  Existe-t-il  d'autres 
systèmes  de  valeurs  de  H',  H"  donnant  lieu  a  la  même  valeur  de  tg  0  "? 

H'  et  H"  seront  solutions  de  l'équation 

-ir+  g'    _    -H-  +  g" 
TiHo  -f-  g'    ~    -Hô'  +  g"  ■ 

Soit  g' =  m';:,  H'  =  ll„-(-X, 

g"  =  »i"-,        H"  =  h;;  +  Y . 

L'équation  devient  (H'ô  +  m")  .\  =  (Ho  +  m')  Y  ;  elle  n'admet  pas,  en  général,  d'autres  solutions  entières 
que  X  =  Y  =  0.  Il  est  des  cas  où  elle  en  admet  une  infinité  :  il  sufflt  pour  cela  qu'elle  en  admette  une  Xo,  Yo, 
car  alors  X  et  Y  sont  des  co-multiples  quelconques  de  Xo,  Yo,  et  ce  cas  se  présentera,  en  particulier,  si  m'  et 
m"  sont  commensurables.    Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  point. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  développantes  considérées  peuvent  se  partager  en  quatre  familles. 

Le  -nombre  des  courbes  de  c/taque  famille  est  infini,  et  chaque  famille  se  décompose  elle-même  en  un  nombre 
infini  de  groupes,  chacun  de  ces  groupes  correspondant  à  une  détermination  du  système  d'entiers  H'  et  H". 

Les  centres  des  courbes  d'un  même  groupe  sont  sur  une  même  droite. 

Etudions  un  groupe  déterminé  ;  autrement  dit  donnons  à  k,  A'  et  k"  des  valeurs  fixes.  Supposons  par 
exemple  H'  et  H'  pairs,  et  conservons  les  axes  définis  plus  haut 

Un  trouve  par  quelques  calculs  faciles 

y(,:=mxo,     R  =  Aa:o,     Ri  =  Ba;o  +  C, 
m.  A,  B,  G  étant  des  constantes  (fonctions  de  h,  k',  k"). 

L'équation  de  la  tangente  à  la  développante  est  alors 

ar  cos  o  -(-  1/  sin  Ci  =:  a;o(cos  9  -|-  »«  sin  9  +  Aç  +  B)  +  C. 
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Cherchons  s"il  existe  des  droites  tangentes  à  toutes  les  courbes  ainsi  définies,  indépendamment  des  trois 
droites  données. 

Une  pareille  droite  ayant  pour  équation    a;  ces  6  +  y  sin  6  =  o,     l'identification  donne 
a  =  6  +  k-r.,  (COS  ç.  -I-  m  sin  tp  +  Aç  +  B)  aro  +  C  =  (—  1)*  p  ; 

la  deuxiènie  équation  doit  être  satisfaite  quel  que  soit  sco,  d'où 

cos(e-l-ft-)  +  msin(fJ+A-)  -I- A(e  +  A-;  +B  =  0. 

A  chaque  valeur  de  k  correspond  une  pareille  équation,  qu'on  peut  d'ailleurs  ramener  rapidement  à  la 
forme  a; -4- a  cos  ar  =  Sft  +  y. 

A  chacune  de  ces  équations  correspond  un  certain  nombre  de  valeurs  de  6,  d'où  un  certain  nombre  de 
droites. 

Toutes  ces  droites  sont  tangentes  au  cercle  x--^-y^  =  C-,  puisque  p  =  (— 1)'C. 

Ponc  chacune  des  développantes  d'un  même  groupe  touche  une  infinité  de  droites  fixes,  et  toutes  ces  droites  sont 
tangentes  à  un  même  cercle,  qui  est  l'un  des  cercles  tangents  aux  trois  droites  données. 

Le  cercle  de  base  de  la  développante  considérée  a  pour  équation 

(X  —  xo)-  -t  (y  —  yoj-  =  R-,  OU  {x  —  Xo)- -h  (y  —  mxu)-  =  A-xJ . 

Ordonnons  par  rapport  à  xa  :  l'équation  devient 

(h.2  —  a-  +  I  )3^o  —  2(2!  +  '"y)x(,  -i-x-  +  y-  =  0, 
d'où  l'enveloppe  de  ce  cercle  {x  -+-  my)^  =  (nfi  —  A-  -f-  i){x-  +  y^), 

équation  qui  représente  deux  droites  issues  de  l'origine.  Donc  : 

Les  cercles  de  base  des  développantes  d'un  même  groupe  restent  tangents  à  deux  droites  fixes  issues  de  l'un  des 
centres  des  cercles  tangents  aux  trois  droites  données. 

Remarque.  —  La  multiplicité  des  groupes  ci-dessus  tient  à  une  raison  très  simple  : 

L'équation  qui  exprime  le  contact  de  la  courbe  avec  une  droite  donnée  est 
(I)  (— l)*Xo  +  R;2  +  A-)-t-R,  =  0; 

or  la  courbe  enveloppe  de  la  droite  x  cos  o  -i-y  sin  o  —  Hç  peut  être  sectionnée  en  une  infinité  de  spires 
successives,  cnac;une  d'elles  correspondant  k  des  valeurs  de  o  comprises  dans  un  intervalle  de  la  forme  2N- 
à    2(X-(-l)-,    N    étant  un  entier. 

Appelons  spire  de  rang  N  la  spire  ainsi  définie.  Pour  tout  point  de  celte  spire 

2N7r  <  9  <  2Niî  -i-  27:, 
et  si  l'on  veut  que  le  contact  de  la  droite  donnée  se  fasse  sur  celte  spire,  on  aura 

2N- <  a  +  A- <  2NTr -t- 2-  ou  2.\t:  —  a  <  A- <  2Nz  —  a -f- 2- 

ou,  en  posant    2N~  —  a  =  n-,     n  <  /c  <  n  -(-  2. 

Il  y  aura  donc  autant  de  solutions  qu'il  existe  d'entiers  entre  deux  nombres  dilVérant  do  deux  entre  eux: 
soient  2  solutions,  l'une  paire,  l'autre  impaire. 

Donc  ['indétermination  se  trouve  levée  aussitôt  que  l'on  spécifie  le  rang  de  la  spire  sur  laquelle  doit  s'effectuer 
le  contact,  chaque  spire  admettant  deux  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée  et  deux  seulement. 

L'étude  des  développantes  tangentes  k  trois  droites  perd  donc  toute  indétermination  si  l'on  spécifie  que  les 
contacts  devront  se  faire  sur  les  spires  do  rang  .N,N',N"  respectivement  pour  chacune  des  droites. 

Il  en  va  de  mi'trne  de  l'étude  des  tangentes  communes  k  deux  développantes,  si  l'on  spécifie  que  les  contacts 
devront  se  faire  sur  la  spire  de  rang  N  pour  l'une  et  sur  la  spire  de  rang  N'  pour  l'autre. 

Cycloïdes. 

Soit  II  le  rayon  du  cercle  générateur  ;  les  coordonnées  classiques  d'un  point  décrivant  la  cycloïde  engendrée 
lors  du  roulement  du  cercle  sur  l'axe  des  x  sont 

X  =  Ro((  —  sin  Oi  1/ =  Ro(l  —  cosO- 

Il  est  facile,  par  un  changement  d'axes,  de  déduire  de  Ik  l'équation  générale  des  droites  (|ui  ont  pour  enve- 
loppe des  cycloïdes  :  cette  équation  est 

(^)  (X  —  x„)  cos  o  -(-  (y  —  I/o')  sin  9  =  —  2R09  cos  fo  —  0), 

R  est  le  rayon  du  cercle  roulant;  xo.  yo,  0  sont  des  constantes. 

La  droite  de  base,  lieu  des  rebrou.ssements,  a  pour  équation    (r  — xo)sin  0  —  (y  —  y„)cosO  —  2Ro  ; 
la  droite  parallèle  k  laquelle  le  cercle  reste  constamment  tangent  a  pour  équation 

(x  —  xo)  sin  f>  —  (y—  yo)  cos  0  =  0. 

Exprimer  qu'uae  droita   touche    la    cycloïde   -- Soit    X  =  x  cos  a -i-y  sin  a  —  a  =  0    une  droite 
donnée. 
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Les  équations  qui  expriment  qu'elle  est  tangente  ii  l'enveloppe  de  A  sont  : 

cos  o    _    sin  9    a;o  POS  o +1/0  sin  tp  —  2Ro!?  cos  (tp  —  0) 

cos  ot  sin  a  n 

équations  qni  se  réduisent  à  o  =:  a  +  Att,    Xo  =  2rin(5t  + ?(-)  cos{a — 0|  ; 

la  seconde  de  ces  équations  exprime  la  condition  de  contact.  A  chaque  valeur  de  k  correspond  une  semblable 
équation,  et  la  spécification  d'une  de  ces  valeurs  revient  à  spécifier  que  le  contact  devra  se  faire  sur  une  branche 
de  rang  donné  de  la  cycloïde  (en  appelant  branche  la  portion  de  courbe  comprise  entre  deux  rebroussements 
consécutifs). 

Tangentes  communes  à  deux  cycloïdes.  —  Rapportons  l'une  des  cycloïdcs  à  ses  axes  normaux.  Soit 
R  le  rayon  de  son  cercle  générateur.  L'équation  de  ses  tangentes  se  déduira  de  (\)  on  faisant 
Rn  =  H,  a-o  =  0,  0  =  0,  j/o  =  2R. 

Les  tangentes  aux  deux  courbes  ont  ainsi  respectivement  pour  équations 
X  cos  o  +  M  sin  9  =  2R(sin  o  —  o  cos  -i), 
.-r  cos  'Il  -h  y  sin  '\i  =  .ro  cos  6  -t-  ;/„  sin  'i  —  2Ro  '!/  cos  (•!>  —  0)  ; 
l'identilé  des  deux  droites  .s'exprime  par 

li  =  'f  +  k-, 
et  cc„  cos  9  +  1/0  sin  o  —  2Ro(tp  +  A-)  cos  (tp  —  0)  =  2R(sin  9  —  9  cos  9), 

d'où 

_    xo  cos  9  +  (i/o  —  2R)  sin  9  —  2/tî;Ro  cos  (y  —  0) 
'"?'                                       °  ~                    2Ro  cos  (9  —  0)  —  2R  cos  9  ■ 

D'ailleurs  soient    u,  v,  w   les  coordonnées  tangentielles  de  la  tangente  commune, 
cos  9   sin  9   2R(9  cos  9  —  sin  9) 

M  V  IC  ' 

la  première  de  ces  rclalions  donne,  en  vertu  de  l'équation  (9), 

xati  H-  (i/o  —  2R)u  —  27£-Ro(»  cos  0  +  »sin  0) 


■^  2Ro("COS  0 +  D  sin  0)  — 2R« 

d'oii  l'on  déduit  pour    9  cos  9 — sin  9    une  expression  de  la  forme      Pcosa  +  Qsino, 

,,   ,                                                       cos  o          sin  o         2R  ,_  ,-,    .      , 

dou  -  =  =  (Pcos9  +  Qsin  o). 

M  0  W  ' 

Entre  ces  deux  relations  éliminons  ^^ ■  ,    nous  obtenons,  tous  calculs  faits, 

cos  9 
2Kî)_)-ip  '  11 
T- {h  cos  0  +ÎJ  sin  0)  —  Tj— (J'o!'.  +  î/oï>  +  I')  +  V<-i((u  cos  0  4-  m  sin  0)  =  0, 

équation  d'une  parabole. 

A  chaque  valeur  de   k    correspond  une  équation    (9),    qu'on  peut  d'ailleurs  mellrc  sous  la  forme 

tg  9  =  m ^  • 

à  chaque  solution  de  cette  équation  correspond  une  tangente  commune,  et  toutes  ces  tangentes  touchent   une 
même  parabole. 

Remarquons  que  l'équation  de  cette  parabole  est  linéaire  par  rapport  à   k.  Donc  lorsque  k    varie,   elle 
reste  tangente  à  quatre  droites  fixes  (dont  la  droite  de  l'infini,  bien  entendu). 

On  trouve  très  rapidement  que  deux  de  ces  droites  sont 

(/  — 2R  =  0  et  (a-  — .ro)  sinO— ((/  — i/o)cosO  =  0; 

c'e.st-à-dire  les  droites  parallèles  aux  bases  et  auxquelles  les  cercles  générateurs  restent  constamment  tangents. 
Nous  appellerons  ces  droites  les  tangentes  aux  sommets  des  deux  cycloïdes. 

De  plus  le  coefficient  de  w  dans  l'équation  de  la  parabole  est  indépendant  de   k.   Par  conséquent  l'axe  de 
la  parabole  est  parallèle  à  une  droite  fixe,  dont  on  peut  mettre  l'équation  sous  la  forme 

a;Ro  sin  0  =  (R  —  Ro  cos  6)y/. 

Donc  enfin  : 

Les  tangentes  communes  à  deux  cycloides  sont  en  nombre   infini.    A  chaque   nombre  entier  correspond    un 
groupe  de  ianyentes,  et  toutes  les  tangentes  d'un  même  groupe  touchent  une  même  parabole. 

Les  paraboles  correspondant   aux  différents  groupes  touchent  toutes   les   tangentes  aux  sommets  des  deux 
cgcloides,  et  leurs  axés  sont  parallèles  à  une  droite  fixe. 

On  conclut  de  là  que  : 

Toutes  ces  paraboles  sont    homothêliques  entre  elles  par  rapport  an    point   de  rencontre   des  tangentes  aux 
sommets  des  deux  cycloides. 
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Répartition  des  points  de  contact.  —  Le  point  de  contact  de  la  droite 
X  cos  o  -h  y  sin  o  =  2R(sin  ?  —  ç  ces  ç) 
avec  son  enveloppej  a  pour  coordonnées        x^  2R(sin9Costp  —  o),  i/  =  2Rsin-9. 

Dans  l'expression  de  a-  remplaçons  le  terme  o  par  son  expression  donnée  par  la  relation  (ç)   établie 
plus  haut.  Nous  obtiendrons  ainsi   x  et  y  en  fonction  de  sin  o   et  cos  °.    Entre  les  deux  relations  obtenues 
nous  pourrons  éliminer  tg  9.    Nous  ne  donnerons  pas  le  détail  des  calculs,  qui  ne  présentent  aucune  difficulté, 
et  nous  indiquerons  le  résultat. 
Posant  P=  u;RosinO  — (R  — R„cosO)i/-l-Ri/o— 2RRo(cosO  +  ftîTsinO), 

Q  =    R  —  RoCOs6)j!  +  j/RosiD8  —  Rxo -t-2/£-RR„cos  6, 
on  trouve  (P^  -1-  Q%  =  2RQ2. 

P  =:  0,     Q  =  0    sont  les  équations  de  deux  droites  rectangulaires  ;  par  conséquent  la   dernière  équation 
est  celle  d'une  cubique  circulaire  admettant  comme  point  double  le  point    P  =  Q  =  0. 

Si  on  élimine    k   entre  les  deux  équations    P  =  0,     Q  =  0,    on  trouve 
Ri-  sin  6  +  ^Ro  —  Eî  cos  6)1/  =  c'", 
équation  d'une  droite. 

Donc  :  Les  points  de  contact  des  tarif/entes  d'un  même  groupe  avec  l'une  des   deux  cycloïdes  sont    sur  une 
même  podaire  de  parabole;  les  points  doubles  de  toutes  ces  podaires  sont  sur  une  même  droite. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  les  variations  des  cubiques  dont  nous  venons  d'établir  l'existence, 
bien  que  leur  étude  présente  certains  points  intéressants. 

Cycloïdes  tangentes  à  trois  droites  données.  —  Soient 

X  =  a;  cos  a  +  1/ sin  a  —  a  =  0,  Y  =  a;  cos  ;i-i-;/  sin  i  —  6  =  0,  Z  ^  a;  cos  •; -h  ij  sin  y  —  c  :=  0 

les  trois  droites  données. 

On  suppose  qu'une  cycloïde  est  assujettie  à  les  toucher  de  façon  que  les  contacts  se  fassent  respectivement 
sur  les  branches  de  rangs  k.  k',  k". 

Soit  X  cos  o  -hy  sin  9  =  ar^  cos  o  +  .i/o  sin  9  —  2R09  cos  (9  —  0) 

l'équation  générale  des  tangentes  à  cette  cycloïde. 

Les  trois  conditions  de  contact  s'exprimeront  par  les  équations 

/    xo  cos  a  -H  I/o  sin  a  —  a  =  2Ro(a  ■+-  ht:)  cos  (6  —  a), 

(r)  )   XoCOs^-i-(/„sin  ^  — 6  =  2Ro(^+ /î'-)cos(e  —  ^), 

(    Xo  cos  Y  +  .i/d  sin  Y  —  c  =  2Ro(y  +  A'-)  cos  (0  —  y) , 

Ces  trois  équations  sont  linéaires  par  rapport  aux  quatre  paramètres  .ro,  i/o,  RoCOsO,  Rosin  0   et  permettent 
par  conséquent  d'exprimer  ces  quatre  paramètres  en  fonction  linéaire  d'un  paramètre  indépendant   À. 

L'équation  générale  ci-dessus  prend  donc  la  forme 

a;  cos  o  +  1/  sin  9  =  oocoso  -h  60  sin  0  —  2ro9  cos  (9  —  ')(,)  +  >'nii  cos  9  -1-  ft,  sin  9  —  2ri9  cos  (9—  '/,)), 
flo.  bo,  ro,  Oo,    ai,  6|,  ri,  Oi    étant  des  constantes. 

Cherchons  si  les  cycloïdes  ainsi  définies  touchent  des  droites  fixes,  indépendaiument  des  trois  proposées. 

Soit   une  droite  lixe   Z  =  a;  cos  lo  +  i/ sinu  —  ?  =  0.     On  pourra  l'idenlilier  avec  la  droite  ci-dessus  aux 
conditions     w  =  9-1-  H-, 
11    étant  un  entier,  et 

(  1  )  «0  cos  (O  +  Oo  sin  10  —  2ro(">  +  Hit)  cos  (w  —  Oo)  =  P. 

(2)  «I  cos  10  -+-  b,  sin  oj  —  2j-i(w  -+-  IW)  cos  (w  —  Oi)  =  0  ; 

l'équation  (2)  définit   >•>  si  l'on  se  donne    H.    Connaissant   w,   l'équation  (1)  donne   ?. 

L'équation  (2)  fournit  pour  chaque  valeur  do   11    un  groupe  de  valeurs  de  "j.    I)ouc  à  toute  valeur  de    II 
correspond  un  groupe  de  droites   Zh. 

Cherchons  s'il  existe  une  relation  quelconque  entre  ces  droites. 

Entre  les  équations  (1)  et  (2),  éliminons    (lo+Hu).     Il  vient 

.      .  ro  ,  IV  cos  ((O  —  Oo) 

P  =;  «0  cos  ii>  ^  bo  sm  (0 (ai  cos  (0  +  fti  sm  <o) ; --!--  ■ 

r,  '  cos(to  —  0|)  • 

l'équation    /.  devient  donc 

'"n    ,                         ,       ■            C0s((i)  —  0,,1 
(x  —  (7^)  cos  i-j  -+-  (1/  —  fco)  sm  (O  H («1  cos  (.)  +  6|  siu  (0) ) ^  =  0, 

Tl  cos  ((O  '7i  ) 

équation  qui  est  du  second  degré  par  rapport  au  paramétre    m  =  Igw, 
et  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

{X -i- niy)(Am  +  H)  +  .\'m-  +  R'»i  -(-  G  =  0, 
"u  (Al/  +  A>>i'  +  (Aa;  -4-  R;/  ■+-  B')>n  +  Ba;  +  C  =  0. 
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Si  on  considère    m    comme  un  paramètre  variable,  celte  i  quation  indique  que  l'enveloppe  de  notre  droite 
a  pour  équation  (Aa;  -h  R;/  -I-  B')^  —  i(Ba;  +  C,(A,i/  +  A')  =  0, 

équation  d'une  conique. 

Les  termes  du  second  degré  sont    [Xj;  -+-  Bi/)-  —  iABx;/  =  'Xx  —  Bi/)-,    donc  celte  conique  est  une  parabole. 

Si  l'on  prend  pour  axes  l'axe  et  la  tangente  au  sommet  de  cette  parabole,  on  arrive  a  mettre  les  paramétres 
de  la  cycloïde  mobile  sous  la  forme  suivante: 

a'u  =:  a> ,  Ro  COS  0  =  X, 

I/o  =  bl  +  cil,  Ho  sin  0  =  /i.  ; 

l'équation  de  la  tangente  à  la  cycloïde  devienl 

X  cos  o  4-  y  sin  tp  ^  /i|a  sin  o  —  2tpsin  o)  +  >.(ncos  tp  -)-  6sin  o  —  Socosç)  ; 
les  droites  Z  ci-dessus  ont  pour  équation  générale    ic-i-î/tgto  =  —bit  tg-tu, 
et  elles  sont  toutes  tangentes  à  la  parabole 

(P)  y-  —  ibhx  =  0. 

La  tangente  aux  sommets  de  la  cycloïde  a  pour  équation 

(x  —  a;o)RoSin  0  —  {ij —  î/oIIm)  cosO  =  0, 
ou  l>{^  —  «'0^  —  À(//  —  ;/o)  =  0  OU  lix  —  ),!/  +  bX-  =  0  ; 

elle  touche  la  même  parabole    ij-  —  itbhx  =  0. 

La  droite  de  base  de  la  cycloïde  a  pour  équation 

(X  —  iCojRo  sin  0  —  (y  —  î/o)Ro  cos  0  =  2R5  ou  h(x  —  a-o)  —  /(;/  —  yn)  =  2(X^  -(- 11-), 

équation  qui  peut  s'écrire    {b  —  2)X2  —  y\-i- li{x —  '2/i)  =  0, 
d'oii  l'on  déduit  l'enveloppe  de  cette  droite  :    y^  =  ih{b  —  2){x  —  2h), 
équation  d'une  parabole  homofocale  A  la  parabole  (P). 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  résultat  suivant  : 

Les  cycloides  qui  touclievt   trois  droites  données  sur  leurs  branches  de  rangs    h,  k',  K'    forment  une   famille 
bien  déterminée. 

Chacune  de  ces  ryclovies  touche  une  infinité  de  droites  fixes   qui  peuvent  se   partager  en  autant  de  groupes 
qu'il  y  a  de  nombres  entiers. 

Toutes  ces  droites,  ainsi  que  les  tangentes  aux  sommets  des  cyclo'ides  de  la  famille,   touchent  une  même  para- 
bole tangente  aux  trois  droites  données. 

Les  droites  de  base  de  ces  cyclo'ides  enveloppent  une  parabole  homofocale  à  la  précédente. 

Répartition  des  points  de  contact.  —  Considérons  la  droite  Z 

X  cos  o  +  1/  sin  cp  =  /j(a  sin  o  —  29  sin  ç)  ; 
elle  touche  la  cycloïde  au  point  déterminé  par  cette  équation  et 

—  a;  sin  o  +  y  cos  9  =  /(  cos  tf{a  —  29)  —  2/i  sin  o, 
9  étant  de  plus  assujetti  à  la  condition 


acos9  +  &sin9  —  29  cos  9  =  0  ou  a  —  29  = 


isin  •-; 


cos  9 
Les  deux  équations  ci-dessus  deviennent  alors 

, ,  sin-  ti  ,         ,,         ,, ,    . 

a;  cos  9  +  y  sm  9  =  —  bh ■-,  \.v  —  (&  +  2)/(]  sin  9  =  y  cos  9. 

Posons    a-o  =  (6  -t-  i)h.     Soit  p  le  paramétre  de  la  parabole  P  ;  on  a    bh  =  ~  , 

d'oïl  2  cos  9(3;  cos  9 -(-1/ sin  9)  H- p  sin- 9  =  0,  (a;  —  a-o)  sin  9  =:  y  cos  9. 

Entre  ces  deux  équations  éliminons  tg9.  Nous  obtenons 

(X  —  xo){x^  +  !/-  —  xux)  -h^y-  —  0, 

équation  d'une  cubique  circulaire  admettant  un  point  double     x  —  a-»,     //  =  0.      Cette  cubique  est  la  podaire 
de  la  parabole  P  par  rapport  à  ce  point. 
Donc  : 

Les  points  de  contact  des  cycloides  de  la  famille  iivcc  leur.-^  langenles  fixes  sont  sur  UJic  même  cubique  circu- 
laire, podaire  de  la  parabole  P  par  rapport  à  un  point  de  son  axe. 

Rkmaroue.  —  Nous  avons  vu  qu'à  tout  système  do  valeurs  îles  entiers  h,  h',  h"  correspond  une  famille  de 
cycloïdes. 

Cette  famille  est  liée  à  une  parabole  P  inscrite  au  triangle  des  trois  droites  données,  et  cette  parabole  ne 
dépend  ainsi  que  d'un  paramètre   (.    Il  y  a  donc  une  infinité  de  systèmes   A,  h',  k"    qui  donnent  lieu  à  la  même 
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parabole.  Il  existe  donc  enlre  le  paramètre    t    et  les  varh.bles   h,  h',  h''   une  certaine  relation  que  nous  allons 

<'lî6rch6r 

I  es  tangentes  aux  sommets  des  cvcloïdes  r,  de  la  famille  (  sont  tangentes  k  la  parabole  P.  Donnons-nons 
a  priori  une^de  ces  tangentes  aux  sommets   A  ;  la  parabole   P   se  trouvera  déterminée  par  les  quatre  tanj-enles 

X.Y,  Z,  i.  ,  .    ,     , 

Prenons  A  pour  axe  des  x.  Les  tangentes  aux  cycloïdes  r,  ayant  pour  oqnal.on  générale 
(a;  _  xo)  cos  G  +  (y  —  yo)  sin  o  =  —  2R9  ces  (ç  —  6), 
leurs  tangentes  aux  sommets  ont  pour  équation    (x- a:»)  sin  0  -  (1/ -  y,)  cos8  =  0. 
Celte  équation  doit  pouvoir  coïncider  avec    y  =  0. 
La  coïncidence  sera  obtenue  si  l'on  peut  écrire  simultanément 

i/o  =  0.  6  =  H-,  (H  entier). 

Ceci  dit.  considérons  les  équations  conditionnelles  (r)   que  nous  avons  écrites  plus  haut.  Elles  doivent 
rester  compatibles  si  Ton  y  suppose    ;/«  =  0,    0  =  11-     Elles  deviennent  alors 

X(,  cos  a  —  a  =  ( —  t  )H  2Ro(a  -+-  h-)  cos  a, 
xo  cos  ^  —  b  =  (—  1)H  2Ro(;i  +  h'-)  cos  S, 
Xf,  cos  Y  —  c  =  (^  l)H  2R,:,(y  ■+■  h"-)  cos  y, 
d'où,  en  posant 
b/         \Y  a      _  b      _    ,  c      _    „ 

cos  ■x  ~  cos  '^  ~  ^  '  cos  Y  ~  ''  ' 

xg  —  p   _    x^—p'    _   xq  —  p" 
L  a-i-k-    ~   ^-hk'-   ~    Y -H*"-" 

d'où  la  condition  de  compatibilité 
p  —  p'  P  ^p" 


a  —  fn-  (  A  —  k')-  a  —  Y  +  (/(  —  k")T. 

Mais  soient    A',  B',  C    les  points  oi'i    A    rencontre  les  droites  données  X,  Y,  ?..   L'origine  étant  en  un  point 

auelconquc  0  de  a,    »  = est  l'abscisse  du  point  A'.  D'oii  p  —p'  =  L'A'.  p  ~  p"  —  C'A'; 

^  '  "^       cos  a 

le  rapport    -  „  ,     des  segments  dans  lesquels  A  est  divisé  par  X,  Y,  Z  détermine  la  parabole  P.  Nous  pouvons 

donc  prendre  ce  rapport  pour  paramètre  t  ;  d'où 


{k  —  A")-  -+-  a  —  Y 
Soient  A,   L,  C  les  angles  du  triangle  donné.  Il  est  facile  de  vérilier  que      a  —  3  —  C,      1 — v  =  ~ —  L, 
si,  par  exemple,  le  triangle  est  à  angle  obtus.  La  relation  cherchée  se  préscntedonc  sous  une  forme  indépendante 
(les  axes  particuliers  choisis, 

(A_A')  +  -g- 


-r+i)_iL 


t  étant  donné,  les  solutions  entières  en    k,  k',  k"   de  cette  équation  donneront  lieu  .i  la  même  parabole   P. 
Soient  /(o,  *,[.  AU  un  système  de  valeurs  quelconques.  Si  l'on  pose 

k  —  ft'  =  A-o  —  Â^  +  !(,  k  —  /("  =  hn  —  kl  H-  V. 

la  solution  de  la  question  dépendia  de  la  résolution  en  nombres  entiers  u,  v  de  l'équation 

C, 


co  +  l 


Nous  avons  déjà  rencontré  une  équation  de  celte  forme  en  traitant  des  di'veloppantes.  .Nous  ne  la  discute- 
rons pas. 

Ce  qui  précède  montre  quelque.s-unes  des  relations  qui  existent  entre  des  épicycloïdes  de  même  espèce,  ou 
des  développantes  de  cercle,  ou  des  cycloïdes  tangentes  à  trois  droites  données. 

On  pourrait  remplacer  la  condition  do  contact  par  la  condition  que  les  trois  droites  données  coupent  les 
courbes  considérées  sous  des  angles  donnés.  Les  résultais  généraux  resteraient  les  mêmes.  Nous  avons  d'ail- 
leurs donne  i'\|illriti'iiient  les  énoncés  correspondants  au  sujet  des  épicycloïdes  d'espèce    »   entier  impair. 

(A  suivre.) 
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Mathématiques  préparatoires. 

1555.  —  hlajil  donnés  trois  axes  reclnngulaires  O.c»/;.  on  prend  sur  Oc  nne  lonijurur  OA  =  2  et 
on  décrit  sur  OA  comme  diamètre  dans  le  plan  aO;/,  une  denii-circonfércncc  O.MA.  Calculer  le  volume 
limilé  infcrieurement  par  le  plan  xOy,  latéralement  par  la  surface  du  cylindre  droit  ni/ant  jjour  base  le 
demi-cercle   OMA    et  supérieurement  par  la  surface  courbe  ayant  pour  équation     z  =  x'-y. 

Nota.  —  On  pourra  commencer  par  évaluer  le  volume  élémentaire  compris  entre  deux  plans  infiniment 
voisins  passant  par  Os. 

Soil     dx  dij  dz  =  dV     un  élément  de  volume.  Nous  avons  à  calculer       /     /    j  dx  dy  dz     dans   loul 

■^1  IMiitériour  du  volume  indiqué. 

Calculons  d'abord  le  volume  do  lu  portion  piismaliquc  ayant  pour  base 
dxdy  et  pour  hauteur  :;  c'est 

dx  dy  j    dz  —  z  dx  dy  ou  x-y  dx  dy . 

?"(Iectuons  maintenant  la  somme  de  tons  ces  petits  [)risnies  qui  sont 
compris  dans  la  tranche  [larallèle  aux  deux  i)lans  x  et  x-^dx;  nous 
aurons 

X-  dx  j    y  dy  —   -^  dx. 

Or  l'équation  du  cercle  OMA  est  .e-  +  j/-  —  2.r  =  0,  et  la  limile  supérieure  de  la  seconde  inté- 
grale est  donnée  par     y-  =  2x  —  x"-. 

a;-(2,C  ,1-) 

Nous  aurons  dune  le  volume  total  en  intégrant  la  dilïérentiolle     — -— -dx     dej)uis  0  jusqu'à  2. 

Ceci  donne 

/  x''        3;''Y  _  ,        -^2   _    8    _    4 

\T~Tô  %  ~  '^uF  ~  TiT  ~  5" 

Il  nous  a  paiii  hii'u  inutile  de  suivre  l'indicalion  doimée  dans  l'énoncé,  qui  n'ap[)orte  aucune  sim- 
plification au  calcul,  au  contraire. 

Bonnes  solutions  :  MM.  H.  Jwois,  ii  NiUites;  Ambhho,  il  lUiines;  !'•.  Fouciiy,  h  Roanne  ;  G.  I'klissieb,  à  Toulouse  ;  A.  Gaunabd, 
à  Reims;  L.  .Ianueau,  à  l'oitiers  ;  M.  Luiotie,  à  Jhiisoii  ;  Gboiigkscu.  il  Bucarest;  W.  MÉftiGor;  K.  Mouton  ;  L.  Sibe. 


Af^^^          „■■        „                                              ,           ,•  •              I.              •       '^•■^ — y]dx -i- {x -i- y)dij 
10o6.  —  Oeterminer  t  exposant  constant  n  par  la  condition  que  l  expression ■ — '— 

(x'-hy-)" 

soit  In  différentielle  totale  d'une  fonction  U  des  deux  variables  indépendantes   x  et  y .    L'exposant  n  étant 
déterminé,  calculer  la  fonction  U. 

Désignons  l'expression  donnée  par  Kdx-hBdy, 

X  ~y  ^  _       x  +  y 


A  = 


[x^^y^Y 


B 


r)A  ,m 

Nous  exprimerons  que  c  est  une  difîérenlielle  totale  en  écrivant  que     ^--  =  -— 

,)y         dx 


ce  qui  donne 
ou 


•inyix-y) 


{x^  +  y-f 
t  qi 
'inx[x  -t-  y) 


3.'- -^ y- =  nx{x  +  y)  —  ny(x  —  y),  et,  par  suite,  n  =  l. 
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Nous  avons  donc    c/U  = 


(.r  —  y)dx  -f-  (x  +  y)dij 


î/-  .  '    •'"  -+-  y 

V  étant  une  fonction  de  y .    I/inlégration  de  cette  différentielle  en  x  nous  donne 

1  V 

U  =  —  L(a--i-i/')-i-arctg  — -Hti. 

Écrivons  maintenant  ((ue  la  dérivée  par  rapport  à  y  est  é.trale  à  B:  nous  aurons 

dv 
donc  —r-  =0.  i'  =  C'% 

1  ,  y 

et  U  = —-L(a;2 -h  ?/-)-+- arc  tg  — -i-C. 

2  .7' 

Bonnes  solutions  :  M"^  Madeleine  Janemian;  Mil.  H.  Janois,  ùNantes;  L.  Suie;  Amblauh.  à  Ruines:  W.  Mkïiigot  ;  Georgesc:! 
M.  Lamotte:  R.  Manks;  I'.  liiazAHir.  G,  I'èlissieb;  J.  Socuet  ;  A.  Gaunaup  :  G.  Folcuy  ;  A.  1)abmo.\  :  L  JamieaU,  il  Poifier: 
E.  Mm  TON,  à  Saint-Omer. 


y    1 

.r              dv 

x-hy 

x-+y'-        a-- 

^y-      'ly 

X-  -+-  y- 

1557.  —  On  considère  deux  points  fixes  A.  et  B,  situés  à  une  distance  AB  égale  à  un  décimètre.  Un 
point  mobile  M  est  attiré  par  chacun  de  ces  points  avec  une  intensité  constante  égale  à  1  dyne.  Montrer  que 
la  résultante  F  des  deux  attractions  dérioe  d'une  fonction  de  forces  U  et  calculer  celte  fonction.  Déterminer 
les  surfaces  de  tiiveau.  On  abandonne  le  mobile  sans  vilesS'^  initiale,  dans  une  position  M,  également  distante 
des  deux  centres  attractifs.  Appliquer  le  théorème  de  ta  force  vive  au  mouvement  du  point  et  calculer  dans 
le  système  C.  G.  S.  la  vitesse  arec  laquelle  il  arrive  en  0  en  supposant  la  dislance  OMo  égale  à  12  centi- 
mètres et  la  masse  m  du  point  égale  à  2  grammes. 

Dans  le  système  C.  G.  S.  on  a    OB  =  — OA  =  3,     et  les  deux  forces  attractives  sont  égales  à  1. 
Si  nous  posons 

r  =  MB  =  ^(5  —  x)-  -+-  y-,  r'  =  MA  =  /(5  -h  .r)-  H-  y-  ; 

les  composantes  des  deux  forces  seront 

5  —  X                    y                               5  -t-  X  V 
.             — —            et — ^; 


X  =  — 


par  suite,  celles  de  la  résultante  seront 

y 


La  force  F  dérive  donc  de  la  fonction  de  force    f{x,  y)  =  —  r  —  r'  —  U. 

Les  lignes  de  niveau  ont  pour  équation     r  -h  r'  =  /;  :     ce  sont  donc  les  ellipses  homofoeales  ayant 
pour  foyers  A  et  B. 

Les  lignes  de  force  sont  évidemment  les  hyperboles  homofoeales  du  même  système. 
Si  nous  applitinons  le  théorème  des  forces  vives  au  point  M,   nous  aurons,  puis(iue     m  =  2. 
mv- 


(i-^^^^^  =  dv- 


d\}. 


c'est-à-dire 


v^  =  U  +  C. 


Or,  au  point  M,,,  pour    a;  =  0,     y  =  12,     r  =  r'  =  13,     la  vitesse  est  nulle;  donc 
0  =  — 26-+-C,  C  =  26, 

et  par  suite  «^  =  2fi  —  >• — r'. 

A  l'origine     r  =  r'  —5,     v-  =  10  ;     v  est  donc  égale  à  4'^"' . 

liemarque.  —  Nous  nous  sommes  bornés  à  consiiiércr  un  plan  passant  par   Oc.    Rien  ne  serait   plus  facile 
que  d'étendre  ces  résultats  à  tout  l'espace  en  faisant  tourner  la  (igurc  autour  de  Oa;. 

lionnes  solutions  :  MM.  E.  Mouton  ;  Uadmon  ;  A.  Malim.at;  AsuiLAiih;  G.  I'klisslkb;  {'..  Foicrï  ;  G.  Fiiky,  à  Alger:  L.  Sire. 
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1546.  -  1°  Équation  rjétipralr  des  qiuidriqiips  0  qui  sont  éqiiildlères  el  qui  contiennent  dettx-  droites 
fixrs   I)  et  A. 

^o  Montrer  que  parmi  les  quadriqiies  Q  il  y  a  quatre  surfaces  gauches  de  révolution.  Calculer  pour 
l'une  d'elles  la  portion  de  surface  comprise  entre  le  cercle  de  qorge  et  l'un  des  parallèles  de  rayon  triple . 
Construire  les  axes  de  ces  surfaces  gauche>:. 

3°  On  considère  les  génératrices  des  quadriques  Q,  de  nn'me  système  que  \)  et  \  qui  passent  par  un 
point  A.  Prouver  qu'elles  restent  dans  un  plan  P. 

4°  Lieu  dit  point  A  lorsque  ce  point  est  en  ligne  droite  avec  les  deux  points  d'intersection  du  pilan  P  et 
des  droites  D  cl  A. 

1.  L'équation  générale  des  quadriques  passant  par  li^s  deux  droites  D  et  -\  dont  les  équations,  par 

rapport  ii  trois  axes  rectangulaires,  sont 

i    1/  —  mx  =0,  \    V  +  "'-^  =  'X 

D    ■'    '  A    '' 

\   z-  h  =  Q,  (   z-hh  =  0 

est  y-  —  m-x-  -t-  p{y  —  mx){z  -+-  h)  -\-  q(y  -+-  mx)(z  —  A)  -t-  rf:^  —  /(-)  =  0. 

Exprimons  qu'elles  sont  équilatères  ;  posons    p -)- 7  =  2>,     p — r/  =  2;jl,     l'équation  devient 

y-  —  m^x-  -h  (m-  —  !)(;-  —  h-)  -+-  2>.((/:  —  mlix\  -t-  2|ji(/ii/  —  mzx)  =  0, 

X  et  ijt  étant  deux  paramètres  arbitraires. 

2.  Pour  chercher,  parmi  ces  quadriques,  celles  qui  sont  do  révolution,  nous  devons  écrire  que 

y-  —  viV  ■+-  [m-  —  1):-  -+-  2Xy:  —  ■2ixmzx  —  s{x-  H-  y-  -1-  z-)  ^  P-, 
P  désignant  une  forme  linéaire  en  x,  y,  z. 

Cette  forme  ne  pourra  pas,  puisque  le  terme  en  xy  manque,  contenir  à  la  fois  x  et  y. 

["  Cas.  —  Elle  contient  x  et  ;  ;  par  suite     s  =  1,     a  =  0.     Il  faut  que 

—  {m-  -h  i)x--\-{m^  —  âi:-  —  2,urncx 

(2  —  »i-)(»n- -H  I) 
soit  carre  parfait,  ce  qui  donne     ix^  = ,    el  les  deux  quadriques   Q  correspondantes 

ont  une  équation  de  la  forme 

x--hy'  -h  z- -^  i^iliy  —  {m-  —  l)/t-  —  {m-  -^  t)    a-  H ^^ —  I    =  0. 

Il  est  immédiat  que  oy  est  un  diamètre  du  cercle  de  gorge  dont  le  rayon  est,  par  suite,  donné  par  la 
formule 

2A* 

R-^  =  li^h- -^  [m- —  \)li- = 

2^  Cas.  —  La  forme  linéaire  P  contient  y  et  :  ;  donc  s  =  — m-,  a  =  0.  On  voit  facilement 
que     X-  =  (î?i- -I- 1)i'2?n-  — 1),     d'où  deux  autres  surfaces  gauches  dont  les  équations  sont  de  la  forme 

—  mHx-  -(-  y-  -t-  Z-)  —  'ilm/ix  —  (m-  —  [)h^  -+-  {m^  -t-  1)1  y  — ^— r  I    =  0- 

Cette  fois,  ox  est  un  diamètre  du  cercle  de  gorge  dont  le  rayon  est     R  =  jrt/^/2. 

Pour  avoir  la  portion  de  surface  gauche  comprise,  sur  l'une  d'entre  elles,  entre  le  cercle  de  gorge  et 
le  parallèle  de  rayon  triple,  on  est  ramené  à  ce  même  problème  dans  le  cas  où  la  surface  gauche  aurait 
pour  équation,  puisqu'elle  est  équilatère,     x--^y-  —  2î-  =  R-. 
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Prenons  :  pour  variable.  La  cote  du  parallèle  de  rayon  3R  est   2R  ;    et  la  surface  cherchée   S   est, 
en  appelant  cls  la  difTérentielle  de  Tare  de  courbe  de  l'hyperbole  méridienne     x- — 2;-  =  R-, 

S  =  2-  /     X  ds.  Or  ds  =  —  ^ïz-  +  x-  =  —  ^'6;-  -+- 1\\ 

J  n  X  X 


Donc 


S  =  2-  /      /6:-  -+-  IV  dz,  ou  S  =  2-/6  f\/~z 

Posons     :  =  — ^  sh  ç;     nous  aurons  à  calculer  l'intéffrale  indéfinie 


—  d- 
6 


ou  enfin 


;7:R2     /•,.,,  -R2      /•  -R2  r  sh  2o  1  7:R5 

7g-|_argsh  — +_\/,4-(— )| 
-R'r,   :/6-l-/6?^R^        zs/E    , -| 

m^ iî +-Rr^''^=^+'^^J' 


ce  (|ui  s'écrit  encore 
et  Tinlégrale  définie  est 


^[t0v/6^-L(o^2v/6)]. 


Conslrurlion  géomélrhiue  des  axes  des  surfaces  gauches.  —  Remarquons  d'abord  que  les  centres  des 
surfaces  du  second  degré  passant  par  les  deux  droites  D  et  A  sont  dans  le  plan  des  xy,  puisque  la 
synaétrique  de  la  droite  D   par  rapport  au  centre,  qui  doit  être  sur  la  surface,  doit  aussi  rencontrer  A. 

De  plus,  si  ces  surfaces  sont  de  révolution,  un  point  du  plan  des  xy  ne  pourra  être  centre  que  s'il 
est  à  égale  dislance  des  deux  droites  D  et  A,  c'est-à-dire  à  égale  distance  des  projections  de  0  et  ^  sur 
le  plan  des  xy,  c'est-à-dire  sur  ox  ou  sur  oij. 

D  autre  part,  un  cône  de  révolution  équilatèru  a  pour  demi-angle  au  sommet  l'angle  aigu  dont  la 
tangente  est  \^. 

Les  cônes  des  directions  asymptotiqiies  des  surfaces  gauches  cherchées  sont  donc  déterminés  par 
celle  condition  et  par  celles  de  contenir  D  et  A  en  direction  ;  il  y  a  évidemment  quatre  solutions  et  les 
axes  des  cônes  des  directions  asymptotiqucs  sont  en  direction  dans  le  plan  des  zx  et  des  ;/:,  doux  ;i 
deux  symétriques  par  rapport  au  plan  des  xy. 

Enfin  chacun  de  ces  cônes  donne  pour  la  surface  gauche  correspondante  les  plans  asymptotes  le 
long  des  droites  D  et  A.  Ces  plans  asymptotes  se  coupent  suivant  une  droite  qui  coupe  ox  ou  oy  en  un 
(loml  qui  est  le  centre  de  la  surface  gauche  considérée  dont  on  connaît  alors  l'axe. 

3.  Reprenons  l'équation  générale  sous  la  forme 

y-  —  m-x--\-(m-  —  i){z' —h^) -^p^y —  mx)(z  ■+ h) +  fi{y-{-mx){z  -h)  =  0. 

Une  génératrice  de  même  sysième  f|ne  D  et  A  a  poiii  ciiu^ilions 

q{y-+-r„x)  ■+  (m^  — l)(:-+-/j)  ^  X(j/— mx),  y  +  vix  -h  p{z  -^  h)  =  —  X(:  — A). 

Posons  pour  sim|)lilier    y-^mx  =  X,     y  —  inx=Y,     les  équations  de  la  génératrice  deviennent 

,,X  H-  (m=  —  l)(ï  H-  /,)  =  XY,  X  -1-  p{z  -t-  A)  =  —  ),(:  -  h). 

Dans  ce  système  de  coordonnées,  soient  »,  p,  f  les  nombres  définissant  la  direction  de  la  généra- 
trice. Ils  sont  donnés  par  les  relations 

l-^-pf  =   —  Xy. 
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Exprimons  que  la  génératrice  passe  par  le  point  A{a-|„  )/„,  :„)  ou  (Xn,  Vo,  z„).  Nous  aurons 
j     9X„-+-(m^-l)(-„^-/0  =  XY„, 


(2) 


Nous  avons  à  éliminer  p,  q,  l  entre  les  quatre  équations  (1)  et  (2).   De  (1),   on  tire  /)  et  q  et  en 

portant  dans  (2) 

).â  —  (m-  —  1  )v  a  -t-  Iv 

^ ^  X„  -+-  (m'  -  l  )(:o  -K  /O  =  >-Yn,  Xo ^  (:„  -t-  A)  =  -  Kz^  —  h) 

a  Y 

ou,  en  ordonnant  en  À, 

À(pX„  —  aY„)   =  (,«2  -  1  )[yX„  —  a(:o  +  h)],  l2-(h  =  yX„  —  al  :,  +  /ij. 

L'élimination  de  ï  donne  la  relation 

(3)  ^X^— aYo  =  a-f/iim--   1] 

linéaire  en  a.  S,  y-  Donc  la  génératrice  décrit  bien  un  plan  dont  réi[ualion  est 

(Y  -  Yo)X„  -  (X  -  X„)Y„  =  2h(m-^  -  \){z  -  :„), 
ou  (tj  —  m.T)(yo  -+-  mjc„)  —  (y  -\-  mx){y„  —  mr„)  =  2/i(m-  —  1  )(:  —  :o) 

ou  enfin  mCi/xn  —  xi/o)  =  h{z  —  :oX"'"  —  !)• 

4.  Nous  devons  écrire  que  le  plan  ainsi  trouvé  et  les  plans  passant  par  A,  D  et  li  passent  par  une 
même  droite  ;  ou  bien,  comme  ils  passent  tous  trois  par  le  point  A,  que  les  plans  parallèles  menés  par 
l'origine  contiennent  une  même  direction.  Or,  les  plans  passant  par  A,  par  D  et  A  ont  pour  équations 

x_  _  j_-M_  _y  _  z  —  h 

Xo         :o  +  /(  Yo         zo  —  h 

Leurs  direcliims  satisfont  donc  à 

a  Y 


et  -i—  = 

X„          :„  +  /(  Y„ 

D'où  les  paramètres  directeurs  de  leur  intersection, 

a  Y 


X„  Yo  1 


Za  -h  h  Zo  —  h 

qui  doivent  satisfaire  à  l'équation  (3),  ce  qui  donne  la  relation 

-z^îrV  ~  '^^  "=  ^''("''  ~  ^ ^  °^^         ^"^'^  =  (--ô  -  it'Xm-  —  1) 

ou  enfin  yl  —  jii-xl  —  (m^  —  !)(;,-;  —  /(-)  =  0. 

C'est  un  hyperboloïde  à  une  nappe  contenant  D  et  A.  Les  deux  dernières  parties  sont  susceptibles 
d'une  solution  géométrique.  Nous  avons  à  considérer  les  hyperboloïdes  équilatères  qui  contiennent 
D,  A  et  qui  passent  par  le  point  A.  Ils  satisfont  à  8  conditions  linéaires  ;  donc  ils  ont  en  commun  une 
courbe  du  quatrième  ordre,  intersection  de  deux  quelconques  d'entre  eux  qui,  ayant  en  commun  deux 
génératrices  de  même  système  se  coupent  aussi  suivant  deux  génératrices  de  système  dilTérent.  La  pre- 
mière L  passe  par  A  et  rencontre  D  et  A  ;  la  seconde  À  peut  s'obtenir  en  prenant  deux  hyperboloïdes 
particuliers  réduits  à  deux  plans  rectangulaires.  On  voit  ainsi  que  X  est  l'intersection  du  plan  passant 
par    D  et  perpendiculaire  au  plan   (AA)   avec  le  plan  passant  par  A  et  perpendiculaire  au  plan  (AD;. 

11  est  donc  immédiat  que  le  lieu  des  génératrices  de  même  système  que  D  et  A  passant  par  A  est 
le  plan  P  passant  par  A  et  contenant  la  droite  X. 

La  droite  X  coupe  D  en  U  et  A  en  V.  La  droite  .\U  de  même  système  que  D  et  la  rencontrant 
correspond  à  une  quadrique  formée  du  plan  .\D  et  du  plan  perpendiculaire  mené  par  A.   Dire  que  .\U 
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passe  en  V,  c'est  dire  qu'elle  rencontre  -i  et  par  suite  qu'elle  est  la  droite  commune  au  plan  (AD)  et 
au  plan  perpendiculaire  mené  par  A,  ou  enfin  c'est  dire  que  le  point  A  est  sur  l'hyperboloïde,  lieu  de 
la  droite  d'intersection  de  deux  plans  rectangulaires  passant  par  les  droites  U  et  -1. 
Bonnes  solutions  :  MM.  Acdibert,  lycée  de  Marseille  ;  L.  Ballif. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  OHAUX 

I.  —  Algèbre  et  Analyse. 

5630.  -  Résoudre  les  systèmes 

(  ax^  bij  -hcz  =  0,  ;  x^  y^  z  =  i, 

)  bx-f-cy+  az  =  0,  <  ax  -t-  by  -^  cz  =  d, 

(  ex  +  ay -h  bz  ::=  9;  (  a'x  +  b'y -t- c^z  =^  d- . 

5631 .  —  Discuter  les  systèmes 

\  h  —  ((         Il  —  b        II  —  c 

b-'-cy  =  p,  )  X      ^       y  .  , 

cx-az  =  q,  {       -, — ^-+-7:^ — û^- — 7=L 

ay  —  6j  z=  r  ; 

1. 


Trouver  un  nombre  x  tel  que    S-»  < 


h'  —  a         h"  —  h         h'  —  c 
\ 


5633.  -  Étudier  les  séries  dont  les  termes  généraux  sont 

r  -  Ln  x"    .  â;"    ,    ,  (2n  -i-  i  p 


i!(«-i-l)'  n!  an- -f-6n  +  c  n\  '  ni  '  H=t«  +  i)- 

X  X  l'Il'-l 

«''"'[/(")  étant  le  quotient  de  deux  polynômes  en  11], *'°  "»"'  '' ■'^      '         l/i  étant  le  nombre  de  chiffres  de  n, 

0<a<l,       X  >  1),        — r-Tn—rr'  ^F^TT  — ^/ÏÏM-"^.  Vu^-ri-n,      asin  — -+-v/iiM^  -  v/h'+ l, 

±  

a(e  "  —  1)  -I-  'Jn'  -(-1  —  11. 

5634.  —  Etudier  la  série      l  ^  2x -~  3x- -i- ix'  -i-  ■  ■  ■ 

5635.  —  C.ondilions  pour  que  les  trois  nombres  a,  b,  c  fassent  partie  dune  même  profiression  aritlimélique  avec  les 
trois  rangs  p,  q,  r  respectivement. 

5636.  —  Étudier  la  série      1.2x  +  2.3x'  + h  ii{n  +  i;j"  +  ... 

5637.  —  Déterminer  une  progression  arithmétique  telle  que  la  somme  des  n  premiers  termes  soit  égale  à  n-,  ou  h 
11'  -I-  n*  -i~  1,    ou  enlin  à  3ii^ 

5638.  —  Dérivées  des  fonctions  : 

arc  tg >  arc  sin  Sxy'l  — j:',  cl  expliquer  les  résultats  obtenus. 

1  —  ax 

5639.  —  Valeur  principale  de    x^  —  i. 

(XU          XII  \  "' 
1  H -t —  )       pour  »i  inlini.  Déduire  de  là    e'.e'J  =  e'-'n. 
m        m'  I 

5641 .  —  Limite  de  (cos  x)"''-''-'  pour    x  =  n.     Ordre  inlinitésimal  de    (cos  xj'^^'fV  —  — -,      x  étant  Iniùniment  petit 

principal. 

5642.  —  Limites  des  fonctions  : 

cos X      v'cos  ix  „  ,         ,—,  .,  '■'"'  ~  1  ,   1  ■  —  1  ,.    . 

i pour    X  =  0,  cosxb''     pour     x  —  0,  pour    x=— >  —  L pour  x  mtini, 

sin»  X  .  _  j-  :;  X  X       ' 

Ltgx-tg(x-l)  ^  _, 

pour    x  =  — >  (X  —  l)e'i^^  pour    x  =  1,  I  x— —  IL  cosx  pour    x  =  — ■ 


sinx  — 

V2 


(sin  o—  lie'»"*  pour    o 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (EXAMENS  ORAUX)  311 


5643.  —  Existe-t-il  un  nombre  p  tel  que     ait  une  limite  non  nulle  pour    x  =  0  "! 

.f 

5644.  —  Déterminer  une  fonction  f(x]  telle  que  l'on  ,iif,  quels  ([ue  soient  x  et  »/.    [(-c)  -^  f{y]  =  fixij). 

5645.  —  Déterminer  a  de  façon  que     '■ r^ soit  infiniment  petit  du  quatrième  ordre. 

X  —  3x' 

5646.  —  Étudier  la  fonction     '/  =  •     Tangente  au  point    x  =  0,     //  :=  ".     Position  de  la  courbe  par  rapport  à 

sin  X 

cette  tangente.  Développer  y  en  série. 

5647.  —  Variation  des  fonctions  : 

y  =  xLx  (tangente  .à  l'origine),         i/  =  x  —  L(l  -i-x),  y  =  x'c-",  y  = —  •  y  =  arc  tg  • 


.rl-c-l)  "  "  v'i  —A' 


.    »  /  -      -                        .      .                         cos  j  —  v'cos  2x  ,.>,,,. 

y  =  arc  tg  \/   _         ,  y  =  x-  +  Lx,  y  =  r-, >  y  =  {x  —  ■2y  -h  x'  —  ix  +  l, 


y  =  ~{l-t-x)T,       ,y  =  (n.j)x,       y—ii-f-^j.       ii-a':  —  x,       î/ =  — —  ,         ,,__j,^        .V  =  arctgc 

5648.  —  Étant  donnée  la  formule  de  Taylor 

/■(a  +  ft)  =  fia)  +  l,f[a)  -H  -^  r\u)  +  . . .  +  -il  /<-i(„  +  fjft), 

trouver  la  limite  de  0  quand  k  tend  vers  zéro. 

5619.  —  Déterminer  o,  6,  i;,  d  de  façon  que  la  fonction  ax' +  fcj- +  co;  +  d  soit  maximum  pour  x  =  1  et  mini- 
mum pour    X  ^  2. 

5650.  —  Relations  entre  ch  a;,  sh  x,  \hx.  Existe-t-il  des  fonctions  trigonométrlques  vériûant  une  relation  identique 
à  celle  qui  relie  ch  x  et  sh  j;  ?  On  a  ch*  a;  —  sh'  a;  =  1,  sec*  m  —  tg-  m  =  1 .  Si  l'on  a  ch  a;  =  sec  u,  sh  i  =  tg  u, 
quelle  relation  existe-t-il  entre  x  et  «  ? 

5651.  —  Interprétation  géométrique  des  fonctions  hyperboliques. 

X 

5652.  —  Sachant  que  Ion  a    sh  .r  =  n,    calruler    sh Discuter. 

m 

5653.  —  Résoudre  l'équation    ch  a;  =  chu 

5654.—  Sachant  que  l'on  a    ch  a:  =  o,    calculer    ch-^-    Discuter. 

Ht 

5655.  —  Déterminer  2  de  façon  qu'on  ait  pour  toute  valeur  de  .r    sh  (.r  -H  ï)  =  sh  x. 

5656.  —  Évaluer  les  sommes 

ch  o  -h  ch  (o  +  6)  -I-  ch  (a  -I-  26)  -f-  ..+  ch  [a  -I-  (tt  —  1  )6], 

sh  0  -f-  sh  (a  +  6)  +  sh  (a  H-  26)  +  ...  -1-  sh  [a-\~  [n  —  l)ftj, 

sh'  a  +  sh*  (a  -)-  6)  -h  sh*  (a  -1-  26)  +     ■  -i-  sh-  [a  +  (n  —  1)6]. 

_„_            ,                                         I  -f-a; 
o6o7.  —  Si    0  <  .r  <  1,    on  a     ^^  >  c-'j^. 

5658.  —  Développer  en  série  les  fonctions  suivantes  : 
arc  tg  X,       e""""'  cos  (x  sin  a),        («  +  6)  '  ,        L(,r  4-  \/x'--\-  1),        cos  x  ch  x 


5659.  —  Déterminer  une  fonction  f{x)  telle  que  l'on  ait 


i  -hx 
f\x]  x-i-i 


f{.c)  {X  +  ■2){x  +  3) 

5660.  —  Une  corde  divise  l'aire  S  d'un  cercle  en  deux  segments  S,  et  Ss.  Déterminer  les  arcs  que  sous-tend  la  corde 
pour  que  le  plus  ijrand  des  segments  S2  soit  moyenne  proportionnelle  entre  S  et  S, .  Incidemment  résoudre  l'équation 
X  —  sin  X  r=  a. 

5661.  —  Résoudre  les  équations 

.T'i  —  3.r*  +  2  =  0,  .E'  — 3.r'  — 47a;-'-l-147j;— 98  =  0,  ,1'  — 1  =  0,  .t"  +  I  =  0,  x' +  x  -  \  =  0, 

x^  —  3a6.r  -I-  a'  -I-  6^  =  0,  x'  —  x'  —  x-  —  x^  —  x-  —  x  —  2  =  0,  a;*  —  tg  .r  =  0,  x'  —  2x*  cos  2<  -i-  1  =  0, 

V»  1  -+- X  -h  V -H  —  X  =  4,  x'*-l-l=0,  2(x*  —  X— 1)*  — x*-t- X  =  0,  x'— 6x*-!-3x— lOS  =  0, 

4x' —  llx-'  -h  "x  — 6  =  0,  x'  — 7x+l  =  0,  .r'  — tgx—  n,  t' —  3x- —  6.1V  2  —  6  =  0,  x^  —  dx  +  4  =  0 

2x'  -  3x-  -H  43x—  7  =  0,  {x  +  7)^  -|-  216.C  =  0. 

5662.  —  Discuter  les  équations  : 

.       .        „  1  2 

X'  +  mx'  +  X-  +  1  =  0, —  — =  m,  X  —  ?/i  sin  X  =  0,  x'  —  5x'  -l-  2x-  ~t-  jx  H-  .3  =  0, 

(1-+-X)*      (3h-x)= 

x'  -I-  Xx'  -\-  [iX'  -1-1  =  0,  sin  X  —  cos  x  —  Xy/2  4-2  =  0,  — 1 h  ■  ■  •  H =  0, 

X  —  u      X  —  b  X  —  l 

.r'  —  mx'  -+-  .(■-  —  5  =  0,  c'  —  X-  -+-  3,  c-'  =  3x-*  -t-  1 . 

5663.  —  Discuter  le  système    x'  —  x -f-  »j  =  0,    x  =  cos  ;/. 

5664.  —  Résoudre  le  système    x  +  y  ^  a,    z  +  t  ^  b,    xy  =  zt,    x'  -i-  i/'  -i-  :'  -(-  V  =  c. 
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5665.  —  Résoudre  une  équation  sachant  que  ses  racines  sont  en  progression  aritlimélique.  Appliquer  la  niélliode  aux 
équations    Sx'  —  V2x' —  2x  +  3  =  0,    j;'  —  ix'  —  36x=  +  78»  +  1 05  =  0 . 

5666.  —  Condition  pour  que  l'équation    x^+pii'  +  qx  +  r  =  0    ait  ses  trois  laiines  réelles. 

5667.  _  On  considère  le  résultant  R  =  {ac' —  ca'f  — (ah' —  ha' iibc' —  cb')  de  deux  équations  du  deuxième  degré 
ax'-hbx+ c  =  0,  a'x' -+-b'x-{-c' —  0.  Étudier  le  signe  de  li.  Montrer  en  particulier  qu'il  est  toujours  positif  quand 
l'une  des  équations  a  ses  racines  imaginaires. 

5668.  —  Etant  donnée  l'équation     f(x}  =s  «or'"  +  aj.!-'"-'  -t-  . . .  +  o,„  =:  0,     qui  a  pour  racines  a,  h,  ...  /,   calculer  la 


fonction  symétrique     ^j~rT — 


5669.  —  Étant  donnée  l'équation    .-r'  4-  px  +  q  =  0,    dont  les  racines  sont   a,  b,  c,    former  l'équation  admettant  pour 

b  —  a 
racines   les  rapports   tels  que   ^_^  ■ 

5670.  —  Étant  donnée  l'équation    x^ -i- px°  +  qx-t-r  ^  0,    former  l'équation  admellant  pour   racines   les  quantités 

bc' 

de  la  forme • 

a 

5671.  —On  considère   l'équation    x''  +  nx"  +  bx  +  c  =  0.     Déterminer  les   nombres  a,  h,  c.    de  façon  que  ces  trois 
quantités  soient  les  racines  de  l'équation. 

5672.  —On  donne  l'équation    x^ +ax^  +  bx^  +  ex  +  d  =  0.     A  quelles   conditions  doivent  satisfaire  o,  b,  c,  il  pour 
que  le  produit  de  deux  racines  soit  égal  à  1  ?  Cette  condition  étant  remplie,  résoudie  l'équation. 

5673.  —Forme  générale   des  équations  qui  ne  peuvent   admettre  la   racine   a   sans  admettre   la   racine    1  —  a    au 
même  ordre  de  multiplicité. 

5674.  —  On  donne    l'équation      — - — [f'(x)  +  f'{a)\  —  f(x)-i- f{a]  =  0,     qui   admet    la  racine  n  :    trouver  l'ordre  de 
multiplicité  de  cette  racine    [f{x)   désigne  un  polynôme]. 

5675.  —  On  donne  l'équation    x'"  —  209.c  +  Ke  =  0.     Vérifier  que  cette  équation   admet  deux  racines  dont  le  proiluit 
est  égal  à  1,  cl  calculer  ces  deux  racines. 

5676.  —  Soient  a,  fc,  c  les  racines  de  l'équation  .t' -h  px  +  q  =  0.  Former  l'équation  admettant  comme  racines  les 
six  rapports  anliarmoniques  des  quatre  nombres  a,  b,  c,oo. 

5677.  —  Calculer    >,  — pour  l'équation    ,t' -)- .r  +  1  =  0. 

^U  a-  +  1 

5678.  —  Mettre  le  polynôme    ax'  -t-  6x-  -t-  ea;  +  d    sous  la  forme    p(x  -h  a)'  4-  q[x  -i-  P)\ 

5679.  —  Résoudre  une  équation  dont  les  racines  sont  en  progression  arithmétique. 

5680.  —  Discuter  l'équation    cos'  x  +  acosx -^  b  =  0,    a  el  b  désignant  les  coordonnées  d'un  point  du  plan. 

5681.  —  On  donne  l'équation  x^  +  px-hg  =  0.  Former  l'équation  admettant  pour  racines  les  carrés  des  racines 
de  l'équation  proposée. 

5682.  —  Etudier,  pour  les  diverses  valeurs  de  m,  combien  l'équation  a;'  — x-  -+-  m  =  0  a  de  racines  réelles  comprises 
entre    — 1  et  -i-  1. 

5683.  —  Soient  a,  fc,  c  les  racines  de  l'équation    x''  +  px  +  q  =  0.     On  pose    y  = 1- —  h Combien  y  a-t-il 

b        c        a 
de  valeurs  dilléicntes  pour  y?  Trouver  une  équation  ayant  ces  valeurs  pour  racines. 

5684.  —  Soient  n,  b,  c  les  racines  de  l'équation  x^  +  px  +  q  =  0.  Calculer  {b  —  c)'-(c  —  a)-(a  —  h)-.  En  déduire  la 
condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation. 

5685.  —  Trouver  le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  de  l'équation    x'+x^  —  x  —  2^=0. 

5686.  — lue  racine  simple  a  d'un  polynôme  /(.r)  annule  /"(.r)  ;  quelle  relation  en  résulte-t-il  entre  les  racines?  On  trouve 
y, -r  =  0.  Si  le  polynôme  est  du  troisième  degré,  cette  relation  exprime  que  les  trois  racines  forment  une  progres- 
sion arithmétique.  Réciproquement,  si  les  racines  d'un  polynôme  du  troisième  degré  f(x)  sont  en  progression  arithmétique, 
la  racine  moyenne  annule  f"(x). 

5687.  —  Calculer  les  intégrales  : 

/"'         x"dx  r       dx  Ç'      dt  /•'    dx  r       xdx  Ç  dx 

Ja   V'jï"-  a)(b  -  x)  '  /,,  ,,,-f'  A*''+'»"''  Jo    •'■'+''  j    X'+3>*-^\'         J    ^x'-i)ix'-i)' 

%j    \a.  — .f) 

Xi)  i_ 

[b—xy-  r" dx  r       a- 4   1 

^ .     </J^^    '''^'  J^   .(■-■  +  2,r  cos  a  +  1  '        ./   ^.r^  _  3.c^ ''''"• 

ph-x  ,        r      dx  /•<'{b-x]-  ,   ,       ..  /•'   .T=    ^        r    dx 

I  'to,        /  '         /  dx  {m,  entier),         /  .dx,        1      . 

J„>Jx  —  a  J  x  +  'Jx^  +  a'         J„    y/.c  — a  _/  x- +  a-  J  x<j\—x- 

I '  xdx  I  '  x\ir 

J  (.'••■  -  d )^:f^  i     J  v'-i'^^ni.r  h  v'.r^~rTi  ' 
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y  'cos'  --  -f-  3  cos  -'-<■,             /"  cos./'f.r                /"        sin.rdj  Çàniàx              f  \,  ^  r  dx 

J              2  — cos  r              ''          _/    l  +  sin2.f'          ^    y'côs  X  4-  COS  2J-  ./    1  +  tg^            ./ 

/•JL                                     /"-il                                    /■-"       dx                r   dx  f 

I    -  sin'  ?  cos-  <f  rf?,        /    =  sin' ocos' S'i/Çi         /      ^   ,  ,. '         (  „„,    ■'  /  "p 

/               '                         /              '                        /„     2  +  sin  X          /  cos  X  /   v'c 


/cos=  X  —  sin-  X  -f-  cos  r 


rfir                     r                       r—                           r~                            C--       ,       ,              /*cos  j-  —  2  sin  .r  . 
^ .  I  te:  xdx,         |    =  cos' .r  (/.r,  /    =  sin'  .r  (i.r,  /    -  cos- J  d.r,  I- dx , 
.     5  H- 3  cos. r           _/                        J„                            .h                             Jo                             ,/   sin  Jr-2cosx 

//^  COS"  t  -i-  i  f*     

X'  arc  Ig  .r  d.r,  /  j-^^ ilx,  y'i  +  tg  .r  -î-  tg=  .r  Ar  ; 

1  e-™;  sin  «  (//,        fx'sin-xd-r,        /  sin'' .r  cos"!  .r  (/.r,  1  x'dTCiinxdx,         1  arc  cos  xdx.        j  arc  t^  xdx- 

f  dx  f       de  /'sin  X  sin  2,r  sin  4,1-  /'      dx 

I  log,  e  '        J  rlu— dm  '  I  ^'7..T±J-  ''^'        J   1 -+- th  t  ' 


i 


•  L  sin  xd.i 


5688.  —  Calculer  l'intégrale      C- dx.      Condiliun  pour  que  cette  intégrale  soit  algébrique. 

J  {X  —  afix  —  ,5)= 

5689.  —  Moment  d'inertie  d'une  ellipse  par  rapport  à  la  tangente  au  sommet,  d'un  triangle  par  rapport  à  un  coté  ou 
une  hauteur. 

5690.  —  Volume  du  tore  et  moment  d'inertie  par  rapport  à  Taxe. 

5691 .  —  Volume  de  l'ellipsoïde    -^  +  -7^+^— 1  =  0. 

a'        b-         If 

5692.  —  Trouver  le  moment  d'inertie  du  volume  engendré  par  un  rectangle  tournant  autour  d'un  axe  parallèle  à  1  un 
de  ses  cotés. 

5693.  —  (In  considère  la  surface h— ^ 1  =  0,    et  on  demande  le  volume  limité  par   cette  surface  et 

a'         b-        c' 
compris  entre  deux  plans  parallèles  au  plan  des  xy. 

5694.  —  Sur  la  perpendiculaire  au  milieu  de  AB  on  prend  un  point  M.  Calculer  la  valeur  moyenne  de  la  distance  du 
point  M  aux  divei-s  points  de  la  droite  AB. 

5695.  —  Étant  donnée  la  distance  dune  corde  d'un  cercle  au  centre,  calculer  le  rapport  des  aires  des  deux  segments 
déterminés  par  la  corde 

6696.  —  On  donne  un  demi-cercle  de  diamètre  AB.  On  divise  ce  diamètre  en  n  parties  égales,  et  par  les  points  de 
division  on  mène  des  perpendiculaires  au  diamètre.  Trouver  la  limite  de  la  moyenne  arithmétique  des  ordonnées  ainsi 
obtenues  quand  »  augmente  indéfiniment. 

5697.  —  Moment  d'inertie  d'un  rectangle  par  rapport  à  un  de  ses  côtés,  d'un  disque  elliptique  par  rapport  à  la 
perpendiculaire  en  son  centre. 

5698.  —  Volume  de  la  surface  z^l— x- +  y'- +  z'-)  +  a'{x-  —  î=)  =  0  compris  entre  les  deux  plans  z  =  Zo,  :  =  ii, 
Zi  et  z,  étant  eux-mêmes  compris  entre  0  et  a. 

5699.  —  On  considère  un  paraboloîde  de  révolution  limité  au  parallèle  du  foyer.  Moment  d'inertie  du  solide  par 
rapport  h  l'axe. 

5700.  —  Moment  d'inertie  d'un  tétraèdte  régulier  par  rapport  à  une  hauteur. 
1  1  1 

produit  sf\s)  a-t-il  une  limite  quand  s  tend  vers  zéro  ? 

5702.  —  Trouver  la  masse  d'un  cube  dont  la  densité  en  chaque  point  est  proportionnelle  au  c.irré  de  la  distance  au 
centre. 

5703.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  A  à  l'intérieur.  On  divise  la  circonférence  en  m  parties  égales  par  les 
points  Ml,  M;,  ...M„.    Trouver,  quand  n   augmente  indéfiniment,  la  limite  de  la  moyenne  arithméti(|ue  des  quantités 

1  I  1 

AMi       AM'i  '  ÂM?, 

5704.  —  Calculer  l'intégrale    !„,,  n=    /    x"'(i  —  x)"dx,    met  n  étant  des  nombres  entiers.  Formule  de  récurrence 

entre  I,,,,  „  et  1,,,+  ,,  „_,.  Montrer  que    |,„,  „  =z  1„^  „,. 

5705.  —  On  donne  une  circonférence  et  un  point  A  A  l'intérieur.  On  suppose  que  la   circonférence  est   matérielle   et 

k- 
que  la  densité  en  chaque  point  M  est  égale  à  ■  Trouver  la  masse  totale. 

\yv 

5706.  —  On  donne  une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  et  un  point  fixe  A  sur  Oi/.  Par  ce  point  on  mène 
deux  droites  rectangulaires  rencontrant  0.r  en  Q  et  Q',  et  par  les  points  Q  et  Q'  on  mène  des  perpendiculaires  à  Oj 
rencontrant  la  courbe  en  P  et  f .  Pour  quelles  positions  de  U  et  Q',  l'aire  l'CjP'Q'  est-elle  maximum  ou  minimum  .' 
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5707,  —  La  masse  totale  d'une  plaque  circulaire  de  rayon  R  est  égale  à  AR'.  La  densité  en  chaque  point  est  une  fonction 
fir)  de  la  distance  r  du  point  au  centre.  Déterminer  cette  fonction. 


'i"'^ 

■w-^'- 

x  ■- 

=  aV" 

(m,  entier), 

d'x 

-^ 

dx 

'  dl 

=  cos  (. 

lîF-^' 

= 

:  e'  -+-  sin  t,           }/"  + 

>j'-*-y 

= 

e^-t-i 

i;os  X, 

y  - 

s.'/' 

-^iy 

=  e'^.           y  - 

-Bt/- 

9i/ 

=  e" 

'-,           f 

d'-y 
dx- 

-1- 

d'-x 
dv'-  '' 

=  0, 

5708.  —  On  considère  l'intégrale  définie  /     (ix)dx.   Si  fj)  est  infini  pour    .r  =  fc,    1  intégrale  a-t-elle  un  sens  ?  Même 

question  si  b  est  infini. 

5709.  —  Moment  d'inertie  d'un  hexagone  par  rapport  à  son  axe. 

5710    —  Intégrer  les  équations  différentielles 

_  X-  ,   . 

y  -^  ky'  =  0  (courbes  intégrales),  y'  —  2xy  =  ^x,  {  -^y'-  =  —;,  y  imx  —  y  +  sin  .r  -i-  sm  2j, 

|(  —  y-)dy  —  ydt  =  0.  y'  sin  x  +  y  cos  ,c  -f-  1  =  0,  xy'  —  2j/  -i-  2  sin  .c  —  j:  cos  j  =  0, 

dx  dy 

,  ^=    ,  '  y'  cos  x  —  y  =  sin  x  ; 

,l(x  —  a)(x  —  b]         s\y—  a)(y  —  b) 

y—2y'-\-y  —  {ax-^b}e^,  y"  —  3y'+  }y  =  Se'-'.  —— —  G— — -t- 8i  =  e^  ^  cos /. 

„  ,  ..         ,  ■      X 

y   -t-  y  ^  2x  +  cosx,  y    —y-hy=sm—' 

y"-i-y  =  ces'  X,  y"  —  îy'  -i-y  ^  sin  x  -h  sin'  x. 

y'  =  — 7^1  y'  =  y/y^-V 5,  y"  +  y  =z  chx; 

d'y      d-x 
dx-      dy- 

5711.  —  Si  l'on  connaît  trois  intégrales  particulières  d'une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  h  second 
membre,  on  peut  écrire  l'intégrale  générale. 

5712.  — On  considère  l'équation  différentielle  y' — i/' cot  x -f- y  sin' x  =  0.  Faire  un  changement  de  \ariablcs  de 
façon  à  ce  que  la  dérivée  première  de  la  fonction  inconnue  disparaisse,  puis,  intégrer  l'équation. 

5713.  —  On  considère  l'équation  (1  —  .T-)  -—; — x  -p-  -ha'y  =  0.  On  pose  x  =  cos  I.  Que  devient  l'équation  : 
Intégrer. 

5714.  —  Soit    ;  =  f{x,  y)    une  fonction  de  deux  variables  indépendantes.  On  pose    p  =  — ^.     q  =  — -^-    La  rela- 

ax  dy 

tion  donnée  définit  y  comme  fonction  des  deux  variables  x  et  :.  Calculer  — —  et  — ^  en  fonction  de  /»  et  g. 

dx         dz 

5715.  — Soit  s  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  X  et }/.  On  pose    x-\-y  =  \,    x-+-2î/=Y;    :  est  alors 

fonction  de  X  et  V.  Calculer  -,—  et  — ^  en  fonction  de  -,'    t:t  — -^-     En  déduire  toutes  les  fonctions  de  ;,  de  x  et  w  qui 
dx        dy  d\        d\ 

vérifient  l'équation    2-p-  =  — -^• 
dx        dy 

Ô716.  —  On  considère  la  fonction    r  =  f[x,  y).    On  pose    x-i-i;  =  u,    x  —  !/  =  »  ;    calculer  — ^  et  — r^  en  fonction 

dx         dy 
_,     dz        àz 
de  -,-  et  — -. 
du       dv 

5717.  —  Soit  (  =  /■(x,  ;/,  ;)  une  fonction  de  trois  vai-iables  indépendantes  x,  ;/,  :.  On  considère  x  connue  fonction 
de  ;/■  :.  '■  Calculer  les  dérivées  partielles  de  x  en  fonction  des  dérivées  partielles  de  (. 

5718.  —  Soit  la  fonction    :  =:  f{x,  y).    On  pose    x  =  X-t-  'i',    y  =  \' -h  \'  \    calculer  — -^  et  — —     Même  question 

dS.        d\ 
en  po.sant    x  =  X'  -t-  Y=,    y  r=  X'  —  Y'. 

5719.  —  On  donne  l'équation  de  Riccali  y'  =  Aj^'  +  Bj/  +  C,  A,  B  et  C  étant  des  fonctions  de  .r.  Si  on  connaît  une 
intégrale  particulière,  on  jieut  intégrer  au  moyen  de  deux  quadratures.  Le  rapport  anhariuonique  de  quatre  intégrales  par- 
ticulièics  est  constant.  Si  on  connaît  trois  intégrales  particulières,  on  peut  écrire  immédiatement  l'intégrale  générale. 

Ô720.  —  Que  devient  l'équation     — -^  —xy  =  0,    quand  on  prend  x  comme  fonction  et  y  comme  variable  indépen- 
dante .'  .Même  (lucslion  pour     — -= — i-  2x  -r-  -h  xii  =  0. 
(/,r'  dx         •' 

5721.  —  On  considère  l'équation  ditléreiilielle     -—^  +  2 ——!- +  y -^  0.    On  pose    :  = —■    Trouver  l'équation 

dx'  X   dx  X  dx 

(|ui  relie  :  et  .r. 

5722.  —Condition  pour  que  Vil.r  t-Qdy  soit  une  dillérenlieile  totale.  Application  à  {ixy -^- y-)<lx+ {^xy-t- x-)dy, 
fl'd.r  -t-  .r'i/i; 

(■c  +  y)' 
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5723    —  Trouver  toules  les  fonctions  :  de  ileux  variables  indépendantes  x  et  i/  qui  -çériflunt  l'i'(|ualion    — — ^  =  0. 

ajuy 

ôT2i.  —Soit     :— A'j".  y);     on  pose     --  =  t.     On  a  alors     ;  =  ■?(.(■,();     ciilenler  les  dérivoes  partielles  de  :  par 

rapport  n  x  el  l  en  fonction  des  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x  et  i/. 

5725.  —  On  donne  l'expression    u  =  v'(i"^^«)(3  —~b)     où  ;,  n,  h  représentent  les  afûxes  des  points  du  plan.  C.oninient 
varie  u  quand  le  point  z  décrit  un  contour  fermé. 

II.  —  Trigonométrie. 

5726.  —  Résoudre  l'équation    rt  ces  .r -i- 6  sin  x  =  c.     Construire  l'angle  x. 

5727.  —  Calculer  la  somme  des  sinus  de  n  arcs  en  progression  arithmétique. 

5728.  —  Calculer  trigonométriquement  et  algébriquement  les  racines  cubiques  de  /,  puis  comparer  les  résultais. 

5729.  —  On  donne  tg  x,  calculer  sin  Gx  et  cos6j;. 

5730.  —  Eliminer  o  entre  les  deux  équations    x  =  a  sin  ç  sin  29,    11  =  h  cos  'f  cos  2o. 

5731 .  —  Simplifier  le  produit    sin  a  sin  (  -J^  +  a  I  sin  (  -^- d  1  ■ 

5732.  —  Résoudre  les  équations 

1  1  1 

sin'  X  +  cos' ./;  =  — •  tg  tr  =  a  tg  x, h ■  =  m,  16  cos'  a-  —  64  cos  x  -+-  31  =  0. 

4  Cos.r         sin  c 

1  1 

5733.  —  Calculer    x  z=  2  arc  tg 1-  arc  tg  ^-' 

5  i 

4  H 

5734.  —  Calculer  un  angle  .r  tel  quel'onait    2arctgx  =  arc  sin  I  -t-arcsin—  +arcsin-— • 

0  0 

1/ 

5735.  —  Rendre  calculable  par  logarithmes    1/ =  sin  x -i- sin  2.c-(- sin  3j;-f- ■■■  + sin /).;•.     (îalcider  la  limite  de    ~ 

pour    x  =  0,    et  en  déduire  la  somme  des  p  premiers  nombres. 
573t».  —  Résoudre  les  systèmes 

i  sin  ,)■  -I-  sin  y  =  i,  (  tg  {x  ^  ij)  =  3, 

1  cos  j;  -(-  cos  y  =  —  :  1  tg  {x  —  ;/)  ^  — -  ■ 

5737.  —  Sachant  que    2  cos  0  =  j"  H >     calculer  cos  »iO,  m  désignant  un  nombre  entier  positif. 

5738.  — Calculer    sin —   connaissant  tga. 

5739.  —  On  donne  un  triangle  équilatéral  ayant  pour  centre  l'origine.  Former  l'équalion  du  troisième  degré  ayant 
pour  racines  les  aflixes  des  trois  sommets. 

5740.  —  Les  angles   A.,  B,  C   d'un  triangle  sont  liés  par  les  relations    sin  A  =  r; —  ;     trouver  la  forme  du 

cos  B  +  cos  C 

triangle. 

5741.  —  fiésoudre  un  triangle  connaissant  :  1°  les  trois  hauteurs  ;  2°  deux  cotés  et  le  rayon  du  cercle  inscrit;  o"  a, 
R,  r  ;  4'  Ta,  »•(,.  r,. 

5742.  —  Les  trois  angles  d'un  triangle  forment  une  progression  arithmétique.  On  sait  de  plus  que 

sm  A  +  sin  B  +  sin  C  =  — !— ï — 
Calculer  ces  trois  angles. 

5743.  —  Démontrer  que  dans  un  triangle  on  a  la  formule    (p  —  ni  sin  —  ^  a  sin  —  sin  — • 

5T/iki.  —  Les  côtés  a,  h.  c  d'un  triangle  sont  racines  de  ré(|ualion  x-'  —  ipx-  +  qx  —  r  —  0.  l-'ormer  l'équation 
admettant  comme  racines  sin  A,  sin  B,  sin  C. 

Ô745.  —  De  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphéric|ue,  déduire  que  les  sinus  des  angles  sont  proportionnels 

aux  sinus  des  côtés. 

III.    —  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

5746.  —  On  donne  un  triangle  ABC  et  deux  droites  Di  et  D;.  Par  un  point  M  quelconque  du  côté  liC  on  mène  des 
parallèles  à  D,  et  D2  qui  rencontrent  respectivement  ,VB  et  AC  aux  points  B'  et  C.  On  achè\ele  parallélogramme  B'.MC.',  et  on 
demande  le  lieu  du  quatrième  sommet.  Solutions  analytique  et  géométrique. 

5747.  —  Dans  un  triangle  ABC,  le  côté  AB  est  fixe  et  la  différence   des  angles  A  et  C  est  constante.  Lieu  du  point  C. 

5748.  —  Trouver  les  points  du  plan  dont  les  coordonnées  x  et  y  vérifient  l'équation    ces'  x  +  sivi'y  =  1. 
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5749.  Construire    x  ^\'a'  ^  b^  ■    Justiûer  la  méthode  suivante.  On  prend   une   longueur     AA' =  2o,     et  par  le 

milieu  0  on  mène  une  droite    OB  =  6    et  faisant  45°  avec  OA.  On  joint  AH  et  A'B.  Démontrer  que  .r  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  AB  et  A'B. 

5750.  —  On  donne  deux  axes  Ox,  0)/  faisant  l'angle  6  et  un  point  M  ayant  pour  coordonnées  x  et  y.  On  fait  tourner 
les  axes  d'un  angle  a  autour  du  point  0  ;  calculer  les  nouvelles  coordonnées  X,  Y  du  point  M.  Déterminer  a  pour  que  Y 
soit  nul. 

5751.  _  Trouver  un  faisceau  involutif  dans  lequel  les  droites  isotropes  se  correspondent,  interprétation  géométrique. 

5752.  Montrer  que  le  faisceau  de  droites    ax'  -i-  2bxy  +  ey-  +  '/.(x-  -i-  y-)  =  0    a  mêmes  bissectrices,  quel  que  soit  a 

5753.  On  donne  deux  cercles  0  et  0'.    Une  tangente  variable  au  cercle  0  coupe   0'  aux  points   A   et  B.   Lieu  du 

centre  du  cercle  0.\B. 

5754.  —  Construire  les  courbes  définies  par  les  équations  suivantes  ; 


)/-  = 


bx- 


y  =  y/     ,  '_        (points  d'in 


flexion) 


^-4— ±\/^^fer-       .-..-mA       y=j^-l.'  _ 


y  = 


—  ix- 

ei+i  V  8x'  -H  )  -!-  ^^ 

y  =  x -.  y  =  2.C -4- 3  +  V/ -— — —  y-(x-2\e^-'-,  y  =  xe  "     ; 

x*-hx-  —  {y'  +  y-)  =  \,  (a;-i-s/)(a;-l-3i/)(3xH-i/)-(- 2  =  0,  (y-  —  x')-  =  a; 

x'  +  y^  —  a^xy  =  0    (aire),  y'  —  x^  +  x-  =  0,  x-y-{x -h  y) -i-x —  y  =  0, 

x'  +  y'  —  3(ixy  =  0,  /  — —  iy+ ^— —  iV  =  1,  .■r' -(- )/^  —  1  =  0, 

•2y^  —  2x' -h  ix- —  ô  —  0    (points  d'inOexion),  ar^-t-i/'-i-a;' —  3xi/ -t-2i/- =  0, 

a'  +  »/'  —  '-imiy  +1  =  0; 

sin  ,)■  .    ,  ,  _!_  -J-  ,    . 

arc  sin  .T  =  2  arc  sin  y,  y  = LxLv  =  I;,  y  =  e^'n^,  y  =  cf^^,  x  =  L%\ny. 

X 


\l  —  -1.  J  —   t-i-t-T-i.  I  1/  ail»  yf  .  I  ,.,  ,— -r 


t  +  l  ]            t-  —  1                        )            m  cos  0  -1^  Il 
(t  —  2)-  .  j            -  t-  +  t  +  l  .            ]                y)  sin  0 
— '            I  y  = '            I  1/  = ; — 

J  —  1  [  "               t-  —  t                    [            jn  cos  0  +  K 

l  X  =  sin  2?,  la;  =  3(  — (',            (  .r  =  cos -t  +  ï  sin /,            |  a;  =  2(  —  sin  (,            {x  =  e''<'^', 

I  1/  =  sin  3?  ;  )  y  :=  3£=  ;                   j  y  =  (  cos  <  ;                           j  y  =  tg  (  ;                       /  y  =  e  lï  '. 

5755.  _  Consti-uire  les  courbes  représentées  par  les  équations  suivantes  en  coordonnées  polaires  : 

/       (7  fl                                                       2()                         COS  20                          a 

r  =  a  V/ sin  —  (aire),  r  = •  »•  =  «e'=\  »'  =  tg— .  r  =  a- 

sin- 

t2=  u  cos-  0 

0=  — 1  r  =  a  cos  f, -+- 6  sin  0,           r=  —. — — 

1  +  tg  w  sin  0 


r  =  >/2  +  cos  0,  r  = (asymptotes), 

i  +  e  cos  0 

tg  u  .  _      "  **  0  — 

'   ~   1-+-C0SU  ~   cos  0        sinf)  ' 


^         V    2  + cos  u  '^  tgw-1 


i 

cos  1 

^ 

1 

'   "    2C0SU. 

-1 

COSÛ 

'  ~ 

1  -f-  cos  0 

^ 

COSti 

J  —  sin  (0 

,;  . 

cos'  u 

)-l-  sin'  w 

' 

»/ 

sin  u 

, 

sin 

e 

cos  3(. 

, 

)•'  sin  40 

+  a'  =  0, 

iin  1 

(1- 

-3.) 

1  =  a 

sin  2 

u 

sin 

U) 

(aire), 

- 

sin  w 
1 

—  1 

1 

iï-) 


sin  w  H-  sin  —  siii  w  +  cos  y 

, ,1  ,0 

p  =  coso,-v/cos2o.,  ?  =  i-+  ,„,,.._.„„■  r  =  atg-. 


0-  -  ï= 

575G.  —  A  tout  point  >l(c..  u)  du  plan,  on  lait  correspondre  le  point  M,(;,,  (..,)  par  les  formules  i,  —  o\  w,  =  no>. 
Démontrer  que  cette  transformation  conserve  les  angles. 

5757.  —  Construire  la  courbe  délinie  par    P  =  — ^  •    '"  =  tg'r  — ?•     Trouver   lare  compris  entre  les  iioints  qui 

cos  o 
correspondent  aux  valeurs  0  et  a  du  paramètre  o. 

5758.  —  On  donne  une  famille  de  cercles  (x—\)'+{y—  l*)' —  B-  =  0,  cil  X  et  (i  sont  fondions  de  B.  Le  centre  0 
de  ces  cercles  décrit  une  courbe  C.  Montrer  (|ue  chaque  cercle  touche  son  enveloppe  en  deux  points  et  que  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  est  perpendiculaire  à  la  tangente  en  0  à  la  courbe  C.  Kn  déduire  que  l'enveloppe  des  cercles  oscula- 
teurs  à  une  courbe  est  cette  courbe. 
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5759.  — On  donne  la  courbe  (x- -i- y-)x  —  x' -h  iy' ^  0.  Trouver  la  courbe  qui  ailmet  la  courbe  donnée  comm.' 
podaire  par  rapport  à  l'origine. 

5760.  —  Comment  peut-on  reconnaître  que  la  courbe  x  ^  fit),  y  =  <f(0  tourne  sa  concayité  vers  l'origine  en  un 
point  ? 

5761 .  —  Sur  la  tangente  en  M  à  une  courbe  C  on  prend  une  longueur  constante  MP.  Démontrer  que  la  normale  en  P 
au  lieu  de  ce  point  passe  par  le  centre  de  courbure  en  M  de  la  courbe  C. 

5762.  —  On  considère  une  courbe  tangente  à  l'origine  à  O.r,  et  sur  la  tangente  en  un  point  M  de  cette  courbe  on 
prend  MP  =  arc  CM,  dans  le  sens  MO.  On  joint  le  point  P  au  centre  de  courbure  y  de  la  courbe  au  point  M.  Déterminer 
la  courbe  de  façon  que  Py  ait  une  longueur  constante. 

5763.  —  La  droite  ti.v  -t-  vy  ^  i  =0  rencontre  en  trois  points  la  cubique  x'  -t-  i/"'  -j-  xy  ^  0.  Condition  pour  que 
sur  les  trois  droites  joignant  l'origine  aux  trois  points  de  rencontre  il  y  en  ait  deux  rectangulaires. 

5764.  —  On  donne  deux  courbes  C  et  C  A  tout  point  M  de  C  on  fait  correspondre  un  point  M  de  C  tel  qu'en  ces 
points  les  tangentes  soient  parallèles.  Par  un  point  0  du  plan  on  mène  un  -vecteur  Oa  équipollent  à  MM'.  Tangente  au  lieu 
du  point  11.  Longueur  de  l'arc  de  cette  courbe.  l,e  comparer  aux  arcs  des  courbes  C  et  C. 

5765.  —  Par  le  point  double  d'un  limaçon  de  Pascal  p  =  n  ^b  cos  w  on  mène  deux  droites  rectangulaires  rencon- 
trant la  courbe  en  M  et  M'.  Lieu  du  milieu  de  M.M'. 

5766.  —  Étant  donnée  la  courbe    x  = -i     (/  =  — - — >    quelle  relation  doit-il  exister  entre  les  (  de  deux  points 

de  cette  courbe  pour  que  la  droite  joignant  ces  points  passe  par  un  point  donné  (x»,  y»)  '? 

5767.  —  On  considère  une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy  et  deux  points  A  et  B  de  cette 
courbe  dont  la  différence  des  abscisses  est  constante.  On  abaisse  Xa  et  Hi  perpendiculaires  sur  Ox.  1"  Pour  quelle  position 
des  points  X  et  B  l'aire  ABafc  est-elle  maximum  ou  minimum  ?  2  Pour  quelle  position  des  points  A  et  B  l'arc  AB  est-il 
maximum  ou  minimum  ? 

5768.  —  Enveloppe  de  la  droite    x  cos  s  -^  i/sin  o  ^  -~-  ■    Développée  de  cette  enveloppe. 

5769.  —  Équation  générale  des  courbes  du  troisième  degré  ayant  Ox  pour  axe  de  symétrie.  Peuvent-elles  avoir  un 
axe  de  symétrie  différent  '? 

5770.  —  On  donne  un  cercle  x-  +  y'-  —  R^  =  0  et  une  cubique  x^  —  ay-  =  0.  Lieu  des  pôles  des  normales  à  la 
cubique  par  rapport  au  cercle. 

5771.  —  Ine  courbe  est  définie  par  une  relation  entre  le  rayon  de  courbure  ?  et  l'arc  s,  p  =  f's).  Comment  peut-on 
trouver  l'équation  cartésienne  de  la  courbe  ? 

5772.  —  On  donne  une  courbe  plane  et  un  point  0  dans  son  plan.  In  angle  de  grandeur  constante  AOB  tourne  autour 
de  son  sommet  0,  les  points  A  et  B  étant  sur  la  courbe.  Pour  quelle  position  de  l'angle  l'aire  AOB  ou  l'arc  AB  sera-t-il 
maximum  ou  minimum  ? 

5773.  -  Condition  pour  que  le  cercle  {x  —  '/.)'■  -i-  (j  —  [i)=  —  R»  =  o  soit  osculaleur  à  une  courbe.  Enveloppe  de  ces 
cercles. 

5774.  —  On  donne  deux  cercles  égaux  de  rayon  R  et  dont  la  distance  des  centres  est  égale  à  d.  On  considère  un 
point  M,  sur  l'un  des  cercles,  un  point  M.  sur  l'autre  tels  que    M.M.  =  d.     Lieu  du  milieu  de  M,M,. 

5""5.  —  Étant  donnée  une  courbe  fermée,  on  porte  sur  les  tangentes  et  dans  un  même  sens  une  longueur  constante 
a.  On  obtient  ainsi  une  deuxième  courbe;  trouver  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes. 

5""6.  —  On  considère  la  courbe  [x^ -h  y-\iax -t- by)  + xy  =  0.  Calculer  les  coordonnées  d'un  point  delà  courbe  en 
fonction  d'un  paramètre.  Relation  entre  les  paramètres  de  trois  points  en  ligne  droite.  En  un  point  M,  on  mène  la  tan- 
gente, qui  rencontre  la  courbe  au  point  Mj  ;  la  fcingeate  en  M.  rencontre  la  courbe  en  \U.  ...  Le  point  M„  a-t-il  une  limite  ? 

5777.   —  On  donne  la  courbe    y  =  f[x).     Construire  la  courbe    y  =  f[x)  cou ax . 

5778    —  Trouver  l'aire  de  la  boucle  que  présente  la  courbe    x  =  tll  —  i),    y  =  (y i  _  (= . 

5779.  —  Aire  de  la  courbe    x'  -hy'  =  a'{3i^-hy-\.    Cette  courbe  est-elle  unicursale  ? 

5780    —  Construire  la  courbe    x=a  cos'  o,    y  =  h sin'  o.     Arc,  courbure.  Examiner  le  cas  où     a  =  b. 

5"81.  —  Déterminer  m  de  façon  que  l'une  des  asymptotes  de  la  courbe  xix  —  y-—2ylx  -  ii)  —  mx  =  0  passe  par 
le  point    X  =  1,     i/  =  2  ;     puis,  construire  la  courbe. 

5~82.   -  On  fait  rouler  la  courbe    x  =  M—  t\    y  =  W    sur  Or  ;     trouver  le  lieu  de  son  sommet. 

5783    —  Écrire  que  la  droite    un  +  vy  +  w  =  <i    est  normale  à  la  courbe    x=t-i-«-f-t=.    y  =  'i—t  +  il-, 

5~84.  —  Construire  la  courbe  x=  l--+-i,  y=  v"  -  <)(-  —  0  .  ^j^g  Umij^e  p^r  cette  courbe,  l'axe  des  x  et  les 
ordonnées  correspondant  à    /  =  1     et    <  =  2. 

5785.  —  Développée  de  la  courbe    y  =  u. 

5786.  —  Construire  la  courbe    y- =  x-  — ■     Par  l'origine   on  mène   deux  droites,   ravons  homolosrues   de  deux 

a  -i-  .1-  •  ° 

faisceaux  en  involution,  qui  rencontrent  la  courbe  en  M  et  M'.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  MM'. 

5787.  —  Connaissant  le  rayon  de  courbure  en  coordonnées  rectilignes,  calculer  ce  rayon  en  coordonnées  polaires. 

5788.  —  Intégrer     l    — i — ir,    sachant  que  x  et  y   sont   les   coordonnées  d'un    point   quelconque  de   la    courbe 

J    x-^y 
x^-hy'  —  3axy  —  0. 
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5789.  Construire  la  courbe    o  =  as'uV  ^--     Une  droile  passant   par  l'origino  coupe   cette   cnurbe  en  trois  points. 

Démonlier  que  les  tangentes  en  ces  points  forment  un  triangle  équilatéral. 

5790.  —  Trouver  toutes  les  courbes  planes  ilont  les  centres  de  courbure  sont  en  lii;Me  ilroile. 

5791     Construire    la  courbe    y  =  1  —  \/cosa;.     Développer  .(/  suivant  les  puissances  ascenilantes  de  .t  :  calculer  les 

premiers  termes.  Comparer  la  courbe  donnée  à  la  courbe    ?/  =  -^  • 

5792.  —  Soit  f[X,  y)  une  l'onction  homogène  de  degré  ;).  On  suppose  iino  la  courbe  f[X,  y)  -^  1  présente  une  boucle 
dont  l'aire  est  Ao.  On  considère  la  courbe    f{.r,  //)  =  o;     trouver  l'aire  de  la  boucle  correspoiulanle. 

5793.  —  Une  droite  de  longueur  constante  s'appuie  par  ses  extrémités  sur  deus.  droites  rect;ingulaires  situées  dans  un 
même  plan.  Enveloppe  de  cette  droite.  Point  de  contact.  Aire,  arc,  rayon  de  courbure. 

3<  3(  —  1 

5794.  —Construire  la  courbe   déûnie   par  les   équations    .r  = — -'     y=    r r-j--     Point  double.    Calculer  la 

(1       i|"  (  l       () 

longueur  de  l'arc  qui  limite  la  boucle. 

5795.  —  Rnveloppe  de  la  droite    .r  cos  0  +  .1/ sin  0  — /'(f))  =  0.     Déterminer  la  fonction  /'tOj  de  fai-on  que   la    tangente 

coupe  le  rayon  vecteur  sous  un  angle  constant. 

111 
579G     -   Construire  la  courbe     — r  +  — 7=— 7'     Est-elle  unicursale  .>  Calculer  l'intégrale    f  yd.r. 
X-       y-        a- 

5797.  —  Courbe  diamétrale  de  la  courbe    xy[.v  -^  y)  =  \     pour  la  direction    y  =  x. 

5798.  —  Trouver  les  courbes  qui  coupent  les  tangentes  à  un  cercle  sous  des  angles  de  45°. 

5799.  —  Développante  dune  courbe  plane.  Cas  de  la  spirale  logarithmique. 
5800  —  Longueur  d'un  arc  de  parabole. 

5801.  —  Soit  D  le  résultantdes deux  é(iuations  x- +  pi  +  (/ =  0,  x- +  p'x  +  q' =  0.  Construire  la  courbe  D  =  0, 
p  et  Q  étant  les  coordonnées  courantes. 

5802.  —  Enveloppe  de  la  droite    x  cos  (  +  v  sin  (  —  «  cos  it  =  0. 

5803.  —  On  considère  un  cercle  et  un  point  A.  Par  ce  point  on  mène  une  sécante  qui  rencontre  le  cercle  a  ux  points  M 
et  N.  Construire  la  courbe  définie  par    x  =  .\M,     (/  =  AN- 

5804.  —  On  considère  une  courbe  tangente  à  l'origine  à  l'axe  des  y.  Rayon  de  courbure  à  l'origine.  Cas  de  la  parabole 
y-  —  2px  =  0 . 

5805     -   Courbes  parallèles;  propriétés. 

5S06    Étude  de  la  cycloïde.  Aire,  arc;  volume  et  surface  engendrés  par  la  courbe  en  tournant  autour  de   la  base. 

5807.  —  X  ety  étant  liés  par  la  relation    xy  =  k,    construire  la  courbe    X  =  es    V  =  (■/. 

i 

5808    —  Construire  la  courbe    y  = Points  d  inllexion.  Aire  limitée  par  la  courbe,  les  deux  axes  et  l'ordon- 

\  -^  x- 
née  d'un  des  points  il'inflexion.  L'aire  comprise  entre  la  courbe  et  les  deux  axes  est-elle  finie? 

5809.  —  On  donne  deux  cercles  C  et  C  égaux  et  tangents.  Par  un  point  M  du  cercle  C  on  mène  une  parallèle  à  la 
ligne  des  centres  qui  rencontre  le  cercle  C  aux  deux  points  A  et  B,  et  on  prend  le  point  M'  con.jugué  harmoni(|ue  de  M  par 
rapport  à  A  et  B.  Lieu  du  point  M'.  Aire  de  la  courbe. 

5810.  —  Étu  le  de  la  chaînette  y  =  ach—-  Longueur  d'un  arc  ;  rayon  de  courbure.  Montrer  que  la  développante  est 
une  coiubc  dont  la  tangente  est  constante. 

5811  — Par  un  point  A  on  mène  une  droite  variable  qui  renconire  la  courbe  x^  ■+ y^  —  1  =  0  en  trois  point 
Ml.  M2,  M3.  On  prend  les  con,jugués  harmoniques  de  A  par  rapport  h  cbaciue  couide  de  points  (M;,  .Mi),  (Mj,  M,),  (M,,  Mj). 
Lieu  de  ces  points  quand  la  sécante  vaiie. 

5812.  —  On  donne  une  courbe  en  coordonnées  polaires  déQnie  par  les  équations  p  =  /'(s),  u  =  o\$),  s  désignant 
l'arc.  Montrer  que  les  fonctions  l\s)  et  'f(.s)  ne  sont  pas  indépendantes.  Soit  V  l'angle  que  fait  la  direction  positive  du  rayon 
vecteur  avec  la  direction  de  la  tangente  dans  le  sens  des  s  croissants  ;  calculer  cos  V  et  sin  V. 

5813.  —  Les  extrémités  A  et  B  d'une  droite  de  longueur  constante  décrivent  deux  axes  rectangulaires.  Trouver  le  lieu 
d'un  point  M  de  la  droite  AU.  Normale  au  point  M  h  ce  Ueu. 

5814.  —  On  donne  les  équations  paramétriques  d'une  courbe  ,r  =  /'((,  m),  y  =  9(/,w),  où  m  est  une  variable 
Trouver  l'enveloppe  de  ces  courbes  quand  m  varie. 

5815.  —  On  lionne  une  courbe  C  dans  le  plan  de  deux  axes  rectangulaires  Oc,  Oi/  et  un  point  A  sur  0//.  Ou  mène  en 
un  point  M  la  tangente  qui  rencontre  0.c  au  point  T,  et  on  joint  TA.  Déterminer  la  courbe  de  telle  manière  (|ue    TA  —  TM. 

581G.  —  Trouver  les  courbes  telles  que  la  projection  du  rayon  de  courbure  sur  une  droite  fixe  soit  constante. 
5817  .  —  Trouver  une  courbe  telle  que  si  l'on  joint  chaque  poiiil  M  à  deux  [loints  fixes  du  plan,  la  laiigenle  en  M  fasse 
des  angles  égaux  avec  les  droites. 

5818.  —  Trajectoires  orthogonales  îles  courbes    p  =  — ^ 

5819.  —  Trouver  les  courbes  pour  lesquelles  le  carré  du  rayon  vecleiii  est  iiropoilionnel  fi  l'arc. 

5820.  —  Trajectoires  orthogonales  dc<  cercles  de  rayon  constant  el  doiil  le  cenlre  déciil  une  droite. 
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0821.  —  Soit  o  l'angle  de  la  tangente  ;'i  une  courbe  nvi'C  Ox  Trouver  une  courbe  telle  c|ue  l'on  ait  s  =  2ae?,  s  dési- 
gnant l'arc  compté  à  partir  d'une  origine  fixe. 

5822  —  Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la  portion  de  normale  comprise  entre 
le  point  de  la  courbe  et  O.r. 

582S.  —  Trajectoires  ortliognnales  d'un  système  de  cercles  de  rayon  donnt5  et  passant  par  un  point  Dxe. 

5824.  —  On  considère  une  courbf  et  un  point  0:  M  étant  un  point  quelconque  de  la  courbe,  on  joint  OM  et  par  le 
point  0  on  mène  une  perpendiculaire  à  O.M  qui  rencontre  la  tangente  et  la  normale  en  M  au\  points  T  et  N.  Déterminer  la 
courbe  de  faijon  que  l'une  des  longueurs  O.V,  OT,  .MN,  MT,  NT  soit  constante. 

5825  —  Les  notations  reslant  les  mêmes,  déterminer  la  combe  de  façon  que  le  milieu  de  MN  soit  le  centre  de  cour- 
bure en  .M. 

582C.  —  On  donne  une  courbe  et  un  point  0.  On  mène  la  laiiL-enle  MT  et  la  normale  MN  en  un  point  M  de  la  courbe 
et  par  le  point  0,  on  mène  une  droite  OS  telle  (|ue  l'angle  de  OS  avec  OM  soit  égal  à  l'angle  de  OM  avec  MT.  La  droite 
OS  rencontre  MN  au  point  u.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  (i  soit  le  centre  de  courbure  en  .M. 

5827.  —  On  considère  une  courbe  C  située  dans  le  plan  de  deux  axes  rectangulaires,  Oj  et  0//.    Kn  un  point  M  de  la 

courbe  on  mène  la  normale  qui  rencontre  Qx   au  point  N,  et  on  abaisse  du  point  0  la  perpendiculaire  OH  sur  la  tangente 

MN 
au  point  .M.  Déterminer  la  courbe  de  manière  que  le  rapport  — j-  soit  constant. 

5828.  —  Déterminer  une  courbe  telle  ([ue  la  normale  et  la  tangente  en  chaque  point  forment  avec  une  droite  ûxe  un 
triangle  d'aiie  constante. 

5829.  —  Soit  M  un  point  quelconque  d'une  courbe  C,  M'  le  centre  de  courbure  en  M,  M'  le  centre  de  courbure  en  .M 
au  lieu  de  M'.  Déterminer  la  courbe  C  de  façon  que  .MM"  soit  constant. 

5880.  —  On  considère  une  courbe  passant  par  l'origine.  Soit  M  un  point  de  cette  courbe  ;  sur  la  tangente  en  .M  on  prend 
.MP  égal  à  l'arc  O.M,  et  on  désigne  par  u  le  centre  de  courbure  au  pouit  M.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  Pu  soit 
parallèle  à  0(/. 

5831 .  —  Trouver  les  courbes  telles  que  la  tangente  et  la  normale  en  chaque  point  interceptent  sur  une  ilroite  donnée 
un  segment  de  valeur  algébrique  constante. 

5832.  —  On  donne  une  courbe  rencontrant  Oj/  au  point  A,  et  d'un  point  M  de  la  courbe  on  abaisse  MP  perpendicu- 
laire sur  Oa'.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  l'abscisse  du  centre  de  gravité  de  l'aire  OAMP  soit  égale  au  tiers  de  l'abscisse 
du  point  .M. 

5833.  —  Trouver  une  courbe  passant  par  l'origine,  telle  que  pour  tout  point  M  de  la  courbe  on  ait     CM'  ^  ào.arcOM. 

5834.  —  On  donne  deux  a.xes  rectangulaires  Oj",  Oi/  et  on  considère  une  courbe.  D'un  point  M  quelconque  de  cette 
courbe  on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur  O.r,  on  mène  la  tangente  en  M  qui  rencontre  Qx  au  point  T.  Déterminer  la 
courbe  île  façon  qu'on  ait     01' .  l'T  =  O.M". 

5835.  —  La  normale  et  la  tangente  en  un  point  .M  d'une  courbe  rencontrent  Ox  aux  points  N  et  T.  On  abaisse  MP 
perpendiculaire  sur  Oj;.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que    NP  =  OT. 

5836.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  C  rencontre  Oi/  au  point  A.  On  sait  que  le  milieu  de  .\M  est  situé 

j;  

sur  la  courbe     i.r' -H  !/'-  =  1.     Déterminer  la  courbe  C.  On  est  conduit  à  l'équation  diU'érentielle    i/ —  — y'  =  ±  vt  —  x-- 

Intégrer  cette  équation. 

5837.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  rapport  de  l'ordonnée  du  centre  de  courbure  à  celle  du  point  de  rencontre 
de  la  normale  avec  Oi/  soit  constant. 

5838.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  C  rencontre  0//  au  point  A.  Déterminer  la  courbe  C  de  façon  que 
le  lieu  ilu  milieu  de  AM  soit  constamment  normal  à  AM. 

5839.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Qx  et  Oi/  et  une  courbe  C.  La  normale  en  un  point  .M  de  la  courbe  ren- 
contre Oi  en  N,  la  perpendiculaire  en  .\  à  N.M  coupe  OM  au  point  H,  et  la  perpendiculaire  en  H  h  O.M  rencontre  MN  au 
point  I.  Déterminer  la  courbe  C  de  telle  sorte  que  le  point  1  soit  le  centre  de  courbure  au  point  M,  et  cela,  quel  que  soit  le 
point  M  de  la  courbe. 

5840.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  si  d'un  point  M  de  la  courbe  on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur  0.r,  la  projection 
du  point  P  sur  la  normale  eu  .M  soit  le  centre  de  courbure  au  point  .M. 

5841.  —  On  donne  une  parabole  ;/- —  2px  =  0  ;  on  considèn' la  tangente  MT  en  un  point  M  quelcon(|ue.  Trou  ver 
une  courbe  C  telle  que  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  où  elle  rencontre  MT  soit  parallèle  à  OM. 

5842.  —  Trouver  les  courbes  dont  la  tangente  est  constante. 

5843.  —  Soit  M  ui  point  quelconque  d'une  courbe,  MP  la  perpendiculaire  à  Oy,  T  le  point  où  la  tangente  rencontre 
Oa:,  N  le  point  où  la  normale  rencontre  O.i/.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  l'on  ait    TP'  -f-  ON"  =  OM". 

5844.  —  Trajectoires  orthogonales  des  courbes    .t--t-)//=  =  t. 

5845.  —  Trajectoires  orthogonales  dune  famille  de  cercles  passant  par  deux  points  fixes. 

5846.  —  On  donne  une  courbe  C  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oj/.  On  mène  la  tangente  MT  en  un  point  .M. 
Par  le  point  .M  on  mène  une  pnrallèle  à  O.f,  et  par  l'origine  une  parallèle  à  .MT.  Ces  droites  se  coupent  en  un  point  P.  Soit 
1  le  milieu  de  MP.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  le  point  I  décrive  une  courbe  donnée. 

5847.  —  On  donne  une  courbe  C  rapportée  à  deux  axes  rectani-'ulaires  Ox  et  0//.  Soit  M  un  point  de  la  courbe,  .MT 
la  tangente  qui  rencontre  Oj  au  point  T,  P  la  projection  de  M  sur  U.r  et,  enCn,  w  le  centre  de  courbure  en  M.  Déterminer 
la  courbe  de  façon  que  le  triangle  uTP  ait  une  aire  constante. 

5848.  —  Trajectoires  orthogonales  des  courbes    x  —  y  =  \e~ ■ 
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5849.  —  Soit  une  courbe  C  et  M  un  point  de  cette  courbe.  On  désigne  prvr  M'  le  centre  de  courbure  ;iu  point  M, 
M"  le  centre  de  courbure  en  M'  au  lieu  de  M',  M"  le  centre  de  courbure  en  M"  au  lieu  de  M",  M'"  le  centre  de  courbure 
en  M"  au  lieu  de  M".  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  M"  coïncide  avec  M. 

2c- 

5850.  —  Trouver  les  courbes  dont  la  normale  polaire  est  égale  à  — — 

5851 .  —  Construire  la  courbe    x°  —  2xy  -+-  Si/'  =  4 .     Axes  et  foyers. 

5852.  —  On  considère  la  parabole    y  =  ax^  +  bx  +  e.     Signification  géométrique  des  nombres  a,  6,  c. 

5853.  —  Construire  les  coniques 

5 
X-  +  y-  —  6xy  +  2.1;  —  4»/  -+- 1  =  0    (axes  et  sommets),    x  =  iy  +  3-\ -< 


y  =  2.1  +  5  ±  v'^^  —  Si  -+-  7,  x-  +  y-  —  ixy  -h  x  —  i  =  6, 

x-  +  y- -i-'ixy  —  ix— iy -ha  —  0,  {y  —  x)- -\- ix  =  0    (foyer). 

'2x^  -¥-  3y'  +  2xy  -h2y  =  0    (aire,  réduction),    x'  +  2xy  -h  Sy- -h  y  =0, 

X-  ■+-  3y-  -h  2.1-y  -t-6x  =  0,  x-  +  y-  ■+-  6xy  —  Sx  +  iy  =  X, 

5 

1/  :=  j;  +  1  H (axes,  sommets),    2xy  —  2x  +  iy  +  Z  =  0     (foyers) 

5854.  —  On  donne  une  conique  et  un  point  fixe  H  de  celte  conique.  Sur  la  tangente  au  point  M  on  prend  un  point 
variable  T,  et  de  ce  point  on  abaisse  ime  perpendiculaire  sur  sa  polaire.  Celte  perpendiculaire  rencontre  en  S  la  normale 
au  point  M.  Soit  M  le  quatrième  sommet  du  rectangle  construit  sur  MT  et  MS    Trouver  le  lieu  du  point  N. 

5855.  —  Déterminer  sur  une  ellipse  trois  poinis  M,  N,  P   tels  que  le  triangle  MNP  ait  une  aire  maximum. 

5856.  —  On  considère  un  triangle  curviligne  dont  les  côtés  sont  des  arcs  d'hyperboles  équilatères  concentriques. 
Démontrer  que  la  somme  des  angles  du  triangle  est  égale  à  deux  droits. 

5857.  —  Trouver  les  courbes  dont  la  podaire  est  une  droite. 

5858.  —  Sur  les  normales  à  une  ellipse  on  porte  de  part  et  d'aulre  du  pied  une  longueur  proportionnelle  à  la  moyenne 
géométrique   entre  les  rayons    vecteurs.  Lieu  des  poinis  ainsi  obtenus.    Cas  où   le   coefficient  de  proportionnalité  est  1, 

b       a 
~â'    ï" 

5859.  —  Deux  coniques  concentriques  ont  toujours  un  système  de  diamètres  conjugués  communs. 

5860.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  point  P.  Par  ce  point  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  un  diamètre,  et  on 
prend  l'intersection  de  cette  perpendiculaire  et  du  diamètre  conjugué.  Lieu  du  point  de  rencontre.  Solutions  analytique  et 
géométrique 

5861 .  —  On  considère  une  ellipse  x  =  a  cos  o,  y  =  6  sin  o  ;  on  pose  t  =  f?.  Exprimer  ./•  et  ;/  en  fonction  de  (. 
Condition  pour  que  quatre  points  de  l'ellipse  correspondant  aux  valeurs  t\,  i-,  ti,  U  soient  sur  un  cercle.  Quelle  relation  en 
résulte-t-il  entre  les  anomalies  excentriques? 

5862.  —  D'un  point  M  d'une  ellipse  on  abaisse  MM,  et  MM;  perpendiculaires  sur  les  diamètres  conjugués  égaux.  Démon- 
trer que  la  normale  au  point  M  passe  par  le  milieu  de  MjMj. 

5863.  —  On  considère  la  parabole  .(■= — 2py  =  0.  Par  un  point  M  de  cette  courbe  on  mène  un  rayon  lumineux 
parallèle  ,i  la  bissectrice  ;/  —  .i:  =  C.  Ce  rayon  se  réfléchit  en  M'  sur  la  parabole  et  le  rayon  réfléchi  rencontre  la  parabole 
au  point  .Mi.  Correspondance  entre  M  et  M,. 

5861.  —  L'équation  d'une  ellipse  étant  mise  sous  la  forme  j/'  =  2px  -hqx^,  reconnaître  si  l'origine  est  l'extrémité 
du  grand  axe  ou  du  petit  axe. 

5865.  —  l'iie  droite  de  longueur  constante  s'appuie  jiar  ses  deux  extrémités  sur  une  ellipse.  Trouver  l'enveloppe  île 
la  droite  et  le  point  de  contact. 

5866.  —  Ktudier  l'intersection  d'une  ellipse  et  d'un  cercle  tangent.  Cas  où  le  contact  est  du  deuxième  ordie. 

5867.  —  On  considère  des  paraboles  passant  par  un  même   point,  et  ayant  même   cercle  de  courbure  en  ce    point. 

1 ('  :>(  1 

Trouver  l'enveloppe  de  leurs  axes.  Cette  enveloppe  a  pour  équations  paramétriques    ,t  =  a ->     ii  =  a — 

'  *^  (t-f-(=)'  H  +  l'r 

Construire  celte  courbe.  Montrer  que  c'est  une  hypocycloïde  il  trois  rebroussements. 

5868.  —  Trouver  l'enveloppe  des  ellipses  qui  ont  mêmes  axes  et  même  aire.  L'enveloppe  se  compose  de  deux  hyper- 
boles é(|uilalères  ayant  pour  asymptotes  les  axes  de  coordomiées.  liayon  de  courbure  en  un  sommet. 

5869.  —  Trouver  l'équation  générale  des  paraboles  ayant  leurs  axes  parallèles  à  O.j-  et  coupant  orlhogonalement  la 
parabole    y''  —  2px  =  0    en  tous  leurs  points  d'intersection. 

5870.  —  Les  tangentes  menées  par  un  point  fixe  aux  coniciues  du  faisceau  y- —  2px  —  Ix-  =  0  forment  un  faisceau 
involutif. 

5871.  —  On  donne  deux  points  Mi  et  M.j  sur  une  parabole,  et  on  demande  le  rapport  anharmonique  de  ces  deux 
points,  du  sommet  et  du  point  à  l'infini.  Comment  faut-il  choisir  M,  et  Mi  pour  que  ce  rapport  soit  égal  .à  —  1  ? 

5872.  —  Podaire  d'une  parabole  par  rapporta  un  point  de  la  directrice. 

5873.  —  On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes.  Une  normale  quelconque  reiiconlre  0,/-  au  point  1',  0//  au  point 
Q.  Lieu  du  milieu  de  PQ. 

5874.  —  Lieu  du  pftie  d'une  normale  i\  une  elliiise  par  rapport  il  cette  elli|)se.  La  couilie  (ditenue  est  elle,  unicursale  ? 
A-telle  des  poinis  doubles  '.' 
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5875.  —  Construire  la  courbe     )■  =  •     Equntion  de   l.i  tangente  en  un  point.  Lieu  des  projections  de  l'ori- 

■2  -^  cos  0 
gine  sur  les  tangentes. 

5876.  —  Dans  un  faisceau  ponctuel  de  coniques  il  y  a  en  gém'ral  une  seule  hyperbole  équilatère.  S'il  y  en  a  deux, 
toutes  les  coniques  du  faisceau  sont  des  hyperboles  équilatères.  D.''cinire  de  là  que  si  un  triangle  a  ses  trois  sommets  sur 
une  hyperbole  équilatère,  le  point  de  concours  dos  hauteurs  est  aussi  siu-  la  courbe. 

5877.  —  Déterminer  un  cercle  bitangent  à  une  ellipse  ayanl  pour  c(>ntre  un  point  donné  du  grand  axe. 

5878.—  Montrer  que  les  paraboles  (i/.r +»!/)- -(-2[).r -^  2Ei/ -i- K  =  0,  («x -<-»!/)'-!- 2D'.r -+- 2E'!/ -J- F' =  0  sont 
homothéliques.  Trouver  le  centre  et  le  rapport  dhomotliétie. 

5879.  —  On  donne  la  conique  y-  =  2px  -+-  qx-,  et  on  demande  de  trouver  une  courbe  telle  que  la  tangente  MT  en  un 
point  M  de  cette  courbe  soit  conjuguée  harmonique  de  la  droite  MO  par  rapport  aux  tangentes  issues  du  point  M  à  la 
conique. 

5880.  —  Lieu  du  point  de  rencontre  de  deux  normales  à  une  ellipse  aux  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

5881 .  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  dont  les  côtés  sont  normaux  à  une  conique. 

5882.  —  On  donne  une  parabole  de  foyer  F,  et  on  considère  un  point  M  et  une  des  tangentes  MT  menée  à  la  parabole 
par  le  point  M.  On  suppose  que  l'angle  TMF  est  constant.  Quel  est  le  lieu  du  point  M  ? 

5883.—    Démontrer  que  le  rayon    de    courbure   en    un    point    [x,  i/)    de    la  conique      /(r,  i/)  =  0      est   égal    à 
11 
—  [fx^ -{- fy^]  -,     i  étant  le  discriminant  du  polynôme  f{x,  y). 

5884.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  de  gramleur  constante  dont  les  cotés  sont  tangents  à  une  parabole.  Solutions 
analytique  et  géométrique. 

5885.  —  Rapport  anharmonique  de  quatre  points  d'un  cercle. 

5886.  —  Rapport  anharmonique  des  quatre  sommets  d'une  ellipse 

5887.  —  Intersection  de  deux  coniques    o  t= >     o  = 

1  —  e  cos  1.1  1  —  e  cos  co 

5888.  —  Trouver  la  directrice  île  la  parabole  déûnie  par  les  équations    x  ^  l'  +  t  +  t.    !/=('  —  (-f-2. 

5889.  —  On  donne  une  droite  D  et  un  point  0.  On  joint  ce  point  à  un  point  M  variable  sur  la  droite,  et  on  mène  MH 
perpendiculaire  ;i  OM.  Enveloppe  de  la  droite  MH. 

5890.  —  Par  un  point  \.  on  mène  les  tangentes  AB  et  .\C  :"i  une  conique,  puis  une  sécante  AMP.  Calculer  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  .M,  P,  B,  C.  Cas  où  le  point  A  est  fo^er. 

2~ 

5891 .  —  Par  le  foyer  d'une  ellipse,  on  mène  u  droites  faisant  entre  elles  des  angles  égaux  à     -^.     et  on  considère  la 

moyenne  arithmétique  des  rayons  vecteurs.  Limite  de  cette  moyenne  quand  n  augmente  indéfiniment. 

5892.  —  Mener  à  la  courbe    a;'  —  y'  =  ).    des  normales  par  le  point  (I,  2).  Discuter  suivant  les  valeurs  de  À. 

5893  — Équation  générale  des  paraboles  tangentes  à  deux  axes  rectangulaires.  On  assujettit  de  plus  ces  paraboles  à 
passer  par  un  point  fixe.  Trouver  le  lieu  des  foyers.  Ce  lieu  est-il  unicursal? 

5894.  —  Rapport  anharmonique  de  quatre  points  d'une  parabole  symétriques  deux  à  deux  par  rapporta  l'axe. 

5895.  —  Trouver  les  foyers  de  la  conique    x-  -hy-  =  a-,    les  axes  de  coordonnées  faisant  l'angle     -^  • 

5896.  —  D'un  point  M  d'une  ellipse  on  abaisse  MP  et  MQ  perpendiculaires  sur  les  axes:  démontrer  que  la  droite  PQ 
est  normale  à  une  ellipse. 

5897.  — On  considère  des  coniques  ayant  même  axe  focal,  même  foyer  et  même  excentricité.  Trouver  leurs  trajec- 
toires orthogonales. 

5898.  —  Le  centre  d'un  cercle  de  rayon  donné  se  déplace  sur  une  parabole.  Trouver  l'enveloppe  de  la  polaire  du  som- 
met de  la  parabole  par  rapport  au  cercle. 


l'y.—  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

5899.  — Trouver  l'aire  d'un  triangle  connaissant  les  coordonnées  {x,,yi,Zt),  {x;,yt,:ô  et  (xj,  1/3,  ïj)  des  trois  sommets. 

5900.  —  On  considère  le  plan  défini  par  l'équation 1 '■ — r-  +  -r— ^ 1  =  0.    Combien  passe-t-il  de  ces 

).  —  a        ).  —  6         A  —  f 

plans  par  un  point  de  l'espace  ?  Déterminer  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  en  fonction  des  paramètres  des  plans  qui 
y  passent.  Lieu  des  points  pour  lesquels  deux  des  plans  coïncident.  Lieu  des  points  pour  lesquels  les  trois  plans  coïncident. 

5901 .  —  Soient  OA,  OB,  OC  trois  génératrices  d'un  cone  de  révolution  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  égal  à   s.  On 
donne    COA  =  a,     COB  =  .3.    Trouver  une  relation  entre  2,  ?  et  Ç. 

5902.  —  Trouver  le  volume  d'un  tétraèdre  S.ABC  connaissant  les  longueurs    SA  =- a,    SB  =  fc,     SC  ^  c    et  les  angles 
BSC  =  >,,     CSA  =  [1,    ASB  —  ■/. 

5903.  —  On  donne  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires  de  même  origine.  Y  a-t-il  des  points  de  l'espace  ayant  mêmes 
coordonnées  par  rapport  aux  deux  systèmes  ? 

5904.  —    P  =  0,    Q  =  0,    R=0    sont  les  équations  de  trois  plans  parallèles  à  une  même  droite.  Démontrer  que 
aP  -I-  ?Q  -t-  vB  =  0    est  l'équation  générale  des  plans  parallèles  à  cette  droite. 


322  ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (EXAMENS  ORAUX) 


5905.  —  On  donne  la  droite —  =   ^    „^°   =  ^^ ^      et  un  point    (.;•,.  i/,,  :,)■    Calculer  les  coordonnées  du 

ï  fi 

point  après  une  rotation  de  45»  autour  de  la  droite. 

5906.  —  On  donne  trois  sphères  concentriques.  Par  le  centre  on  mène  une  demi-droite  les  rencontrant  en  .\,B.C.  l'ar 
le  point  A  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan  des  i/z,  par  le  point  B  un  plan  parallèle  au  plan  des  ;./•  et  par  le  point  C  un 
plan  parallèle  au  plan  des  x>j.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  trois  plans. 

5907.  —  Étant  donnée  l'équation  d  un  cylindre    f{?,  Q)  =  ( ,    trouver  l'équation  de  la  section  droite. 

5908.  —  TrouTer  les  équations  d'une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  dont  la  section  droite  est  une  chaînette. 

5909.  —  Comment  Tarie  dans  une  surface  réglée  le  plan  tangent  ((ui  se  déplace  le  long  d'une  génératrice  .'  Trouver  li- 
plan  asymptote  et  le  plan  central.  Loi  de  Chasies. 

5910.  —  On  considère  la  surface  définie  par  les  équations     .)■  =   :  cos  ç^ -4- «  sin -^ •     // =  :  sin  f  — a  ces -j-     On  la 

coupe  par  un  plan    2  =  6.     Trouver  l'aire  de  la  section. 

5911 .  —  Équation  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  [b,  0,  0)  et  pour  directrice  l'hélice  x  —  a  cos  9,  ;/  =  u  sin  V, 
3  =  fc?. 

5912  —  Trouver  une  courbe  tracée  sur  le  cylindre  :-  —  2o.i/  =  0  et  telle  que  la  tangente  fasse  avec  Oz  un  angle 
constant. 

5913.  —  Trouver  l'équation  du  cône  ayant  pour  sommet  le  point  1.  1,  1)  et  pour  directrice  la  courbe  r  =  /, 
,/  =  /=,    :  =  l\ 

5914.  —  Trouver  sur  le  cylindre  x-  +  y-  =  K-  une  courbe  telle  que  les  tangentes  en  tous  les  points  de  cette  courbe 
rencontrent  le  cercle    .c-  ■+-  y-  =  k-Rf,    z  =  0. 

5915.  —  Une  droite  D  se  déplace  dans  l'espace.  Démontrer  que  les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  dilîérenls  points 
de  la  droite  passent  par  la  mène  droite  ipour  chaque  position  de  D) .  Trouver  pour  chaque  position  de  D  le  lieu  des  tangentes 
aux  trajectoires  de  ses  diUérents  points. 

5916.  —  Tiouver  sur  un  cylindre  de  révolution  une  courbe  telle  que  le  plan  osculaleur  en  chaque  point  soit  normal 
au  cylindre.  .Même  question  pour  un  cylindre  quelconque. 

5917    —  Plan  osculateur  à  la  courbe     r=  ^i      // =  -— . 

o  fc- 

5918.  —  Une  droite  de  longueur  constante  a  ses  extrémités  sur  deux  droites  rectangulaires  non  situées  dans  le  même 
plan.  Trouver  la  surface  engendrée. 

5919.  —  Rayon  de  courbure  de  l'hélice.  "Vérifier  le  résultat  obtenu  par  des  considérations  de  cinématique. 
5920    —  Si  le  plan  osculateur  d'une  courbe  passe  par  un  point  fixe,  la  courbe  est  plane. 

X  —  a         II  —  //         3  —  c 

5921.  —  Trouver  l'équation  d'un   cvlindre  de  révolution  avant  pour  axe  la  droite    =  - — - —  = et 

I  f.  y 

passant  par  l'origine. 

5922.  —  Courbure  et  plan  osculateur  diins  une  hélice  circulaire. 

5023.  —  Trouver  sur  un  cône  de  révoUUion  une  courbe  coupant  toutes  les  génératrices  sous  le  même  angle. 

A  '  B  C 

5924.  —  Plan  osculateur  en  un  point  de  la  courbe    x  ■== .    y  =  — -,     ;=  .^ 

A  —  a  X  —  0  A  —  c 

5925.  —  On  considère  la  courbe  ,i- =  a  cos  °,  ;/ =  ft  sin  <?,  ;:=ccos29.  Tangente,  plan  osculateur.  La  courbe 
est-elle  unicursale? 

5926.  —  Soit  la  courbe  x  =  n:\  y  =  bz' .  Déterminer  a  et  6  de  façon  que  la  tangente  en  un  point  quelconque  de 
cette  courbe  fasse  un  angle  constant  avec  une  droite  fixe.  Équation  du  cylindre  passant  par  la  courbe  et  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  la  droite  fixe. 

5927.  —  Surface  engendrée  par  les  tangentes  à  une  hélice  circulaire. 

5928.  —  Ktudier  la  surface    :  =  o ^  ■    Y  a-t-il  des  coniques  sur  la  surface?  Par  une  génératrice  de  la  surface. 

x-  +  y- 

on  fait  passer  un  plan.  Trouver  ré(|ualion  de  la  conique  située  dans  ce  plan. 

5929.  —  l)''terminer  l'enveloppe  de  la  droite  .r  cos  0 -f- ;/ sin  0  —  7' =  0,  (/désignant  une  fonction  de  0.  et  </' sa 
dériïi'e.  Oilculer  la  longueur  d'un  arc  de  cette  courbe.  On  considère  cette  courbe  comme  la  projection  sur  le  plan  des  ^y 
d'une  courbe  gauche  définie  par  z  :=  {q  -*-  (/"jtg  a.  Démontrer  que  cette  courbe  est  une  hélice.  Que  faut-il  pour  que  cette 
hélice  soit  circulaire? 

5930.  —  >.  et  =■  désignant  des  paramètres,  on  considère  la  surface  définie  par  les  équations  j  =^  pX  cos  °, 
1/  =  jjX  sin  o,  ï  =  V{p  cos'  ?  -*-  9  sin=  ç).  Trouver  sur  cette  surface  une  courbe  telle  qu'en  chaque  point  le  plan  tangent 
fasse  un  angle  constant  avec  le  plan  des  xy. 

5931.—  Trouver  l'équation  du   cylindre  ayant  pour  base   la  courbe     -^r  +  — ; — 1=0    et  dont   les  génératrices 

a-        c' 

sont  parallèles  h  la  ilroite     —  =  -^  =  —■    Montrer  que  le  plan  tangent  est  le  même  en  tous  les  points  d'une  génératrice. 

"  H  V 

5932.  —  Trouver  sur  la  surface 1- — ir  —  0,    une  courbe  telle  que  le  plan  tangent  en  chaque  point  fasse 

un  angle  constant  avec  Ox.   Projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  :.r. 
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5933.  —  On  considère  la  droile  ,r  =  az  ^  p,  y  =  b:  +q,  a.  b,  p,  q  étant  fonctions  iliin  paramètre.  Elle  engendre 
une  surface.  Trouver  le  Tolume  limité  par  la  surface  et  compris  entre  deux  plans  parallèles  au  plan  des  xy. 

5934.  —  Nature  de  la  quadrique  x= -i- ?/'  +  :-  — iy:  —  6cj  j- 2;  — 2j/ =  0.  Sections  circulaires  et  génératrices 
rectilignes 

5935.  —  Étudier  les  quadriques  : 

1/:  -I-  r.r  -I-  ji/  =  a,  xy  —  z—  \  =  Q    (sommet,  plans  principaux),  .t-  —  iy:  +  ix -■-  y  +  'iz  =  fi, 

X-  +  ;/-  -H  3=  —  2j/3  —  2zx  —  2xy  =  a-,  2x- +  y-—  z- -^  2yz  =  i,  x- -i-  2yz  ■+  2x  +  y-i-3z  =  0, 

x--i-2y-  +  ).3- -l-2a;  -4-21/  =  0,  x--h  y--f-2z'  —  2x  —  0, 

Tj/ —  2(.r-!- 1/-+- 1)  =  0    (génératrices  rectilignes),  x- -(-«/--i- 2!/î— 2j-s-(- 32*  —  Sx— 2)/ =  0    (sections  circulaires), 

i-'-î-i/H-;-  =  0,  —  .("-4-3i/=+ 6i/;+2j"  =  0,  .i-— i/--(-3!/s  =  1,  2xî/ -(- 1/2 -h  sj;  — 1  =  0, 

X-  -H  kf  -I-  î'  -I-  kyz  -<-  2zx  4-  4x1/  =K,  X-  -H  2/^  —  i/:  -)-  3x  —  1  =  0, 

(2x  +  3î/  — l )-  —  (:  + x)--f-(x-l-3i/ —  1)'=  1    (génératrices,  sphère  de  Monge), 

X-  +  !/- -I-  2azx  +  2yz  -i-  2x  —  kay  -i-  z  =  0    (sections  circulaires),  s=  —  2mxy  =  0, 

x'-H  1/*  —  2aj/z-tra-x  — 2nz  =  0,  (y  4- 2X)* -i- 2:  =  U    (plan  principal). 

5936.  —  Équation  générale  des  quadriques  passant  par  les  côtés  d'un  quadrilatère  gauche.  Génératrices  rectilignes. 

5937.  —  Étudier  la  quadrique  yz  +  zx -^- xy  ^  a{x -^y -^  z\  ^b.  Montrer  qu'elle  est  de  révolution.  Quelle  relation 
doit-il  exister  entre  a  et  '/  pour  que  cette  surface  soit  un  cône  ? 

5938.  —  Reconnaître  la  quadrique  {x  —  z)y  —  z{x  ^  y  +  \\  =0.  Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  en  fonction 
rationnelle  de  deux  paramètres. 

5939.  —  Lieu  de  la  droite  commune  à  deux  plans  perpendiculaires  qui  se  déplacent  en  passant  chacun  par  une  droite 
fixe.  Le  lieu  est  un  hyperbololde  à  une  nappe  dont  les  plans  cycliques  sont  perpendiculaires  aux  droites  données.  Solution 
géométrique. 

5940.  —  Deux  quadriques  concentriques  ont-elles  un  système  de  diamètres  conjugués  communs  ? 

5941.  —  Équation  générale  des  quadriques  qui  ont  un  plan  diamétral  donné  et  qui  passent  par  deux  droites  données. 

5942.  —  Montrer  qu'un  ellipsoïde  peut  être  défini  comme  le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  .i  un  point 
et  à  une  droite  soit  constant.  l,i  dislance  à  la  droite  étant  comptée  parallèlement  à  un  certain  plan. 

5943.  —  Montrer  que  deux  sections  circulaires  non  parallèles  d'une  quadrique  sont  sur  une  même  sphère. 

5944.  —  Deux  quadriques  bitangentes  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes.  Cas  d'exception. 

5945.  —  Existe-t-il  des  quadriques  telles  que  le  plan  polaire  d'un  point  passe  par  un  point  fixe  ' 

5946.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires,  un  point  K  sur  0.c,  B  sur  Oi/,  C  sur  0: .  Former  l'équation  de  l'ellipsoïde 
qui  a  le  point  A  pour  centre  et  AO,  AB,  AC   pour  diamètres  conjugués. 

5947    —  Trouver  le  plan  principal  d'un  cylindre  parabolique. 

5948.  —  Trouver  l'enveloppe  des  plans  qui  coupent  un  cône  suivant  deux  génératrices  rectangulaires. 

5949.  —  Soit  la  surface  X(.r'  —  a-)  -!-  ,ia(.'/-  —  h^\  +  v(c-  —  c-  =  0  ;  trouver,  quand  ),  u,  v  varient,  le  lieu  des  points  de 
contact  des  plans  tangents  parallèles  à  un  plan  donné. 

5950.  —  Divisions  homographiques  sur  deux  coniques  non  situées  dans  un  même  plan.  Démontrer  que  les  généra- 
trices d'un  même  système  d'une  ([uadrique  tracent  sur  deux  coniques  de  la  quadrique  de^  divisions  homographiques. 
Réciproque. 

5951.  —  On  considère  l'hyperboloïde  de  révolution     ^ r-^- ^  =  1.     Trouver  son  intersection  avec  le  cvlindre 

Or  c- 

de  révolution  engendré  par  une  génératrice  tournant  autour  de  la  parallèle  menée  par  l'origine. 

5952.  —  On  donne  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes,  et  un  point.  Lieu  des  droites  qui  passent  par  ce  point  et  qui  sont 
perpendiculaires  ii  leurs  conjuguées. 

5953.  —  Les  génératrices  d'un  même  système  d'une  quadrique  tracent  sur  deux  génératrices  (|uelconques  de  l'autre 
système  des  divisions  homographiques.  Réciproquement,  le  lieu  des  droites  qui  joignent  les  points  homologues  de  deux 
divisions  homographiques  portées  sur  deux  droites  quelconques  de  l'espace  est  une  quadrique. 

5954    —  Étant  donné  le  paraboloïde ^^ 2x  =  0,    exprimer  que  deux   génératrices  de  systèmes  différents 

sont  perpendiculaires.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  génératrices. 

5955.  —  Déterminer  la  perpendiculaire  commune  à  deux  génératrices  de  même  système  de  la  quadrique 

X-        y-        z- 

-^  -+-4t r  —1  =  0. 

a'         b-        c- 

5956.  —  Exprimer  qu'une  droite  est  tangente  à  un  ellipso'ide.  Droite  conjuguée  d'une  tangente. 

5957 .  —  Trouver  sur  un  hyperboloîde  de  révolution  à  une  nappe  une  courbe  telle  que  les  normales  à  la  surfaceen  tous 
les  points  de  la  courbe  rencontrent  une  droite  fixe. 

5958.  —  Démontrer  que  par  un  point  de  l'espace  on  peut  mener  cinq  normales  au  paraboloïde     — -+- 2x  =  0, 

P         'I 
et  que  les  cinq  pieds  ne  peuvent  être  sur  une  même  sphère. 

5959.  —  Éxiste-t-il  une  quadrique  telle  que  le  plan  polaire  d'mi  point  soit  parallèle  à  une  droite  fixe,  quel  que  soit 
le  point  .' 
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Analyse. 

1635.   Ti-i)iivcr  li's   (r.ijci'loires  ordiogonales  d'une  série  de  cercles  inscrits   dans  un 

;miilc  drnil    V0\ 

Mécanique. 

1636.  — Une  lige  homogène  pesante  AH,  de  poids  P  et  de  longueur  2/  est  mobile  dans  un 
plan  vertical;  elle  s'appuie  par  son  extrémité  inférieure  A  contre  une  verticale  V  du  plan;  elle 

repose  en  A'  sur  une  droite  fixe,  perpendiculaire  au  plan  et  qui  est  à  la  dislance  d  de  V,  et  porte  un  poids  Q 
à  son  extrémité  supérieure.  Déterminer  la  position  d'équilibre  de  la  tige  et  les  réactions  sur 
la  verticale  V  et  la  droite  A'.  On  négligera  le  frottement. 

1637.  —  I  Ml  donne  un  plan  vertical  xOy.  (Ox  horizontal,  0;/  vertical),  où  une  tige  homo- 
gène pesante  OA    de  longueur  2^  et  de  poids  P  est  mobile  autour  du  point  0.   L'extrémité 
A  de  OA  est  attirée  vers  un  centre  tixe  B,  situé  sur  0;/  à  la  distance  d—OU  de  0,  propor- 
tionni'llement  à  la  distance  Ari  =  r. 

Etudier  le  mouvement  du  point  A  et  de  la  tige  quand  on  abandonne  OA  sans  vitesse  initiale. 
Cas  particulier  où  la  valeur  initiale  0„  de  0  est  très  petite. 


0 


Triyonomélrie. 

On  donne  dans  un  triangle  AlîC-  le  cùté  c,  l'angle  aigu  R  et  la  longueur  /  <  c  de  la  bissectrice 
intéiieurr   issue  du  sommet  A. 
A  1»  Indiquer  les    formules  qui  permettent  de  résoudre  le  triangle  et  d'en  calculer  la  sui-face. 

J-'^ly    Combien  y  a-t-il  de  solutions  '! 
^       I     \  2°  Efïectuer  les  calculs  numériques  corrélatifs  quand  c=  lo^V^o,   |{  =  20"  4j'  16",  /=  12">,10. 

B         ao       C 

Epure  de  Géométrie   descriptive. 
Un  berceau  coudé  est  formé  par  la  rencontre  de  deux  berceaux  dont  les  axes  font  un  angle  de  120°  et  dont 
les  ouvertures  sont  respectivement  de  3™  et  de  4".  Ces  berceaux  ont  môme  plan  de  naissance  ;  le  moins  large 
est  en  plein  cintre  et  cxtradossé  parallèlement. 

A  l'échelle  de  4''"  par  mètre,  faire  l'épure  complète  d'un  voussoir  sur  la  partie  saillante  et  d'un  voussoir 
sur  la  partie  rentrante  de  l'arête,  en  donnant,  pour  chacun  d'eux,  les  panneaux  de  toutes  les  faces  planes,  ainsi 
(lue  le  biveau  de  l'angle  des  douelles  plates,  en  vue  de  la  taille  directe. 
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1638.  —  On  considère  les  cycloïdcs  de  grandeur  constante  qui  ont  pour  base  et  pour  tangentes  aux  som- 
mets deux  droites  parallèles  données  X  et  X'. 

1»  Enveloppe  des  tangentes  à  ces  courbes  aux  points  où  elles  rencontrent  une  droite  donnée  D. 
£"  D'un  point  donné  A,  on  mène  des  tangentes  à  ces  courbes.   On  demande  l'enveloppe  des  ncu-males  aux 
points  de  contact  et  le  lieu  de  ces  points. 

!..    l>ic.KMrr. 
— ♦ 

DEUXIÈME    PARTIE 


ALGE15UE 


1574.  —  l"  Soient  f(.T)  ^  x'' -h X- — '2  un  poli/iiomi'  du  troisième  degré  qui  admet  la  ruriiic  1  el 
deux  racines  imaginaires  1  et  p.  Trouver  un  pobjnomr  du  sm,, ni  dnirr  f){T)  qui  prenne  In  valeur  \  pour 
X  =:  [     et  les  valeurs  ^  et  y.  pour     .r  =  ^     et     a;  =  ^. 
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2°  Décomposer  la  fvnction  rationniûk  en  élémenls  simjjles  et  trouver  celle  de  ses  primitives  qui  est 

nulle  pour     x  =  0. 

3°  Vérifier  que  le  pobjnome     g\_g{x)\  —  x     est  divisible  par  /"(x)  et  expliquer  le  résultat  obtenu. 

A°  Montrer  que  le  polynôme     y  =  y(x)     vérifie  l'équation  différentielle 
loxy'H-fSOx  +  lô);/'— leOi/— 73  =0, 
et  ramener  l'intéyration  de  cette  équation  aux  quadratures  sachant  en  outre  que  l'équation  privée  de  second 
membre  admet  pour  solution  particulière  un  trinôme  du  second  degré. 

1.  On  a  immédiatement  x^-t-x-  —  2  ^  (x — l)(x--i-2.i-i-2j  et  a,  â  sont  les  racines  du  trinôme 
x--i-2x-t-2.     Posons  alors      g[x)  ^  ax- +  bx -i- c ;     nous  aurons 

a-\-b  +  c  =  l,  ai--{- feï-h  c  =  p,  a^--i- i^-l- c  =  a. 

En  retranchant  la  Iroisième  de  la  seconde  et  divisant  par  a  —  ?,  nous  avons  a'a  +  p)  +  6-i-l  =0; 
enfln,  en  multipliant  la  seconde  par  '^,  la  troisième  par  a,  retranchant  et  divisant  le  résultat  par  a — p, 
nous  avons  aussi  «ifi— c-T-a+ i  =  0. 

Ces  deux  équations  nous  donnent  de  suite   h  et  c   en  fonction  de   a    et  la  première  ensuite  nous 

fournit  a  : 

4  3  2 

é  =r  2(1^  1,  c  =  2a  — 2,  puis,  oa  —  i,  a  —  —,  ù  —  — ,  c  = 

o  5  5 

/  N  _  '^^'  +  3x  —  2 
Nous  avons  donc  g{x)  = :; 


g(x) 
2.  La  décomposition  de  la  fraction   —-^  en  éléments  simples  nous  fournit  de  suite  l'identité 

g{x)  _       A  Bx-^C 


/ïx)  X  —  1         x--h2x-h2 

et  le  calcul  de  A,  B,  C  se  fait  très  simplement  par  identification  en  donnant  à  x  les  valeurs  1,  0,    —  1. 

Nous  trouvons  ainsi 

g{x)  _         1  3X-+-4 


/■(x)         a(x  —  1  )        5(x-  -r-  -Jx 
Talculons  maintenant 


r_9{^) 


Nous  aurons 


1     r    dx  1    c  (3x-|-4)rfx 


/      dx  1    ç  (3. 

.'    X  —  1  "^  IT.'   x^ 


.                                    L',r  _  n  3  .  1     /•  rfx 

ce  qui  dorme  ^ r-  —  L(<,-  +  -2x  ^i)^-j   ^.  ^  -j^  ^  ., 

la  dernière  intégrale  est     arctg(x-+-1)     et  l'on  a  finalement 

4L(x-lKx^^2x  +  y^  arctg(x  +  l)  ^^_ 
10  o 

Four    X  =  0,    ceci  devient 


1  ~  L8         - 

— -  L.8-f--— - +C,  donc  C  = -^ 

10  20  10         20 


et  la  primitive  demandée  est 


1        (x  — 1)-(x--î-2x-t-2)'        arctg(x-i-l) 


10  8  o  20 

3.  11  est  facile  de  voir  que  le  polynôme     g  g{x)]  —  x     admet  les  trois  racioes  1,  a,  "•  En  effet,  on  a 
successivement 

Donc  le  polynôme    ^[^(x)]— x     est  divisible  par    x — 1.     x  —  a,     x — ^    et,  par  suite,  par  /(x). 
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D'ailleurs,  si  on  forme  g\g(x)],  on  trouve 

I  1 

-—  r4(4a=  +  :ix  -  2)2  +  mix"-  -h  Sx  —  2)  —  50].  -j-zr  l64,r'  -h  9Cx^  -h  S-ix'-  —Sx-  64)  ; 

125  L  ^  '  i2o 

32 

donc  g[(j{x)]-x  a  pour  expression  -— (Sx* -h  3.r=  +  a- —  4i  — 2)  et  le  polynôme  entre  paren- 
thèses est  éo-al  à  (Sj-h  \){x'-'  +  j.--  —  2),  ce  qui  est  une  vérification  du  fait  annoncé  et  établi  par  le 
raisonnement. 

4.  Il  est  facile  de  vérifier  que  le  polynôme  ^(a;)  est  une  solution  de  l'équation  différentielle 
15.T!/"  +  (80a;  -+-  I5)y'  —  160y  —  73  =  0  ; 

4.1-  +  3j  —  2          ,              8x  +  3  „  8  ,  ,  , 

il  suflil  d'y  remplacer   y    par .      y    par     g et  y'   par  -^  ;    on   constate  que  le 

premier  membre  devient  un  polynôme  du  second  degré  identiquement  nul. 

Pour  former  cette  équation  difïéronlielle  en  parlant  de  g[x),  nous  poserons     oij  =  ix-  -h  3a;  —  2  ; 
nous  en  déduirons  oy'  =  8a; +  3,  [iiiis  5x(/'  =  8.x'- +  3a;; 

cette  équation,  dérivée  par  rapport  à  a-,  nous  donne     oî/'  +  oxy"  =  16.r-i-3. 

Éliminons  alors  x-  entre  5i/ et  oxy',  nous  aurons     iOy  —  oxj/  =  3.r  — 4; 

celle-ci  et  la  dernière  des  équations  précédentes  nous  donnent  alors 

5?/'  +  5a-(/"  —  3  ,  lOi/  —  axy'  -+-  i  _ 

X  =  -^ '  et  X  =  — . 

16  3 

en  égalant  ces  deux  valeurs  de  x,  nous  avons  l'équation  différentielle  du  second  ordre  indiquée. 

Nons  avons  déjà  la  solution     y  =  g{x)     de  cette  équation  ;   il  nous  suffit  maintenant  d'intégrer 
l'équation  sans  second  membre  :        3xy"-+-(l6a;-t-3)i/'  —  32i/  =  0. 

Or,  on  sait  que  celle-ci  admet  pour  solution  un  polynôme  du  second  degré    y  =  m- -h  ?x -\- -^  ; 

nous  porterons  donc  cette  expression  de   y  dans  le  premier  membre  et  nous  annulerons  identiquement 

le  résultat  ;  nous  trouverons  ainsi 

3  9a 

par  conséquent  le  polynôme  y,  =  128a- +  96a' h- !>  est  une  solution  i)arliculièrG  de  l'équation  sans 
second  membre. 

Posons  alors      y  —  y^z,     nous  aurons      ij'  =  y\z  ~+- y ,z'     et     y"  =  ;/';:-+- 2)/,:' -+- î/,:". 

En  portant  dans  l'équation  différentielle  et  tenant  compte  de  ce  que  le  coefficient  de  :  est  nul,  nous 

='             ,  y\        16        1 
aurons         3.r((/,:"-t- 2i/,:'j  +  (16a--H3  y,:' =  0,  d  où  —  =  -2- 

-J                 ,      ,          16x 
L'intégration  est  immédiate  et  donne        ''7^  =  —  Lyi—  Lx —• , 

dx 


J       .n/'r 
Le  calcul  de  :  est  ramené  aux  ([uadratures 


puis  s'  =  Ce    '  — -,  :  =  C  / h  C. 

'  xyi  J        xy-i 


E.  AUDIHKIiT  ol  P.  Blil/Alil). 


Bonnes  solutions  :  MM.  1'.  liiioc.iiu,  lycée  de  Marseille;    M.   Lamotie,  lyccîe  Janson  ;  M.  itoinsKvuE  :  G.  I'oucmiv,  à  l'.oanne  : 
]tKnouii.i.AT,  il  Langros  ;  Amdlaiii>,  à  Huines  ;  J.  Sobdet,  h  Rouen. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


1575.  —  Par  cliiiiuii  dos  points /iirs  P  et  H  du  pi  un  d'uw  ellipsi'  (K)  oi)  mhic  Icn  cordes  AB,  CD 
pnniliè.les  ii  une  direclion  rariahle.  Troucer  le  lieu  du  centre  de  l'hyperbole  éiiuilulère  qui  passe  par  A, 
B,  C,  D. 
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Soient     6-x- +  «-(/-  —  u-lj- =  0     l'éi^uation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  (a,  ?),  (a,  â'j    les 

coordonnées  des  points  P  et  Q.  Par  ces  points  nous  menons  deux  droites  parallèles 

P  =  ;/  —  i  —  m(x  —  oc)  =  0,  P  =  !/  —  p'  —  m{x  —  %')  —  0; 

l'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points  communs  à  ces  droites  et  à  l'ellipse  est 

b^x^  -+-  a^ij^  —  a^b^  -t-  XPP'  =  0 . 

Écrivons  que  cette  équation  représente  une  hyperbole  équilatère,  et  pour  cela  que  la  somme  des 

coefïïcients  de    x^    et   de    y-    est   nulle;   nous  avons      6- -+- a^ +X(1 -t- jn-)  =  0,      d'où   nous    tirons 

a- -i- b- 

X  = ; -;     par  suite,  1  équation  de  l'hyperbole  équilatère  considérée  est 

m-  -+- 1 

{m-  -+-  l){b-x-  -i-  a2.(/-  —  a-b-^)  —  {a-  -+-  6-)PP'  —  0. 
Le  centre  de  cette  conique  est  défini  par  les  équations  suivantes 
(1)  2(m-4-  l)6^r-i-(fl--H  b^)m(P -h  P'}  =  0,  ^(m^-H  l)a2i/ —  (a^ -i- é'^'jiP  +  P')  =  0  ; 

et  pour  avoir  le  lieu  de  ce  point,  il  suftit  d'éliminer  m  entre  ces  deux  équations. 

Multiplions  la  première  par  1,  la  seconde  par    —m     et  ajoutons  membre  à  membre  :    nous  obte- 
nons une  équation  d'où  nous  tirons  immédiatement    m  = -,     et  il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  m 

par  celte  valeur  dans  la  deuxième  équation  (l)  pour  obtenir  l'équation  du  lieu. 
Nous  avons  ainsi 

^'''K^  ^  0  ~  ^"'  +  *'"{''  ~  ^  ^  ^  (---)  +  y-  ^'  +  -^  (^—')]  =  0, 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

^[b'x-  -H  a'j/-)  —  (a"2  ~  42)[2!(6V  -H  a^ij-)  —  6-(a  +  a')a;  -  a\^  +  p')y'  =  0, 
ou,  onlin 

^'  ^  ^'  ~  ^""^T^b^      f*'^"  ^  '''^■''  ^  «'<'^-^  '^'^î/-  =  ^• 
Cette  équation  représente  un  cercle  qui  passe  par  le  centre  de  l'ellipse  ;  les  coordonnées  du  centre 

de  ce  cercle  sont     ^ -^-^ et     -^ — —  ■ 

4a-  46* 

Jean  SOUDET,  lycée  de  Rouen. 

Solutions  semblables  par  MM.  Amblard  à  Ruines  ;  Marius  Bajma,  lycée  de  .Nice  ;  Abel  Bédard,  école  des  Anglais,  à  Lyon  : 
J.  Bsaorai.n;  p.    BniZARD,  à  Paris;  G.  Foocbt,  à  Koanne  ;  Kebouillat,  à  Langres  ;  A.  Uarucn  ;  L.  Sibe. 


CONCOURS     DE    1907  {Siule.) 


ECOLE   NATIONALE   DES    PONTS   ET  CHAUSSÉES    [Cours    préparatoires.) 

Algèbre. 
1639.  —  On  donne  en  coordonnées  polaires  la  courbe  p  =  a  (1  —  ces  o>^  et  on  la  fait  tourner  autour  de  la 
droite  w  =  0.  Calculer  l'aire  de  la  surface  de  révolution  ainsi  engendrée  (incidemment,  indiquer  la  forme  de 
la  courbe). 

1640.  —  On  considère  le  volume   V    compris  entre  le  cône  de  révolution   ABCD   de  hau- 

"A      leur  h  et  de  rayon  R  =  -^   et  r  =  -^    et  le  cylindre  de  révolution  ABEF  de  même  axe  XX', 


^      de  même  hauteur  et  qui  a  pour  base  la  grande  base  du  tronc  de  cône.  On  se  donne  le  volume 
£      V  et  la  hauteur  h. 

10  Etudier  la  relation  [qui  lie  R   et  r,  en  n'oubliant  pas  que  V,  ;<,  R,   r  sont  positifs.  Repré- 
sentation graphique  de  cette  relation  :  R  et  r  ont-ils  des  maximaetdes  minima? 

20  Si   le  temps  le  permet,  discuter  la  variation  de  la  surface  engendrée  par  FD  tournant  autour  de  XX' 
(anneau  circulaire)  en  fonction  de  R  ;  indiquer  la  i-eprésentation  graphique  de  cette  variation. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


A  nahjse . 

1641.  — Etant  donnée  une  ellipse  E,  on  considère  une  corde  US 
du  direclion  quelconque  et  par  le  pôle  P  de  cette  corde  on  mène  une  tan- 
gente PiM  au  cercle  décrit  sur  IIS  comme  diaraèlre. 

On  demande  le  lieu  du  point  de  contact  M  lorsque  la  corde  US  se 
déplace  en  restant  parallèle  à  sa  première  direclion. 

Mécanique. 
1642.  —  Mouvement  d'un  point  n>atéricl  qui  part  du  repos  et  est  attiré  par   un  point  fixe  en    raison 
inverse  du  carré  de  sa  dislance  à  ce  point. 

Calcul    numérique. 
I.  —  Trouver  par  la  trigonométrie  et  les  tables  de  logaritlimes  les  valeurs  de  l'angle  x    telles  que 

3  cosa;  -|-  2  siii  .c  ^  I. 
I 


1643.  —  Calculer  à 


10  000 


près  hi  valeur  numérique  de  la  série 

^_     _{ 1  ( 


dont  le  terme  général  est 


(-!)'- 


Epure  de    Géomèirie  descriptive . 

1644.   —  Par  rapport  aux  axes   Ox   et  Oy    de  la  feuille  (qui  seront  seulement  tracés  au  crayon,    puis 
a'  effacés),  les  projections   [ab,  a'b')   du  segment  de  droite   AB    de   l'espace  sont  définies 

par  le  croquis  ci-joint  coté  en   centimètres.   Ce  segment   AB  est  une  arcte  d'un  cube 
dont  les  deux  autres  arêtes  AC    ut   AD,   issues  de   A,    sont  telles  : 

1°  que  la  projection  horizontale   ac   de    AC   est  parallèle  à  a'b'    et  dirigée  en   sens 
contraire  ; 

2»  que  le  sommet    D   est  en  avant  de  la  face  ABC. 

Ueprésenter  le  cube  ainsi  défini  en  le  supposant  entaillé  par  le  cône  de  révolution 
d'axe   AD   qui  est  tangent  au  plan  horizontal  passant  par  son  sommet    A. 
Sur  le  bord  curviligne  de  l'entaille  ou  déterminera  avec  précision: 
1»  les  extrémités  situées    sur   les  arêtes  du   cube  ainsi  que  lus    tangentes  en  ces 
"  points; 

2°  les  points  oii  la  tangente  est  soit  horizontale,  soit  de  front. 


13"! 


5"  0 


J' 


'-¥- 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1645.  —  On  considère  le  cercle  x--^y-  —  a'  =  0  et  les  deux  bissectrices  de  l'angle  des  axes.  Une  tan- 
gente variable  à  ce  cercle  coupe  les  deux  bissectrices  en  A  et  B. 

1°  On  demande  l'équation  du  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre,  l'équation  de  la  droite  qui  joint  ses 
deux  points  de  rencontre  avec  les  axes  et  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  cette 
droite. 

2"  On  demande  en  outre  le  lieu  des  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  à  AB  et  le  lieu  du  point  de 
rencontre  de  deux  cercles  orthogonaux  du  système. 

3»  Trouver  l'enveloppe  de  ces  cercles,  et  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  deux  cercles  égaux  non 
confondus.  E.  H. 

1646.  —  Soient  un  point  fixe  0  et  une  droite  D  ;  ou  prend  >ur  I)  deux  points  variables  M,  et  iM.'  tels  que 
l'angle  M1OM2  soit  constant. 

I"  Trouver  le  lieu  du  centre  i»  du  cercle  e  circonscrit  au  triangle  OMi.Mj  et  l'enveloppe  de  ce  cercle. 

2»  On  considère  le  cercle  ei  passant  par  les  points  0  et  Ml>  et  ayant  son  centre  (ui  sur  OMi,  et  le  cercle  ej 
passant  par  les  points  0  et  Mi  et  ayant  son  centre  wj  sur  OMj;  montrei'  (|ue  les  cercles  t\  et  ej  passent  chacun 
par  un  autre  point  fixe. 

3»  Trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  des  cercles  ti  et  ej  ; 

Vo  Trouver  l'enveloppe  des  cercles  cin-onscrits  aux  triangles  0(0(i)i,  Oioiuo,  et  le  lieu  de  leur  centre. 

("i.  Pélissikk.  à  Toulouse. 


n«R-LK-nor..  —  imp.  comtb-mcqubt. 


Le  Rédaclcur-Gérant  :  H.  VUIBERT. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


SUR   LES  FAISCEAUX  TANGENTIELS  D'EPICYCLOIDES  [Fin) 

Par  M.  L.  Bickart. 


Démonstrations  géométriques  des  résultats  précédents.  —  Considérons  répicycloïde  F  engendrée 
par  un  point  M  d'un  cercle  u>  de  rayon  p  roulant  à  l'intérieur  d'un  cercle  (C)  de  centre  0  et  de  rayon  a  ;  et 
considérons  en  même  temps l'épicycloide  F'  semblable,  engendrée  par  un  point  M'  d'un  cercle  <»'  de  rayon  p' 

roulant  à  l'intérieur  d'un  cercle  (C) 
de  centre  0'  et  de  rayon  a'  tel  que 

a         a'  ' 
Soient  N,  N'  les  contacts  des  cercles 
roulants    avec    les    cercles   fixes,    et 
No,  No  les  points  origines  des  roule- 
ments sur  les  cercles  fixes. 

On  a      are  NM  =  arc  NNo 
et  arc  N'M'  =  arc  N'Ni- 

Le  cercle  «i  touche  en  outre  un 
cercle  fixe  (S)  de  centre  0  et  de  rayon 
R  =  fa  —  2p)  en  un  point  T.  Le  cercle 
cj'  touche  de  même  en  un  point  T' 
un  cercle  fixe  (S')  de  centre  0'  et  de 
rayon  R'  =  (a'  —  2p'). 
Les  vecteurs  OXo  et  O'N;  rencon- 
trent (S)  et  (S')  en  deux  points  Tj,  T„.  Les  normales  à  r,  r'  sont  N.\I  et  N'.M';  les  tangentes  sont  MT,  M'T'. 

Supposons  que  la  droite  MM'  soit  une  tangente  commune  aux  deux  épicycloides  r,  F'  et  soient  L,  L'  les 
points  oii  cette  droite  recoupe  les  cercles  (S)  et  (S').  On  sait  que 

arc  ToU  =  A  X  arc  ToT,  are  XX'  =  A  x  arc  T.jT', 

k  étant  une  constante  qui  ne  dépend  que  du  rapport  — . 

Soient  OJ,  OM'  les  perpendiculaires  issues  de  0,  0'  sur  la  droite  MM'. 

1 


donc 
d'où 


ToW^l^^ToOT 


angle  T„0J  =  ^(ToOT- 
et  de  même 


ToOL'), 
T„(VJ'  = 


k  +  l 


T„0'T', 


T.OT  — ToOT  = 


■r^^(T;,Or-ToOJ). 

A  -4-  1 

Mais,  du  moment  que  OJ  et  O'J'  sont  parallèles,  la  différence  des  angles  T„0'.r  et  ToOJ  est  constante,  et 
égale  à  l'angle  des  droites  OTo,  O't;.  Donc    T^OT"  —  ToOT  =  €'•'. 

Prenons  pour  nouvelles  origines  d'arcs  sur  les  cercles  S,  S'  les  points  homologues  A,  A'  situés  sur  le 
diamètre  commun  00'.  On  aura  A'O'T' —  a'OT  =  C". 

Faisons  abstraction  des  deux  épicycloides,  et  cherchons  l'enveloppe  de  la  droite  M.M'  ou  A  qui  joint  sur  les 
cercles  S  et  S'  deux  points  T,  T'  dont  la  différence  des  arguments  est  constante. 
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SUR  LES  FAISCEAUX  TANGENTIELS  D'EPICYCLOIDES 


Je  dis  que  celte  enveloppe  est  une  conique  bitangente  à  chacun  des  cercles  S,  S'. 

Ce  fait  résulte  imméJiatenieiit  de  ce  que  les 
points  T,  T'  se  correspondent  honiographique- 
ment,  mais  je  vais  l'établir  anlrement. 

Soit  0  la  différence  constante  des  arguments 
de  T  et  de  T'.  Les  droites  TO,  T'O'  se  coupent 
sur  un  cercle  fixe  <t>  passant  par  0,  0'. 

Traçons  le  cercle  1  lieu  des  points  dont  le 

rapport  des  distances  à  0,  0'  est  égal  à  -j^    Ce 

cercle  S   coupe   00'  aux  centres  de  similitude 
des  deux  cercles  S  et  S'. 

Le  cercle  *  le  coupe  en  deux  points  :  on  voit 
de  l'un  le  segment  00'   sous  l'angle    [n  —  o) 
et  de  l'autre   F'  on  voit  le  segment  00'  sous 
l'angle  0.  Soit  F  le  symétrique  de  F'  par  rapport 
^  à  la  droite  00'.  F  est  sur  le  cercle  (S). 

F  et  F'  sont  les  foyers  de  la  conique  dont  nous  voulons  établir  l'existence. 

En  effet,  considérons  l'un  d'eux,  F  par  exemple.  Prenons  par  rapport  à  ce  point  l'homothétique  du  cercle 
(S)  dans  le  rapport  -5- et  autour  du  même  point  F  faisons  tourner  le  cercle  ainsi  obtenu  de  l'angle  0.  Après 
rotation,  ce  cercle  vient  coïncider  avec  le  cercle  (S'). 

Un  point  T  quelconque  du  cercle  (S),  après  la  double  opération  d'homothétie  et  de  rotation  vient  sur  le 
cercle  (S')  en  un  point  ï'  tel  que  l'angle  TFT'  soit  égal  à  ô,  tel  de  plus  que  la  nouvelle  position  du  vecteur  OT 
fasse  avec  la  première  l'angle  î.  La  droite  qui  joint  T  à  T'  est  donc  justement  celle  dont  nous  cherchons 
l'enveloppe. 

Remarquons  de  plus  que  le  triangle  TFT'  est  semblable  au  triangle  OFO'.  Soit  P  la  projection  de  F  sur  A 
et  soit  I  le  point  de  rencontre  de  00'  avec  FF'.  Le  triangle  FTP  est  semblable  au  triangle  FOL  Du  moment 
que  le  point  T  décrit  un  cercle  (S),  le  point  P  décrit  également  un  cercle,  que  l'on  déduit  du  cercle   (S)   par 

FI 
une  rotation  de  l'angle  OFI  autour  de  F,  suivie  d'une  homothétie  dans  le  rapport  -p7=r-- 

Le  point  0,  après  cette  double  opération,  vient  au  point  I.  Donc  le  point  P  décrit  un  cercle  de  centre  I  et 

de  rayon     ,■  =:  Rx-T;7r  =  K'X  -errr-    Soit  So  ce  cercle. 

La  droite  A  enveloppe  donc  la  coniqne  dont  ce  cercle  est  le  cercle  principal  et  dont  F  est  un  foyer.  L'autre 
foyer  est  F'. 

Posons    FI  =  c.     On  a     ±  = -™   = -^. 
n  H  It 

Donc  on  voit  du  point  F  sous  le  même  angle  le  cercle  princip.il  So  et  les  cercles  (S),  (S').  Donc  ces  der- 
niers sont  bitangents  à  la  conique. 

Remarque.  —  Reportons-nous  à  la  fig.  1,  dans  laquelle  nous  avons  fait  correspondre  l'origine  des  roule- 
ments No  sur  l'un  des  cercles  de  base  à  l'origine  des  roulements  Nq  sur  l'autre  cercle.  Le  point  .\o  est  une  posi- 
tion particulière  du  point  M,  située  sur  le  cercle  C;  c'est  un  point  de  rcbronssement  de  l'épicycloïde.  Il  y  a 
d'aulrcs  points  de  rebroussement.  Ni,  N2,  etc..  La  distance  entre  deux  points  consécutifs,  comptée  sur  la  cir- 
conférence (G),  est  égale  au  développement  de  la  circonférence  (w).  Le  nombre  en  est  limité  ot  bion  déterminé 

si  le  rapport  -'-  est  commensurable. 

L'un  quelconque  de  ces  points  peut  remplacer  No  comme  origine  des  roulements  : 

Si  cette  substitution  modilie  l'angle  que  nous  avons  appelé  S  et  qui  mesure,  pour  emprunlor  une  expression 
au  langage  de  la  physique,  ce  que  l'on  peut  nommer  le  «  décalage  »  des  deux  épicycloïdes,  la  position  du  point  F 
change  sur  le  cercle  S,  et  les  tangentes  communes  aux  deux  épicycloïdes  se  partageront  en  autant  de  groupes 
qu'il  y  aura  do  positions  distinctes  du  point  F,  ou.  ce  qui  revient  au  même,  du  point  I.  Nous  n'insisterons  pas 
ici  sur  cette  répartition,  que  nous  avnns  étudiée  analyliqucment.  Nous  avons  voulu  seulement  montrer  par 
quelle  voie  elle  s'introluisait  et  à  quoi  elle  tient. 

De  plus,  nous  avons  trouvé  pour  F  une  position  qui  ne  dépend  que  de  l'angle  des  droites  ONo,  O'Nq.  On 
peut  donc  remplacer  les  deux  épicycloïdes  données  par  deux  autres  qui  leur  soient  respectivement  égales  et 
concentriques,  pourvu  que  leur  décalage  reste  constant. 
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Nous  pouvons  donc  énoncer  la  propriété  suivante  : 

Si  deux  épicycloïdus  de  grandeurs  constantes  tournent  autour  de  leurs  centres  supposés  fixes,  de  façon  que 
l'angle  de  deux  rayons  homologues  reste  constant,  leurs  tangentes  communes  peuvent  se  partaycr  en  un  certain 
nombre  de  groupes  qui  enveloppent  chacun  une  conique.  Toutes  ces  coniques  sont  bitangenles  aux  deux  cercles 
inscrits  aux  épicijcloïdes  mobiles. 

Il  y  a  plus  :  Soit  (/")  la  conique  trouvée  ci-dessus,  el  0"  un  point  quelconque  de  00'.  Considérons  le  cercle 
(S")  de  centre  0"  qui  est  bitangent  à  la  conique  (f).  La  droite  TT'  le  coupera  en  deu\  points  dont  l'un,  T", 
déterminera  avec  F  et  T  un  triangle  semblable  au  triangle  FOO".  Si  l'on  appelle  H"  le  rayon  de  ce  cercle  et  si 


l'on  détermine  une  longueur  p"  par  la  condition 


R         R'        R"  ,  ,        .   ,  „,, 

-^  =  —j-  =  -^,    on  pourra  tracer  par  le  point  T   un  cercle 


to"  tiuigent  au  cercle  (S")  et  de  rayor.  o",  qui  sera  rencontré  par  la  droite  TT"  en  un  deuxième  point  M" 
qui  appartiendra  à  une  épicycloïde  F"  de  centre  0",  semblable  aux  deux  premières,  et  tangente  h  toutes  les 
tangentes  communes  à  celles-ci  qui  appartiennent  au  groupe  de  la  conique  [f]. 

Donnons-nous  a  pnocî  trois  de  ces  tangentes  communes,  formant  un  triangle  \YZ,  et  considérons  deux 
épicycloïdes  semblables  F,  F'  tangentes  aux  côtés  de  ce  triangle.  Il  existera  d'après  ce  qui  précède  uneconi- 
<iue  {/■),  inscrite  au  triangle,  bitangente  à  chacun  des  cercles  inscrits  aux  courbes  F,  F'.  Si  l'on  considère  une 
troisième  épicycloïde  F"  semblable  aux  deux  premières  et  tangente  aux  côtés  X,  Y,  Z,  son  cercle  inscrit  sera 
bitangent  à  une  conique  inscrite  au  triangle,  et  qui  se  confondra  avec  l'une  des  coniques  inscrites  à  ce  triangle 
et  bitangente  au  cercle  inscrit  il  F  ou  au  cercle  inscrit  à  r'.  Ces  coniques  sont  en  nombre  limité:  celles  qui 
sont  bitangentes  au  cercle  (S)  inscrit  à  F,  par  exemple,  ou  à  tout  autre  cercle  donné,  sont  au  nombre  de  4. 

Quoi  qu'il  en  soit  nous  voyons  que  : 

Les  épicycloitles  semblables  à  une  épicycloïde  donnr'i  et  qui  sont  tangentes  à  trois  droites  donm'es  peuvent  se 
partager  en  uti  certain  nombre  de  groupes. 

Les  courbes  de  chaque  groupe  touchent,  outre  les  droites  données,  un  certain  nombre  de  droites  fixes,  bien 
déterminé  si  l'épicycloide  est  algébrique,  indéfini  dans  le  cns  contraire. 

Les  centres  des  courbes  d'un  même  groupe  sont  sur  une  même  droite  ;  leurs  cercles  inscrits  sont  bitanqents  à 
une  conique  fixe  dont  cette  droite  est  l'axe  non  focal,  et  toutes  les  tangentes  communes  à  ces  courbes  touchent  cette 
conique. 

Répartition  des  points  de  contact. —  Reportoiis-nous  à  la  fig.  I.  Considérons-y  TT'  comme  une  droite 
mobile  assujettie  à  toucher  une  conique  de  foyers  F,  F'  {fig.  2)  bitangente  au  cercle  (S)    et  cherchons  sur  cette 

MT 

droite  le  lien  du  point   M   (fig.  1)  défini  par  la  i-oiulilion     -rjjj-  =  C'=. 

I, a  droite   A   rencontrant  le  cercle   (S)   aux  points   T  et  U, 
l'angle  FtIJ  est  constant  et  égal  à  FOI. 

De  même,  l'angle  F'UT  est  constant  et  égal  à  l'angle  de  F'O 
avec  10  :  les  deux  droites  FT,  F'F  qui  se  coupent  en  un  point 
L  forment  ainsi  avec  TU  un  triangle  isocèle  TLU  dont  les 
angles  à  la  base  sont  égaux  à    FOI  =  lOF'. 

Donc  l'angle  extérieur   FI.F',   égal  à  la  somme  des  angles  à 
la  base,  est  égal  à     FOI  -|-  IO'K'  =  FOF". 

Donc  le  point  L  se  trouve  sur  le  cercle  FOF'. 

Soit    M   le  point  dont  nous  cherchons  le  lieu,  et  qui  divise 

TU  dans  un  rapport  constant.  Puisque  le  triangle  isocèle  TLU  a 

ses  angles  constants,  l'angle  de  LM  avec  la  hauteur  issue  de  L 

est  constant  :  le  triangle  ULM  reste  semblable  à  un  triangle  fixe. 

Mais  la  hauteur  issue  de  L,  qui  est  la  perpendiculaire  au  milieu  de    TU,    passe  en    0.    C'e^t  la  droite  LO. 

Donc  l'angle  OLM  est  constant.  Donc  le  point  K  où  la  droite  LM  rencontre  le  cercle  FOF'  est  fi.\e. 

L'angle  de  KM  avec  TU  étant  constant,  le  lieu  de  M  est  celui  des  pieds  des  obliques  à  iiicidencr  coiislante 
ini'nées  du  point  fixe  K  sur  les  tangentes  A  à  la  conique  {f). 

Soit  Q  la  projection  de  K  sur  A  :  ce  point  décrit  la  podaire  de  K.  par  rapport  à  la  conique  (/'). 
Le  triangle  KQM  reste  semblable  à  un  triangle  tixe.  Donc  le  lieu  du  point  M  se  déduit  de  celui  du  point  Q 
en  faisant  tourner  ce  dernier  d'un  angle  constant  QKM  autour  de   K,  puis  en  en  prenant  l'homothétique  par 


,  ,    ,.    ,        ,  ,      KM 

raïqjort  a  K  dans  le  l'apport      -^y- 


1 


cos  OLM 


C'est  donc  une  courbe  semblable. 
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On  peut  définir  encore  le  lieu  du  point  M  comme  la  podaire  du  point  K  par  rapport  ù  la  conique  déduite 
de  la  conique  (/")  par  une  rotation  de  celle-ci  de  l'angle  KQM  suivie  d'une  homotiiétie  dans  le  rapport 

^^ —  =  z^ —    autour  de   K . 

cos  OLM         cos  QliM 
Donc  les  points  de  contact  des  tanijcntes  d'un  même  groupe  avec  l'une  des  èpicycloides  de  ce  groupe  sont  sur 
une  quarlique  unicursale,  podaire  d'un  certain  point  par  rapport  à  un  conique  semblable   à  celle  dont   dépend  le 
groupe  considéré. 

Généralisation .  —  1.  Au  lieu  de  considérer  les  tangentes  communes  aux  courbes  T,  T',  considérons  les 
droites  qui  coupent  la  première  sous  un  angle  donné  a  et  la  seconde  sous  un  angle  donné  a'. 

Les  droites  qui  coupent  T  sous  l'angle  a  enveloppent  une  épicycloïde  concentrique  et  semblable  k  F, 
décalée  sur  F  d'un  angle  qui  ne  dépend  que  de  a,  le  rapport  de  similitude  ne  dépendant  non  plus  que  de  x. 
Soit  Fz  cette  courbe. 

Les  droites  qui  coupent  F'  sous  l'angle  a'  enveloppent  de  même  une  épicycloïde  Fj.  concentrique  et  sem- 
blable à  F'.  Les  droites  considérées  sont  les  tangentes  communes  à  Fi  et  F;..  Donc  tout  ce  qui  a  été  dit  sur  les 
tangentes  communes  à  r  et  F'  s'applique  aux  droites  qui  coupent  F  et  r'  sous  des  angles  donnés.  En  particulier  : 
Les  normales  communes  touchent  une  conique  ;  les  centres  de  courbure  correspondants  sont  sur  une  quarlique. 
2.  Reportons-nous  à  la  fig.  3  et  parle  point  M  menons  une  droite  qui  fasse  avec  TU  un  angle  donné  V. 
Cette  droite  fera  avec  KM  un  angle  constant  et  enveloppera  une  conique  que  l'on  pourra  déduire  de  la  conique 
(D  par  une  rotation  suivie  d'une  homothétie  autour  de  K. 

C.4S  PARTICULIER.  —  Tangentes  issues  d'un  point  à  une  épicycloïde. 

Supposons  que  l'une  des  deux  courbes,  V  par  exemple,  se  réduise  à  son  centre  0'  en  devenantde  grandeur 
nulle.  De  ce  qui  précède  on  déduit  que  : 

Si  une  épicycloïde  V  tourne  autour  de  son  centre  O  supposé  fixe  en  gardant  une  grandeur  constante,  et  si 
d'un  point  fixe  0'  on  mène  à  V  des  tangentes  ou  des  obliques  à  angle  donné,  les  points  de  contact,  ou  les  pieds  de 
ces  obliques,  décriront  une  quartique,  podaire  de  0'  par  rapport  à  une  certaine  conique. 

Si  par  les  pieds  de  ces  obliques  on  en  mène  d'autres,  coupant  la  courbe  sons  un  même  angle  donné,  ces 
deuxièmes  obliques  envelopperont  une  conique. 

Ces  propriétés  peuvent  d'ailleurs  se  démontrer  directement  de  la  façon  la  plus  simple  ainsi  qu'il  suit  : 
Une  droite  issue  de  0'  coupe  le  cercle  (S)  aux  points  T  et  U  ;  soit  M  le  point  qui  divise  TU  dans  un  rapport 
donné,  et  J  le  milieu  de  TU. 

Par  0  menons  la  parallèle  à  O'M  et  sur  cette  parallèle  projetons  T 
et  M  en  Ti,  Mi 

OMi   _  JM  _ 
OTi   ~"   JT    —  ^'■• 
Donc  -M Ml  et  TTi  enveloppent  deux  courbes  homotliétiques  par  rap- 
port au  point  0;  mais  TTi  enveloppe  la  conique  de  foyer  0',  décentre 
0,  et  bitangente  au  cercle  S.  Donc  MMi  enveloppe  une  conique  concentri- 
que et  homolhétique.  Le  point    M    décrit  la   podaire  de  ()'  par  rapport 
à  celte  conique. 
La  propriété  se  trouve  donc  démontrée  pour  les  points  de  contact;  on  passe  de  là  aux  pieds  des  obliques  à 

incidence  constante  sans  difficulté. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  les  èpicy- 
cloides proprement  dites. 

Développantes  de  cercles.  —  Soient  S,  S 
deux  cercles  de  centres  O.  0'.  Considérons  deux  de 
leurs  dé\eloppantes,  F  et  F',  et  soit  A  une  tangente 
commune,  M  et  M'  étant  les  points  de  contact  sur 
cette  droite. 

Les  normales  en  M,  M'  sont  respectivement 
tangentes  aux  cercles  S,  S',  par  définition,  et  elles 
sont  parallèles.  Soient  T,  T'  leurs  contacts  avec  S 
et  S'.  La  droite  TT'  passe  par  un  des  centres 
de  similitude  des  deux  cercles,  le  centre  de  simili- 
tude directe  I  par  exemple.   On  a,  en  ajipelant  A, 


A   les  deux  points  homologues  sur  00', 
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MT  =  arc  AT  +  C"  =  Rx  angle  AOT+C", 


M'T'  =  arc  A'T' 


R'  X  angle  A'OT  ■ 


mais 
d'où 


Projetons  0  et  0'  en  N,  N'  sur  ^ 


d'oi'i 


AUT  =  A'O'T', 

M'T'        MT 

ni^'    R 

ON  =  TM  et  O'N' 
O'.N'  ON  _ 
R'  R 


=  C" 


T'M'. 


(0 


(1') 


d'où 


Soit  P  la  projection  de  1  sur  A,  et  Q 
10 


ON  =  IPX  — 


QI 


le  point  où  A  coupe  00'^ 


=  IP   1+- 


et 


ON  _ 

IP    ~ 

ON 

10 


00 
Ql' 

IL 

10 


de  même 


d'où 


(2) 


QI 
O'N'  _   IP       ]P 
10'    ~  10'  "•"  Ql  ' 

0W_  ON  _  J[P IP 

10'  ~   10    ""  10'        10 

mais  10  et  10'  sont  proportionnelles  k  R  et  R'.  Donc,  d'après  l'équation  (!'),  le  premier  membre  de  l'équation 
(2)  est  constant.  Donc  le  second  l'est  aussi,  donc  IP  est  constant  et  la  droite  i  touche  un  cercle  de  centre  I. 

Le  cercle  ainsi  trouvé  ne  dépend  que  de  la  valeur  de  la  constante  de  l'équation  (1),  laquelle  dépend  du  déca- 
lage des  deux  développantes  et  du  rang  des  spires  auxquelles  appartiennent  M  et  M'.  Si  l'on  spécifie  ces  rangs, 
le  cercle  de  centre  I  reste  le  même  pour  tous  les  autres  couples  de  développantes  des  deux  cercles  présentant 
entre  elles  un  même  décalage.  Nous  retrouvons  ainsi  les  résultats  établis  analytiquement. 

Répartition  des  points  de  contact.—  Le  point  M  décrit,  lorsque  la  développante  F  tourne  autour  de  0,  le  lieu 
des  points  d'où  on  peut  mener  deux  tangentes  rectangulaires  au'.  cercles  (0)  et  (I).  Ce  lieu,  comme  on  sait,  est 
un  limaçon  de  Pascal,  podaire  d'un  point  par  rapport  a  un  cercle. 

Enfin,  on  peut  remplacer  la  développante  V  par  une  autre  f"  dont  le  cercle  de  base  0"  ait  son  centre  sur 
00'  et  touclie  les  tangentes  issues  de  I  aux  cercles  S  et  S'. 

Cycloïdes.  —  Considérons  une  cvcloïde  F  engendrée  par  un  point  M  d'un  cercle  w  de  rayon  R  roulant 
sur  une  droite  (N)  ;i  partir  d'un  point  No- 

Le  cercle  (oj)  louche  constamment  une  droite  fixe  (D),  parallèle  à  (Nj  à  la  distance  2R. 
Soit  T  le  point  de  contact.  La  tangente  en  M  à  F  est  TM.  Considérons  en  même  temps  une  autre  cycloïde 

F'  engendrée  par  un  point  M'  d'un  cercle  w'  de  rayon  R'  roulant 
sur  une  droite  (N')  k  partir  d'un  point  Nô  et  tangent  en  T'  k  la 
droite  fixe  (D')  parallèle  à  (N')  à  la  distance  2R'. 

Supposons  que   MM'   soit  une  tangente  commune  aux  deux 
cycloïdes. 

On  a,  en  appelant  To,  T„  les  projections  de  No,  No  sur  D,  D', 
TTo  =  N.No  =  arc  NM  +  -JA-R, 
k  étant  le  nombre  de  révolutions  complètes  accomplies  par  le  cercle 
(u>)  depuis  l'origine  du  roulement. 


To      T 

(B) 

/ 

Kl 

^ 

«Ko 

(   / 

OJ 

)    / 

-IdI 

0^ 

îf^ 

d'où 


/fTi  +  MTN 


arc  NM  =  R  X  (2  angle  MTN), 

t:,t' 


de  même 


=  h'-  -t-  M'T'N'. 


D'ailleurs 
ToT 

2R    ~ "  2R' 

Or  soit  a  l'angle  des  deux  droites  D  et  D'.  TN  et  T'N'  font  entre 
elles  l'angle  oc  : 

M'rN'  —  MTN  =  ï, 
d'où 

-  — —   =  1[K  —  A)-  +  2a  =  H  . 

Si  donc  on  spécifie  la  dillérence  (A'  — A)  des  rangs  des  arcs  auxquels  appartiennent  M  et  M',  le  premier 
membre  de  cette  dernière  équation  sera  une  constante  pour  toutes  les  tangentes  communes  ainsi  classées. 

L'équation  (t)  exprime  alors  que  les  points  T,  T'  appartiennent  sur  D  et  D'  à  deux  divisions  semblables,  et 
par  suite  que  la  droite  TT'  est  tangente  k  une  certaine  parabole  (:t),  tangente  elle-même  à  D  et  D'. 

Remarquons  que  l'on  peut  remplacer  les  points  T„,  t;,  par  deux  autres  points  T,,  Tl  tels  que 
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H. 


/  oTq      qto  \ 

l   R'  R    / 


—  -^  =  À  =  C' 


t;t„      TiTo                     ,             t;t'     t,t 
-R-^  =  -R-  '         ''^  ^^'""^  ''°''*         "iv ÎT 

Autrement  dit  la  parabole  ne  change  pas  si  l'on  déplace  simultanément  les  deux  cycloïdes  sur  leurs  bases 
respectives  de  quantités  proportionnelles  à  leurs  circonférences  génératrices.  Soient  Ti,  r;  les  deux  nouvelles 
positions  des  deux  cvcloïdes.  Nous  conviendrons  du  dire  qu'elles  présentent  entre  elles  le  même  décalage 
que  r,  r'. 

Donc  :  St  deux  cycloïdes  se  déplacent  simultanément  sur  leurs  bases  supposées  fixes  en  t-estant  de  mêmes 

grandeurs  et  en  conservant  entre  elles  un  même  décalage,  les  tangentes  communes  peuvent  se  partager  en  groupes 

correspondants  aux  rangs  relatifs  des  différents  arcs  sur  les  deux  courbes. 

Les  tangentes  d'un  même  groupe  enveloppent  une  parabole  -  tangente  aux  deux  tangentes  aux  sommets  des 

deux  cycloides. 

Cherchons  comment  varie  d"un  groupe  à  l'autre  la  parabole  -.  Soit  0  l'interseclion  de  D.  D', 

Tj;^_  ToT  _  OT'        OT 

R'  R     —     R'  R 

OT'        OT 
Donc  l'équation  (1)  peut  être  remplacée  par  une  équation  de  la  forme    —^, p- 

Donnons  à  la  constante  ).  une  autre  valeur  ,u,  et  considérons  les  deux  points  Ti  et  T,  de  D,   W  tels  que 

OT,       ot;       fx  ot;      ot, 

Donc  T,Ti  sera  une  tangente  à  la  parabole  -i  qui  correspond  à  la  valeur  ;ji. 

Donc  on  déduit  -i  de  -  par  une  simple  homothélie  autour  du  point  G  dans  le  rapport  ^■ 

Donc  toutes  les  paraboles  telles  que  -  correspondant  aux  différents  groupes  sont  liomothétiques  par  rapport  au 
point  0.  Leurs  foyers  sont  sur  une  droite  issue  de  0. 

Répartitio.n  des  points  de  contact.  —  Soit  F  le  foyer  de  la  parat)ole  -.  Joignons-le  à  un  point  T  de  (D).  La 
droite  TM,  tangente  commune  aux  cycloïdes,  et  tangente  à  la  parabole   -,  fait,  comme   on  sait,  un   angle 

constant  0  avec  FT.  Le  cercle  (lo)  de  rayon  R  qui  touche  (D) 
en  T  et  qui  touche  (Ni  coupe  celte  tangente  en  un  point  M 
dont  nous  cherc'nons  le  lifu  quand  T  se  déplace.  Par  le  point 
M  menons  la  parallèle  à  TF.  Elle  coupe  le  cercle  (Ui)  en  un 
deuxième  point  Q.  Joignons  T  à  Q.  Appelons  V  le  point  où 
MQ  coupe  (,D)  et  P  celui  oii  FT  rencontre  le  cercle  (ni)  pour 
la  deuxième  fois. 

Puisque  MQ  et  PT  sont  parallèles,  TQ  =  PM.  Or  PM  est 
la  corde  d'un  arc  constant  dans  le  cercle  de  rayon  cons- 
tant (to);  la  longueur  PM  est  donc  constante,  donc  aussi  la 
longueur  TQ. 
De  plus,  l'angle  QTV  de  QT  avec  la  tangente  TV  au  cercle 
est  égal  à  l'angle  TMV  qui  est  égal  à  l'angle  0  puisque  MQ  et  PT  sont  parallèles.  Donc  la  droite  TQ  de  longueur 
constante  est  parallèle  à  une  droite  fixe  et  fait  l'angle  0  avec  (D). 

Par  F  menons  la  parallèle  à  cette  droite  et  soii  K  son  intersection  avec  Q.M.  La  (igure  FKQT  est  un  parallé- 
logramme et    FK  =  TQ  =  (".'".    Donc  le  point  K  est  fixe. 

Donc  le  point  M  est  le  pied  d'une  oblique  menée  sous  l'incidence  0  sur  la  tangente  T.M  à  la  parabole  -.  11 
décrit  donc  une  courbe  qui  se  déduit  de  la  podaire  de   K  par  rapport  à  celte  parabole   par  une  rotation   de 

I 


{«-i) 


autour  de  K  suivie  d'une  homolhétie  dans  le  rapport 


sin  0 


autour  du  même  point. 


On  peut  encore  dire  que  le  point  M  décrit  la  podaire  du  point  K  par  rapport  à  la  parabole  que  l'on  peut 
déduire  de  r.  par  les  deux  opérations  ci-dessus. 

Cette  podaire  est,  comme  on  sait,  une  cubique  circulaire  admettant  le  point  K  comme  point  double. 

On  peut  ojjserver  d'ailleurs  que,  la  droite  FK  faisant  l'angle  0  avec  (D),  rencontre  (D)  au  point  oii  celte 
dernière  dioile  louche  la  parabole  -  ;  le  point  K  se  trouve  donc  déterminé  sur  cette  droite  FTo  par  la  condition 

FK  =  PM  =  2a  sin  6. 

Au  groupe  de  tangentes  comnnincs  (|ui  correspouil  à  la  parabole  -  correspondent  une  intinité  de  cycloïdes. 
Toutes  leurs  tangentes  aux  sonmicts  toucbcnt  la  parabole  -. 

Nous  avons  ainsi  établi  géoniétii(]uefiu'nl  tous  les  résultats  auxquels  l'étude  analytique  précédente  nous 
avait  conduits. 


CERTIFICAT  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES  33a 


i^ous  laissons  aux  lecteurs  le  soin  d'examiner  commenl  varie  dans  un  môme  groupe  la  podaire  do  conique 
sur  laquelle  se  trouvent  les  points  de  contact  quand  l'épicycloïde,  développante,  ou  cycloide  correspondante, 
varie  dans  ce  groupe. 
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Mathématiques  préparatoires. 

1549.  -  Soit  y  =  f{x)  l'équation  d'une  courbe,  rapportée  à  deux  axes  de  coordonnées  reclangti- 
taires;  et  soient  T  e/  N  les  fioinls  où  la  tangente  et  la  normale  en  un  point 
quelconque  M  de  cette  courbe  rencontrent  l'axe  O.r. 

1"  ,4  quelle  équation  différentielle  (E)  doit  satisfaire  la  fonction 
ij  =  f[x)  pour  que  l'oti  ait,  pour  tous  les  points  M  de  la  cnuibe,  la  relation 
OT.ON  =  c-,     oii  c  est  une  longueur  donnée? 

2°  Intégrer  cette  équation  différentielle  (E),  en  se  servant  du  changement 

de  variables     x-  =  u,     y-  =  v. 

c^lî, 
3"  Par  le  point  P,  de  coordonnées     a;  =:  c,     y  =  passent  deux  courbes  intégrales  de  l'équation 

(E)  :   une  ellipse  cl  une  hyperbole.  Trouver  les  équations  de  ces  deux  courbes. 

i"  L'hyperbole  considérée  divise  l'aire  de  l'ellipse  considérée  en  trois  jmrties .  Calculer  l'aire  de  chacune 
de  ces  parties. 

1 .  La  tangente  el  la  normale  à  la  courbe  au  point  y\(x,  y)  ont  respectivement  pour  équations 

Y  — y  =  >j'(^—i-),  V  — ;/  =  —  — (X-a-); 

on  a  donc    OT  =  — — -^-     ON  =  x-hyy',     et  par  suite  l'éiiuation  différentielle  demandée  est 

y 

'    ix-\-tjy')  =  c^,  ou  xgij'''-^(x- — g-  —  c-)if  —  xg  =  (>, 


y 

dy 

ou  encore,  en  remplaçant  y    par  -y-, 

(E)  .,v(^)V(.'-,/-ai^-x,  =  0. 


2.  Pour  intégrer  cette  étiualion,  multiplions  les  deux  membres  par  —  ,    nous  obtcnon.'^ 

Nous   sommes   alors  conduits  à   poser      x^  —  u,      y-  =  v,       ce   qui    nous   donne      2xdx  —  du. 
2ydy  =  dv,     et  l'équation  difl'érentielle  devient 

d^')  J^y-^iu-v-c^)^-v  =  0. 

\  du  /  du 

,  dv  c-v' 

ou,  en  remplaçant  -j-  par  v,  et  en  resolvant  par  rapport  h  v,     v  —  uv 


du  "         \  r         Vf  ,        —  j  _^  ^, 

Nous  reconnaissons  une  équation  de  Hlairaut.  On  sait  qu'elle  admet  pour  intégrale  générale 

V  =  \u- 


iH-A 

el  qu'elle  a  une  intégrale  singulière,  ([u'on  obtient  en  écrivant  (|ue  l'équation   (E,)   admet  une  racine 
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double  en    — .     ce  qui  donne     {u  —  v~c-f-^-iuv  =  0,     ou     (w-i-uf  —  2c-(u  — y)  +  c' =  0. 
du 

Remplaçons  alors  u  et  u  par  x-  et  y-;  les  courbes  intégrales  sont  des  coniques 

c-A 
(1)  2/'  =  Aa----j^-^- 

et  à  l'intégrale  singulière  correspond  un  ovale  de  Cassini    (.r^  +  i/-)-  — 2c-(x-  — 1/-)  + c^  =  0,     qui  est 
l'enveloppe  de  ces  coniques. 


L'équation  (1)  peut  s'écrire 


(2) 


I-hA 

X- 


c^A 


—  1  =  0, 


ou,  en  posant 


l  +  A 


=  >. 


l-c' 


—  1  =0. 


C'est  l'équation  générale  des  coniques  ayant  pour  foyers  les  points   F  et  F'   de  l'axe  des  x  qui  ont 

pour  abscisses  c  et    —  c. 

f       «  ^ 
3.  Écrivons  que  la  conique  (2)  passe  par  le  point   VU,  —p^  \,   nous  obtenons 


À     '    2(X  -  C-) 


—  1=0 


2).-^  _  5c^X  -+-  2c*  =  0. 


Cette  équation  admet  pour  racines  2c^  et  —  •   Il  passe  donc  deux  coniques  intégrales  par  le  point  P, 

et  ces  courbes  ont  pour  équations 

X-  +  2y-  —  2c^  =  0,  ^x-  —  2(/2  —  c^  =  0  ; 

la  première  est  une  ellipse,  et  la  deuxième  une  hyperbole  équilatére. 

à.  L'aire  de  l'ellipse  est  divisée  par  l'hyperbole  en  trois  parties  S„  S.,  S3. 

S,  =  aire  BPAP,,  S.  ==  aire  B'P'PBP.P,,  S3  =  aire  B'P'A'P,'  ; 
et  l'on  voit  immédiatement  que  S,  =  S,,  puisque  ces  aires 
sont  symétriques  par  rapport  à   Oy. 

Calculons  d'abord    S,  ;     S,  =  2  aire  BPF  -h  2  aire  PFA. 

Si  on  désigne  par   î/,   l'ordonnée  de  l'hyperbole  et  par   y, 
celle  de  l'ellipse,  on  a 

aire  BPF  =    /    y,dx,  aire  PFA  =    /    y,dx, 


y 

/^ 

vl 

l\\ 

— ■ 

y? 

<p 

Sj 

\  \ 

/ 

/ 

s,\ 

A'I    F' 

r  / 

K 

\ 

'h 

■'■ 

(y 

y^ 

\ 

et  comme    y, 


\A-T' 


1    ,__ 

!/o  =  -—^ic-  —a-, 


,  =  2  J   \/.r^  -^dx-^fl  j  v'2c^  ■ 


x-dx. 


Ces  deux  intégrales  se  calculent  facilement  au  moyen  de  la  formule  bien  connue 

xy/aj-  +  /.•        k 
(3)  .    .     -       .- 


En  faisant     a  =  1,     h  =  —  — -     on  a 


2  .  '    \/ax'-  -+- 1; 


■  dv 


2     ^  2  t     / 


dx 


*  2 
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/V,..-|.x  =  ^V-4-T'-('^\/''-î)- 


On  en  tire  aisément        2  /    yi- —dx  =  —^ ^L(l-i-/â). 

D'autre  part,  de  la  formule  (3;  on  déduit 


J./2F=^^dx  = ^_^c-j  -==-== __^,.arcsin^: 

_  r'^^î 7-.       _        c2 

puis  )/2  1  /ic-  —  x'-dx  =  —«-'S' 2 —■ 


On  obtient  alors 


le  l'ellipse  étant  égaux  à  c  et  c/2, 
S,  =-cV3— 2S.  =c=/-I11h-L(1  +  ^/2)1. 


D'autre  part,  les  demi-axes  de  l'ellipse  étant  égaux  à  c  et  c/2,   l'aire  de  l'ellipse  est  t.c-\/2;   par 
suite,  on  a 


PARROD. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Amblaro,  à  Ruines  (Cantal);  G.  Fodcrï,  à  Honnne  ;  H.  Janois,  à  Nanles:  H.  Mases,  à  Albi  ; 
abbé  E.  MooTOiNjà  Saint-Omer;  M.  Lamotte,  lycée  Janson  ;  G.  Peussieb,  à  Toulouse  ;  Louis  Sastoxi,  à  Chartres;  Jean  Socdet, 
lycée  de  Rouen  ;  Louis  Sire,  lycée  de  Nancy. 
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1545.  —  On  considère  la  droite  variable  A  qui  a  pour  équation  par  rapport  à  deux  axes  de  coor- 
données rectangulaires  Ox  et  Oy,     a;  cos  a -t- y  sin  a  —  p  =  0,     p  étant  une  fonction  de  a. 

1"  Déterminer  cette  fonction  de  a  de  façon  que  si  M  e>t  le  point  de  contact  de  A  avec  son  enveloppe  r, 

l'angle  de  la  droite  Ox  avec  la  droite  O.M  soit  égal  à  -^  i.   Calculer  les  coordonnées  de  M  en  fonction  de  a 

et  montrer  qu'on  peut  les  exprimer  rationnellement  en  fonction  de  tg— •    Former  l'équation  polaire  de  r 

quand  on  prend  0  pour  pôle  et  Ox  pour  axe  polaire. 

2°  Construire  la  courbe  V.  Cette  courbe  présente  une  boucle,  calculer  la  longueur  de  cette  boucle  et 
l'aire  limitée  par  cette  boucle. 

3°  On  abaisse  du  point  0  la  perpendiculaire  01  sur  A.  Déterminer  le  lieu  du  point  I.  Montrer  qu'il 
existe  un  rapport  constant  entre  l'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  01  et  l'arc  décrit  par  le  point  de  contact 
M  de  la  droite  A  avec  son  enveloppe. 

4o  Une  droite  quelconque  passant  par  l'origine,  d'angle  polaire  h  par  rapport  à  Ox,  rencontre  r  en 
trois  points  Mi,  Mj,  M3.  Montrer  que  les  tangentes  aux  points  M,,  H,,  M3  à  Y  forment  un  triangle  équi- 
latéral  admettant  l'origine  à  son  intérieur.  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  C  de  ce  triangle  en  fonc- 
tion de  0  et  trouver  le  lieu  de  C,   quand  9  varie. 

0°  En  un  point  M  variable  sur  T  on  mène  la  droite  A'  perpendiculaire  à  OM.  Déterminer  l'enveloppe 
r'  de  A'.    Calculer  les  coordonnées  du  point  M'  de  contact  de  A'  avec  son  enveloppe  en  fonction  de  a  et 

montrer  qu'on  peut  les  exprimer  rationnellement  en  fonction  de  tg  —  •    Former  l'équation  polaire  de  r'  quand 

on  prend  0   pour  pôle  et  Ox  pour  axe  polaire.  Construire  celte  courbe   T'. 
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1.  Le  point  où  la  droite  à  touche  son  enveloppe  s'obtient  ea  prenant  la  dérivée  de  l'équation  de  A 
par  rapport  à  a  et  résolvant  les  deux  équations  par  rapport  à  .r  et  y  : 

X  ces  su-  y  sin  a  —  p  =  0,  —  .r  sin  i  -h  y  cos  a  —  p'  =  0  ; 

d'où  X  et  y,  x  =  p  cosa  —  ;j'sin  2,  y  =  psina  +  p'cos  a. 

Nous  devons  donc  avoir 

P  cos  a — -«'sina  ,       3i  .2a 

-î- =  cotg  — -5  ou  p  sin  —  =  P  cos  — • 

p  sin  I  -hp'cos  a  2 

Cette  équation  ditférentielle  donne  p.   Elle  peut  s'écrire 


p  sin—  =  p 


dp 
P 


dcos  — 


et,  par  suite,  on  en  déduit 


cos- 


C  étant  une  constante  arbitraire. 

Nous  prendrons  C  comme  unité  de  longueur  et  nous  poserons,  par  conséquent,     . 

p  =: =  1-+-/'-,     en  désignant  par  t  la  valeur  de   tg—- 

co.s-  — - 
Nous  avons  d'ailleurs     p'  =  pt  =  (1  -i-t-)t;     par  conséquent,  les  valeurs  de   x   et  de  y  se   calculent 
aisément  et  sont    x  =  1  —  31-,    y  =  t{3  —  t-). 
La  courbe  est  donc  une  cubique  unicursale. 

,,  .  .  3a  a 

D'autre  part,  les  coordonnées  polaires  du  point  M    sont  fournies  par     <o  =  ^^    et     p  =  ?  cos  —  ; 

la  dernière  de  ces  équations  est  évidente  géométriquement.  L'équation  polaire  de  la  courbe  est  donc 

1 


2.  Pour  avoir  toute  la  courbe,  il  faut  faire  varier  u  dans  un  intervalle  d'étendue  6-.  Or,  si  nous 
changeons  a>  en  Sn  -+-  w,  p  se  change  en  —  ?,  et  nous  retrouvons  le  même  point.  Il  suffit  donc  de 
faire  varier  u  dans  un  intervalle  d'étendue  3-,  de  0  à  3-!z,  par  exemple.  Cela  posé,  il  est  visible  que 

deux  valeurs  équidistantes  de  -^1    ^  et    3-  — w,     donnent  deux  ?  égaux  et  de  signes  contraires; 

donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Ox, 
Jf  et  nous  aurons    une    première  moitié   de    la 

courbe  en  faisant  varier  w  de  0  à  -—-• 

Pour     to  =  0,      p  =  1;      nous    avons   le 
point  \  sur  Ox.  Quand   tu   croît,  0  augmente  : 


pour 


3v'3 


pour     0) 


Fig. I. 


point  double. 

Nous  avons  immédiatement 


p  =  8:     nous  avons  ainsi  les  deux  points  B  et 

C;    enfin     pour      10  =  ■-— ,     0    est    infini.   La 
2 

courbe  s'achève  par  syinélrie:  le  point  C  est  un 


P  =  ^  = 


par  conséquent  tg  V  est  inlini  au  point  A,  égal  à  v3  au  jioint  H,  à  —7-  au  point  C,  et  nul  à  l'inliui,  ce 
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a)  ~  to 

qui  est  évident  géométriquement.  Au  surplus  tg  V  est  toujours  égal  à    cot  — ;    et     V  =  ^ —■ 

Cherchons  l'asymptote   et,  pour   cela,    cherchons   la   limite   de     o  =  p  sin  (  w  —  -^  )  =pcosw, 

quand    oj   tend  vers    -^-    Cette   limite   est  infinie  et  négative,   car     cos  a>  =  4cos^ -^ 3cos—     et 

3 

0  =  4 La  branche  infinie  CD  est  donc  parabolique  dans  la  direction  Oy  (fi;/.  1). 


L'aire  de  la  boucle  est  le  double  de  la  partie  située  au-dessus  de    Ox;   or  celle-ci   est  engendrée 
par  le  rayon  vecteur  OM,  quand  tu  varie  de  0  à  -.  Nous  avons  donc 


A-    f'o-du,,  A  =    f 


Posons     {g  —  =  u  ;     nous  aurons     =  3  du,     et     =  (!-+-  u^)~  ; 


cos^- 


V3, 


par  suite,  A  =  3  /      (t  -^u-)'-du. 

«-    0 

Su-"        w° 

L'intégrale  indéfinie  est  m  H 1 •  ; 

3  o 

elle  est  nulle  pour    u  =  0,     et,  pour    u  =  ^'3,     elle    prend  la  valeur    — —  ;    donc    A  =  -ill— . 

3  5 

Pour  avoir  la  longueur  de  la  boucle,  nous  calculerons  ds  par   la  formule     ds-  =  dp-  -hp-dw-,     qui 

nous  donne 

ds-  =  (p^  +  p'^)(/w-,  puis,  •         ds-  =  '■ —  ,  ds  =  ; 


cos*—  cos'-— 

o  3 

en  effectuant  la  même  substitution  que  précédemment,    tg-r-  =  ii,    cette  différentielle  devient 

ds  =  3(1  -t-  u^)du; 

(1  -hu^jdit. 

a 

L'inté£;rale  indéfinie  est  u  -i 

°  3 

Elle  est  nulle  pour     u  =  0,     et,  pour     u  =  v'3      elle  prend  la  valeur  2\^.  Donc  la  longueur  totale 

de  la  boucle  est     l  =  l2</3. 

3.  Le  p  du  point  I  est  égal  à  p,  son  w  à  x.  Le  lieu  du  point  I  est  donc 

_        1        _  2         . 

„j  1  _(-  ces  (0 

cos^  -— 
2 

c'est  une  parabole  ayant  pour  foyer  l'origine  et  pour  sommet  le  point  A. 

1                                       dtuj 
L'aire  décrite  par  01  a  pour  différentielle    ofî  =  —  p-rfw,,  de  =  , 

2cos*-^ 

en  appelant  w,   l'angle  polaire  du  point   L    Or  nous  avons  vu  que    w,  =  a    et  que,  pour   le  point  M, 

3"        '"         ^       AT  .         .      ,       ,  ,  3rfa  ,  , 

t»  = -3-'     -TT  =  TT-     JNous  avons  donc  simultanément    rfio  =  — -— >  aw,  =  aa; 

202  2 
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puis 


rfs  = 1     do  = 


donc    ds  =  3rf<7,    et  par  suite,     s  =  3^,     en  prenant  pour  origine  de  l'arc  le  point  A,  et,  pour  origine 
de  l'aire,  le  rayon  OA. 

4.  Pour  avoir  trois  points  en  ligne  droite,    Mi,  M,  et  M3,    il  faut  donaer  à    w    les  trois  valeurs 

2 
0^     OH--,     0-1-2-,     comprises  dans  l'intervalle  de  variation  de  a.  Comme     a  =  — -w,     a  prend  les  trois 

90  20         2r  20         iit 

valeurs    — ' 1 — ;— >  -; — l — r~     et  les  trois  tangentes  en  ces  pomt^,  -A,,  A,  et  Aj,  ont  pour  equa- 

3  3  t>  *^  " 

lions 

90                 20              1                                 2ii-i-29                  271 -t- 26  1 

.,cos-  +  ;/sin-=  -,  xcos^ ^  y  sm -^— = -^^. 

cos^  —  cos'^ 

411-1-20                 4^4-20  1 

X  cos h  y  sin = 


.,  271-1-0 
cos^ 


3 

Les  normales  à  ces  droites  abaissées  de  l'origine  font  entre  elles,  deux  à  deux,  des  angles  de  120°; 
donc  les  trois  droites  forment  bien  un  triangle  équilatéral. 

L'origine  est  dans  la  région  négative  de  chacune  d'elles.  Appelons  h  la  hauteur  issue  de  l'un   des 

sommets,  prise  avec  le  signe  que  lui  donne  le  premier  membre  du  coté  correspondant.  Nous  aurons 

20                  20             i                                            'ir.  -+-  20                  27r  -H  20                  1 
a; cos -— -H  y  sin r  — '^'  *^°s 3 h;ysin  — =0, 

O  J  -i  0  3  3  TT  +  0  ' 


cos- 


3  3 

-l~ 

F 


4714-20            .     47i-h20                 I 
X  cos h  1/  sin =  0, 


et  si  nous  faisons  la  somme,       /«  =  — 


3 
1  l  1 


0               „  7:  -1-  0  „  ^7t  -t-  0 

cos-  —      cos- cos- 


3  3 

parce  que  les  coeîllcients  d'x  et  d'y  sont  nuls,  comme  il  est  aisé  de  s'en  rendre  compte.  Nous  voyons 
donc  que  h  est  négatif;  par  conséquent  l'origine  est,  par  rapport  à  chaque  côté,  du  même  côté  que  le 
sommet  opposé,  ce  qui  montre  bien  que  le  point  0  est  à  l'intérieur  du  triangle. 

Nous  voyons  en  outre  que  les  trois  hauteurs  sont  égales,  ce  qui  prouve  à  nouveau  que  le  triangle 
est  équilatéral. 

D'autre  part,  si  nous  appelons    >.  =  --,     la  distance  du  centre  du  triangle  à   chaque   côté,    nous 

avons  pour  les  coordonnées  de  ce  point 

i 

xcosa-i-i/sin« =  —  >^,  ou  x{i  —  /-')-t-^<t/  — (1 -)- /-j--+-X(l -1- <^j  =  0; 

a 

cos-  —- 

2 

a 

cette  éciuation  en  l  est  vériliée  par  les  trois  valeurs  de  tg —-  ([ui  corres[)oiulent  aux  trois  droites   A,, 

X  0  77-1-0  2k  -t-  0 

Aj,  A3.    En  outre,  ces  trois   valeurs  de    'g—   sont    tg -;— 5    tg — - — >    tg — ;     ce  sont  les  l'acines 

de  l'équalion  en    tg  — 5    quand  on  se  donne     tg((  =  lgO=i;     ce  sont  donc  les  racines  de  l'équation 
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3^  —  /' 

ou  P  —  3bl-  —  3t+h  =  0. 


1  —  3/- 
Nous  avons  ainsi,  pour  certaines  valeurs  de  ).,  a  et  b,  l'identité  que  voici  : 

(1  -4-  Ff —m-^p)— x{i  —  r-)  —  ity  =  (/  +  ix){e  —  ur-  -  3<-+-  6). 

Cette  identité  nous  fournit  les  relations 

ii-3h  =  0.  x-i-2  — X  =  — 3  — 3A.'^,  — 2y  =  /!/— 3u,  —x-l^i=bj.. 

On  en  déduit  immédiatement     2x+  1  =  —  3  —  126^,     y  =  U. 

'Sy- 
Le  lieu  de  ce  point  est  donc    2x  +  4h '—  —  0  :     c  est   une  parabole  ayant   pour  axe   Or,    pour 

sommet  le  point     a-  =  —  2,     et  pour  paramètre      -  •     Elle  tourne  sa  concavité  vers  les  .t  négatifs. 

5.  La  perpendiculaire  à  OM  au  point  M  a  pour  équation 

X  cos  (»  -H  y  sin  w  —  ,-  =  0,  ou  x  cos  "j  -^  y  sin  w =  0. 


sm— - 

La  dérivée  par  rapport  à  <«  est     —  x  sin  '"  -i-  y  cos  w =  0  ; 

cos'^ 

les  coordonnées  x  et  y  du  point  caractéristique  s'obtiennent  en  résolvant  les  deux  équations 

1       /  .       .     '"\  1 


Uos  u>  —  sin  (o  tg  y  j  >  ;/  = (  sin  «  _;-  cos  o>  tg  y  \ , 


4co  .     4<u 

cos-;-  sm— - 

3  o 

,  y  = — 


4to  4w  ^'> 

En  développant   cos-^   et   sin-—;    puis  remplaçant   tg—    par  ?,  nous  aurons 

3  o  3 

X  =  t'  —  Gt-^\,  (y  —  4?(1  — /-). 

Comme     —  =  —  i     '  =  tg — ■>     et  la  première  parlie  est  résolue. 
3         2  2 

4oj 
Si  maintenant  nous  posons     w'  =  -— >     le?  expressions  primitives  de  a;  et  de  ?/  peuvent  s  écrire 

.       ,  1  1 

X  =  pcos  "j',     y  ^  ?  sm  w  ,     avec    ?  = =  • r- 

cos'-—        cos'— - 
3  4 

1 


L'équation  de  r'  en  coordonnées  polaires  est  donc    ?  = 

cos'  -^ 
4 

Pour  construire  cette  courbe,  nous  remarquerons  qu'en  changeant  lo  en  ^w,  p  ne  change  pas; 
donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Ox,  et  il  suffit  de  faire  varier  w  dans  l'une  des  moitiés  de 
l'intervalle  total  ( — 4-,  -t-4-).  Il  suffira  donc  de  faire  varier  w  de  0  à  4tt.  D'autre  pari,  quand  on 
change  <u  en  4-— lo,  p  se  reproduit;  la  symétrie  par  rapport  à  Oj;  se  manifeste  de  nouveau  et  il 
suflit  finalement  de  faire  varier  "j  de  0  à  2-. 
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Dans  cet  intervalle    cos  —    décroit  de  1  à  0,  et  o  croît  de  1  à     -h  co  . 
4  ' 

La  limite  de  o  =  psia('o  —  27t)  =  psinoj, 

quand  u  tend  vers  2-it,  est  égale  à    —  ».     La  branche  infinie  est  donc  parabolique 
dans  la  direction  Ox  (fig.  2). 
Nous  avons,  en  outre, 

sin  — 

4  p 

?'  = '  -V  =  cot—  =  lg\  ; 


donc    V  =  -^ —  •      L'angle  V,  que  la  tangente  fait  avec  le  rayon  vecteur,  dé- 


"*     croit  régulièrement  de    —  à  0. 

La  dérivée  de     x  =  pcosw,     par  rapport  à  m,  est 


dx 
dio 


p  cos  co  —  p  sin  (0, 


3u 


elle  est  nulle  pour    =  -.      ou      w  =  — 

'4  3 

du  point  D  où  la  tangente  est  parallèle  à  Oi/. 


dx 
~d^ 


Nous  avons  ainsi  l'angle  polaire 


lîonnes  solutions  :    MM.  Audiueiit,  à  Marseille  ;   A.  Cottï,  à  Dijon  ;    P.  BàrEiLLK  ;   J.  de  Saint- 
Skrnin. 

Assez  bonnes  solutions  :  .MM.  R.  Aoscusn  ;  J.-D.  Dofadt  ;  .1.  et  G.,  à  Poitiers. 
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QUESTIONS  POSEES  AUX  EXAMENS  OllAUX  (fin). 

5960.  —  Le  cône  qui  a  pour  sommet  le  foyer  li'un  paraboloiile  de  révolutinn  et  |iour  base  une  section  plane  de  cette 
surface  est  de  révolution.  Déterminer  son  axe. 

50GI.   —  On  donne  un  ellipsoïde    — r+tr^T; 1=0;     trouver   réciuatioii  générale  des  quadri(|UfS  ([ui  couiu'iil 

oribogonalenii'nt  l'ellipsoïde  en  tous  leurs  points  communs. 

5902.  —  Démontrer  que  les  quatre  hauteurs  d'un  tétraèdre  sont  sur  un  h  yperboloïde. 

59(»;j.   —  Ktant  donnée  la  quadrique    2a;' +  y- -t- 3i' =  1,    montrer  qu'on  peut  exprimer  les  coordonnées  d'un  point 
en  fonction  rationnelle  de  dcu\  paramètres.  Même  (|uestion  pour  la  sphère    x' -f  }/  -t-s  '  =  t. 

5Î»<)4.  —  Si  une  sphère  coupe  une  quadrique  suivant  deux  cercles  situés  dans  des  plans  parallèles,  la  ([uadnque  est 
de  révolution. 

li^ Ç'  596."..  —  On  donne  un  cube  Am.DA'H'tyi)'  dont  le  ciMilre  est  à  l'origine  des  coordonnées  et  dont  les 

arêtes  sont  paiallèles  aux  axes.  TrouviM"  l'équatioji  de   1  liyporboloide  engendré    par  une  droite  s'appuyant 
sur  les  arêtes  A'D',  lili'  et  CD. 
.                                                                                                                                          a'         1/"         :' 
>^!  5966.  —  Lieu  des  projections  du  lenlre  d'un  hyperlioloide  a   une  nappe    — ^  + -n ; 1=0 


W 


U 


sur  les  (îénérntriccs. 
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5967.  —  Exprimer  qu'un  point  de  l'espace  se  trouve  sur  la  surface   engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur  deux 
droites  données  en  restant  parallèle  à  un  plan  donné. 

5968.  —  On  coupe  un  ellipsoïde    — —  -h-^r  -^  —;  —  1  =  0    par  le  plan    ux  -i-  vy  +  icz  =  0.     Trouver  les  longueurs 

û'  b-  C' 

des  axes  de  l'ellipse  section.  Peut-on  en  déduire  les  sections  circulaires  ? 

5969.  —  Lieu  des  sommets  des  cônes  cireonsirits  à  un  ellipsoïde  et  qui  sont  coupés  par  un  plan  suivant  un  cercle. 

5970.  —  Lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  h  un  ellipsoïde  et  dont  l'un  des  axes  de  symétrie  passe  par  le  centre 
de  l'ellipsoïde. 

X'        tf-        z^  X  —  Xd         y  —  Vù         z  —  So       /     . 

5971.  —  On  donne  un  ellipsoïde h  - —  -; 1  =  0    et  une  droite     =    —^  —  = tcrire 

a'        h-         c-  2  ii 

que  cette  droite  est  un  ase  pour  une  section  plane  de  l'ellipsoïde. 

5972.  —  Lieu  des  points  d'un  hjperboloïde  h  une  nappe  par  où  passent  deux  génératrices  rectangulaires. 

X-        y*        z- 

5973.  —  Ecrire  que  deux  droites  sont  conjuguées  par  rapport  à  l'ellipsoïde    — ;-  +  -jt"' — i *  =0. 

5974.  —  Aire  d'un  paraboloïde  de  révolution  compris  entre  le  sommet  et  un  parallèle. 

'V.  —  Géométrie  descriptive. 

5975.  —  On  donne  un  plan  par  son  échelle  de  pente  et  la  projection   horizontale  d'un  point  de  ce   plan.  Trouver  sa 
cote,  et  par  ce  point  mener  dans  le  plan  une  droite  de  pente  donnée. 

5976.  —  Angle  des  plans  projetant  une  droite. 

5977.  —  On  donne  un  tétraèdre  par  ses  deux  projections.  Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  arêtes  opposées. 

5978.  —  Perpendiculaire  commune  à  deux  droites  en  géométrie  cotée' 

5979.  —  On  donne  les  projections  de  deux  demi-diamètres  conjugués  d'uce  ellipse  ;  construire  les  projections  de  celte 
ellipse. 

5980.  —  On  donne  un  plan  par  son  échelle  de  pente.  Construire  dans  ce  plan  un  triangle  équilatéral  dont  un  côté  fait 
4Ô"  avec  les  horizontales  du  plan.  Ce  triangle  est  la  base  d'un  tétraèdre  régulier.  Projection  horizontale  de  ce  tétraèdre. 

5981.  —  On  donne  un  point  {f,  (')  et  une  droite  (D,  D')  ;  construire  les  projections  de  la  parabole  ayant  pour  foyer 
le  point  donné  et  pour  directrice  la  droite  donnée. 

5982.  —  On  donne  un  plan  déflni  par  son  échelle  de  pente.  Trouver  l'angle  qu'il  fait  avec  le  plan  horizontal.  Pro- 
jection horizontale  d'un  cercle  situé  dans  ce  plan. 

5983.  —  Construire  les  projections  d'un  cube  dont  la  diagonale  est  verticale. 

5984.  —  On  donne  deux  droites  en  géométrie  cotée;  reconnaître  si  elles  se  coupent.  Trouver  leur  angle  et  la  perpen- 
diculaire à  leur  plan  menée  par  leur  point  de  rencontre. 

5985.  —  On  considère  deux  droites  0.\  et  OB  qui  se  projettent  suivant  0.\'  et  OB'  sur  le  plan  horizontal  du  point  0. 
On  connaît  les  angles  A0.\',  BOB',  AOB.  Construire  l'angle  A'OB'. 

5986.  —  On  donne  deux  points  A  et  B  parleurs  projections  et  leurs  cotes.  On  suppose  que  la  droite  .\B  est  l'arête 
d'un  cube  et  que  la  face  qui  passe  par  AB  fait  45°  avec  le  plan  horizontal.  Construire  le  cube. 

5987.  —  On  donne  un  cube  dont  une  face  est  horizontale.  Faire  une  rotation  de  façon  que  l'une  des  diagonales  de- 
vienne verticale. 

5988.  —  On  donne  quatre  points  A,  B,  C,  D  par  leurs  projections  horizontales  et  leurs  cotes.  Trouver  l'échelle  de 
pente  du  plan  bissecteur  du  dièdre  AB. 

5989.  —  On  donne  quatre  points  .\,  B,  C.  D  dans  un  même  plan  et  un  point  S  en  dehors  de  ce  plan,  et  on  considère 
la  pyramide  iiyant  pour  sommet  le  point  S  et  pour  base  le  quadrilatère  ABCD.  Ponctuation.  Couper  cette  pyramide  par 
un  plan  de  façon  que  la  section  soit  un  parallélogramme. 

5990.  —  On  donne  un  point  et  trois  droites.  .Mener  par  le  point  un  plan  coupant  les  droites  sous  le  même  angle. 

5991.  —  Plus  courte  distance  d'une  horizontale  et  d'une  droite  quelconque. 

5992.  —  Mener  par  un  point  une  droite  rencontrant  deux  droites  données.  Cette  droite  et  chacune  des  deux  droites 
données  déterminent  un  plan  ;  trouver  l'angle  de  ces  deux  plans. 

5993.  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  horizontal.  On  considère  le  cône  supplémentaire.  Trouver  le 
contour  apparent  de  ce  cône.  Intersection  avec  une  droite;  plans  tangents  parallèles  à  une  droite  donnée. 

5994.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  quelconque  par  son  centre  et  son  rayon.  Contour  apparent  du  cylindre  ayant 
ce  cercle  pour  directrice  et  dont  les  génératrices  ont  une  direction  donnée. 

5995.  —  Un  cylindre  a  pour  directrice  une  ellipse,  située  dans  un  plan  donné  et  se  projetant  horizontalement  suivant 
un  cercle.  Mener  .à  ce  cylindre  des  plans  tangents  parallèles  il  la  ligne  de  terre. 

5996.  —  On  donne  une  sphère  et  un  plan.  Trouver  les  conteurs  apparents  du  cône  ayant  pour  directrice  la  section  de 
la  sphère  par  le  plan  et  un  sommet  quelconque. 

5997 .  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  horizontal.  TrouTer  les  plans  (autres  que  les  plans  horizontaux) 
qui  coupent  ce  cône  suivant  des  cercles. 
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599g    On  donne  un  cône  oblique  à  base  circulaire  horizontale.  On  le  coupe  par  un  plan  quelconque.  Mener  d'un 

point  0  du  plan  vertical  les  tangentes  à  la  projection  verticale  de  la  section. 

5999  _  Ln  cône  a  pour  base  un  cercle  dans  un  plan  de  profil;  trouver  les  sections  planes  qui  se  projettent  horizonta- 
lement suivant  des  cercles. 

6000.  —  On  donne  une  conique  dans  le  deuxième  bissecteur;  c'est  la  section  droite  d'un  cylindre.  Section  de  ce  cylindre 
par  un  plan  quelconque. 

600 1 .  —  Un  cône  a  pour  base  une  circonférence  située  dans  un  plan  et  définie  par  son  rabattement  autour  d'une  hori- 
zontale de  ce  plan.  Trouver  la  section  par  un  plan  de  bout  parallèle  à  une  des  génératrices  du  contour  apparent  vertical. 
Sommet  de  la  section. 

6002.  —  On  donne  deus  cercles  (o,  o)  et  (w,  u')  situés  dans  un  même  plan  horizontal  et  dont  les  centres  sont  dans 
un  même  plan  de  front.  Sur  une  droite  de  front  (F,  F')  passant  par  le  point  (m,  u)  on  prend  un  point  );,  s).  Trouver  l'in- 
tersection du  cylindre  qui  a  pour  base  le  cercle  (m,  w'j  et  les  génératrices  parallèles  à  (F,  F  )  avec  le  cône  de  sommet  (s,  .s) 
et  ayant  pour  base  le  cercle  (o,  o). 

6003.  —  Intersection  de  deux  cylindres  ayant  comme  directrice  commune  un  cercle  horizontal  et  dont  les  génératrices 
sont  respectivement  parallèles  à  une  frontale  et  à  une  ligne  de  profil.  Traiter  la  question  analytiquement,  et  chercher 
l'équation  de  la  projection  de  rinter>ection  sur  le  plan  horizontal. 

6004.  —  Intersection  de  deux  cylindres  de  front  dont  les  bases  sont  des  cercles  situés  dans  le  plan  horizontal. 

6005.  —  On  donne  dans  un  plan  horizontal  une  conique  ■;-  et  un  cercle  C.  La  conique  est  la  base  d'un  cône  de  sommet 
5.  Trouver  un  point  S  tel  que  le  cône  ayant  pour  sommet  S  et  pour  base  le  cercle  C  coupe  le  premier  cône  suivant  une 
courbe  présentant  un  point  de  rebroussement. 

6006.  —  On  donne  deux  hyperboles  horizontales  ayant  même  projection  horizontale.  Ce  sont  les  directrices  de  deux 
cônes  de  sommets  donnés.  Intersection  des  deux  cônes. 

6007.  —  On  donne  une  circonférence  dont  le  centre  est  sur  la  ligne  de  terre.  Ce  cercle  supposé  dans  le  plan  vertical 
est  la  directrice  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  horizontales.  Considéré  comme  étant  dans  le  plan  horizontal,  ce 
cercle  est  la  directrice  d'un  autre  cylindre  dont  les  génératrices  sont  de  front.  Intersection  des  deux  cylindres. 

6008.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  ellipses  ayant  un  foyer  commun.  Ce  sont  les  bases  de  deux  cônes 
dont  la  ligne  des  sommets  passe  par  le  foyer  commun.  Intersection  des  deu\  cônes. 

6009.  —  On  donne  deux  horizontales  .4  et  B,  et  une  droite  C  qui  les  rencontre.  Intersection  desdeux  cônes  engendrés 
parla  droite  C  tournant  autour  des  droites  A  et  B. 

6010.  —  On  donne  deux  cercles  o  et  Oi  égaux  et  tangents,  situés  dans  le  plan  horizontal,  la  ligne  des  centres  ooi  étant 
,,  ^^,  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Le  cercle  o  est  la  directrice  d'un  cône  de  sommet  (a,  a'),  et  le 
'i  I  cercle  o,,  la  directrice  d'un  cône  de  sommet  (Oi,  a\].  Intersection  des  deux  cônes. 

I I  6011.  —  On  donne  un  cercle    C  de  centre  (o,  o')  dans  le  plan  vertical  et  un  cercle  y  de 

centre  (w,  u)  dans  le  plan  horizontal.  Trouver  l'intersection  du  cône  qui  a  pour  sommet  (o,  o') 
et  pour  directrice  ,-  avec  le  cône  de  sommet  (u.  w')  et  de  directrice  C 

6012.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  horizontal  et  deux  points  sur  une  même  hori- 
zontale. Ce  sont  les  sommets  de  deux  cônes  ayant  pour  directrice  commune  le  cercle  donné. 
Intersection  des  deux  cônes. 
6013.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  cercles  de  centres  a  et  b,  tangents  intérieurement  au  point  c,  la  tan- 
gente commune  étant  la  ligne  de  terre.  Le  rayon  du  cercle  (a)  est  la  moitié  du  rayon  du  cercle  (6).  Le 
\s'  cercle  (fc|  est  la  directrice  d'un  cône  de  sommet  (s,  s')  et  le  cercle  (a)  est  la  directrice   d'un    cyUndre 

j  vertical.  Intersection  des  deux  surfaces. 

\c  6014.    —    On  donne    deux    cercles   horizontaux    dans    des    plans  horizontaux   différents:    le 

cercle  (C)  de  centre  [o,  o'\  et  le  cercle  (-.-)  de  centre  (■^,  u').  On  considère  le  cône  ayant  pour  base  (C) 
et  pour  sommet  (u,  u'),  et  le  cône  ayant  pour  base  (t)  et  pour  sommet  (o,  o').  Intersection  des  deux 
cônes. 

6015.  —  On  donne  deux  cercles,  l'un  dans  un   plan  de  front,  l'autre  dans  un  plan  horizontal.  Ils 
ont  même  rayon,  et  leurs  centres  sont  sur  une  même   ligne  de  rappel.  Le  centre  de  chacun  d'eux  est 
le  sommet  d'un  cône  passant  par  l'autre.  Intersection  de  ces  deux  cônes. 
6016.  —  Par  la  ligne  de  terre  mener  les  plans  tangents  à  une  sphère. 

<>017.  —  Sphère  inscrite  et  circonscrite  à  un  tétraèdre  régulier  dont  l'une  des  faces  est  horizontale. 
6018.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'une  sphère  en  géométrie  cotée. 

6010.  —  On  donne  les  projections  des  sommets  d'un  tétraèdre.  Construire  le  centre  de  gravité  de  ce  télraèilrc.On  considère 
uni'  sphîre  ayant  ce  point  pour  centre.  Heprésenter  la  portion  de  la  sphère  comprise  à  l'intérieur  du  tétraèdre. 

6020.  —  Plans  tangents  communs  à  trois  sphères  en  géométrie  cotée. 

6021.  —  Sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre  dont  l'une  des  faces  est  horizontale.  Tr.ices  de  la  sphère  sur  les  autres  faces. 

6022.  —  On  donne  deux  points  sur  une  même  verticale, ayant  pour  cotes  10  et  15.  Ce  sont  deux  points  diamétralement 
opposés  d'une  sphère.  iMener  à  cette  sphère  le  cône  circonscrit  ayant  pour  sommet  un  point  donné  de  cote  20. 

6023.  —  Mener  par  un  point  un  (dan  tangent  commun  à  deux  sphères. 

6024    —  On  donne  une  sphère  et  un  point  lumineux.  Ombre  de  la  sphère  sur  le  plan  de  front  qui  passe  par  le  centre. 

602."»  —  On  donne  en  géométrie  cotée  une  sphère  et  une  droite.  Mener  par  la  droite  un  plan  coupant  la  sphère  suivant 
un  cercle  de  rayon  donné. 

(i026.  —  On  donne  une  sphère  et  une  droite.  Représenter  la  portion  de  sphère  située  au-dessous  du  plan  déterminé  p.ar 
le  centre  et  la  droite. 
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6027    —  Peut-on  mener  par  un  point  deux  plans  tangents  rectangulaires  à  une  sphère  donnée  ? 

6028.  —  On  fait  tourner  un  cercle  de  front  autour  d'une  frontale  non  située  dans  son  plan.  On  demande  de  construire  les 
points  du  contour  apparent  horizontal  Ai:  la  surface  engendrée  qui  sont  situés  sur  un  parallèle  donné. 

6029.  —  Une  surface  de  révohilion  est  engendrée  par  une  courbe  du  plan  horizontal  tournant  autour  dune  droite  de 
front.  On  donne  la  projection  verticale  d'un  point  M  de  la  surface,  trouver  la  projection  horizontale  et  le  plan  tangent. 

6030.  —  Section  d'un  tore  par  un  plan  bitangent. 

6031.  —  Ombres  propres  d'un  tore  éclairé  par  des  rayons  paralliies.  La  projection  de  la  courbe  d'ombre  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  est  une  conchoide  d'ellipse.  Solutions  géométrique  et  analytique. 

6032.  —  On  donne  en  géométrie  cotée  un  cylindre  de  révolution  par  son  axe  et  son  rayon.  Intersection  avec  une  droite 
quelconque.  Section  du  cylindre  par  un  plan  vertical.  Mener  h  ce  cylindre  des  plans  tangents  parallèles  à  une  droite  donnée. 

6033.  —  Mener  par  un  point  une  droite  qui  soit  à  des  distances  données  de  deux  droites  données. 

6034.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  par  son  axe  et  son  rayon.  Mener  à  ce  cylindre  des  plans  tangents  parallèles 
à  la  ligne  de  terie. 

6035.  —  On  donne  un  segment  de  droite  AB  horizontal  et  une  droite  A  parallèle  à  la  ligne  de  terre. Construire  un  cube 
ayant  pour  arête  AB  et  tel  que  l'une  des  arêtes  parallèles  à  AB  rencontre  A. 

6036.  —  Construire  un  cylindre  de  révolution  ayant  un  axe  donné  et  tangent  h  un  cône  de  révolution  h  axe  vertical. 

6037.  —  Mener  une  normale  commune  à  la  ligne  de  terre  et  à  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  de  front. 

6038.  —  tn  géométrie  cotée,  on  donne  un  cône  de  révolution  par  son  axe,  son  sommet  et  son  demi-angle  au  sommet. 
Intersection  de  ce  cône  et  d'une  droite. 

6039.  —  Intersection  d'un  plan  vertical  et  d'un  cône  de  révolution  engendré  par  une  droite  quelconque  tournant  autour 
d'un  axe  quelconque  la  rencontrant. 

6040.  —  Un  cône  de  révolution  est  engendré  par  une  frontale  tournant  autour  d'un  axe  vertical.  Placer  sur  ce  cône  une 
ellipse  de  grandeur  donnée. 

0041.  —  On  donne  une  sphère,  un  point  S  et  une  droite,  et  on  considère  le  cône  circonscrit  à  la  sphère  de  sommet  S. 
Mener  à  ce  cône  des  plans  tangents  parallèles  à  la  droite. 

6042.  —  Trace  horizontale  d'un  cône  circonscrit  à  une  sphère. 

6043.  —  Intersection  d'une  droite  et  du  cône  circonscrit  à  une  sphère  ayant  pour  sommet  un  point  donné. 

6044.  —  On  donne  une  droite,  un  point  S  sur  cette  droite  ;  trouver  le  contour  apparent  d'un  cône  de  révolution 
admettant  le  point  S  pour  sommet,  la  droite  pour  axe,  et  ayant  pour  demi-angle  au  sommet  43».  Section  de  ce  cône  par  un 
plan  vertical. 

6045.  —  Mener  par  un  point  une  droite  faisant  des  angles  donnés  avec  les  pians  de  projection. 

6046.  —  Construire  un  cône  de  révolution  connaissant  trois  génératrices  ou  trois  plans  tangents. 

6047.  —  Section  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  de  bout.  Développement  de  la  section. 

60i8.  —  On  donne  une  droite  D  et  un  point  S  ?ur  cette  droite.  Construire  un  cône  de  révolution  ayant  pour  axe  la 
droite  D,  pour  sommet  le  point  S  et  tangent  à  un  cône  de  révolution  déûni  par  son  axe  et  une  génératrice. 

6049.  —  Déterminer  deux  cônes  de  révolution  égaux  et  tangents,  connaissant  leurs  axes  et  leurs  sommets. 

6050.  —  Normale  commune  à  un  cône  de  révolution  et  à  une  droite. 

6051.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  horizontal,  une  droite  A  et  un  point  M  situé  sur  A.  On  considère  Ihyper- 
boloïde  de  révolution  à  axe  vertical  ad-mettant  le  cercle  donné  pour  cercle  de  gorge  et  passant  par  le  point  M.  Intersection  de 
cette  surface  et  de  la  droite  A. 

6052.  —  Plan  polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical.  Courbe  de  contact  du 
cône  circonscrit. 

6053.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  dont  le  cercle  est  dans  le  plan  horizontal.  Trouver  la  conjuguée  de 
la  ligne  de  terre  par  rapport  à  la  surface.  Conjuguée  d'une  droite  quelconque. 

6054.  —  On  donne  deux  droites  quelconques  ;  trouver  les  contours  apparents  de  la  surface  engendrée  par  l'une  des 
droites  tournant  autour  de  l'autre. 

6055.  —  Une  surface  gauche  de  révolution  est  engendrée  par  une  verticale  tournant  autour  d'une  droite  de  front.  On 
prend  un  point  sur  la  verticale.  Construire  la  deuxième  génératrice  de  la  surface  qui  passe  par  ce  point. 

6056.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  plan.  La  section  est  prise  comme  base  d'un 
cône  de  sommet  donné.  Construire  les  contours  apparents  de  ce  cône  et  sa  trace  horizontale. 

6057.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  coupant  une  surface  gauche  de  révolution  h  axe  vertical  suivant  une  hyperbole 
équilatère. 

6058.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  coupant  suivant  une  paraliole  une  surface  gauche  de  révolution  engendrée  par 
une  verticale  tournant  autour  d'une  frontale.  Axe  de  la  parabole. 

6059.  —  Section  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  par  le  deuxième  bissecteur.  Asymptotes. 

6060.  —  On  considère  la  surface  gauche  de  révolution  engendrée  par  une  droite  quelconque  A  tournant  autour  d'un 
axe  quelconque  B;  trouver  un  point  de  la  surface,  le  plan  tangent  en  ce  point,  un  point  et  la  tangente  du  contour  apparent 
horizontal  ou  vertical. 

6061.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  droite.  Mener  par  la  droite  un  plan  de 
section  parabolique. 

6062.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  cercles  concentriques,  qui  sont  les  projections  horizontales  de  deux 
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cercles  de  cotes  différentes.  Existe-t-il  des  surfaces  gauclies  de  révolution  passant  par  ces  deux  cercles?  On  en  considère  une 
et  on  demande  de  lui  mener  des  plans  tangents  parallèles  à  un  plan  donné. 

6063.  —  En  géométrie  cotée,  on  donne  un  axe  vertical  et  une  droite  D  graduée,  qui  engendre  en  tournant  autour  de 
Taxe  une  surface  gauche  de  révolution.  Trouver  l'intersection  de  cette  surface  et  d'une  droite  A  dont  la  projection  horizontale 
est  parallèle  à  celle  de  D.  Cas  où  les  droites  D  et  A  sont  paiallèles. 

6064.  —  On  donne  une  surface  gauclie  de  révolution  à  axe  vertical  par  son  cercle  de  gorge  et  sa  trace  sur  un  plan 
horizontal.  Construire  une  génératrice  quelconque.  Par  un  point  de  cette  génératrice,  on  mène  une  droite  quelconque  D,  et 
on  demande  de  mener  par  la  droite  D  les  plans  tangents  à  la  surface. 

6065.  —  L'n  hyperboloïde  est  engendré  par  une  droite  de  front  tournant  autour  d'un  axe  vertical.  Trouver  sur  une 
génératrice  de  la  surface  un  point  tel  que  le  plan  tangent  en  ce  point  passe  par  un  point  donné. 

6066.  —  On  donne  deux  cercles  horizontaux  ayant  leurs  centres  sur  une  même  verticale  et  pour  cotes  0  et  5.  On 
considère  la  surface  gauche  de  révolution  passant  par  ces  deux  cercles  et  admettant  l'un  d'eux  comme  cercle  de  gorge.  Mener 
un  plan  coupant  la  surface  suivant  une  parabole  et  passant  par  une  horizontale  de  cote  4. 

6067.  —  On  donne  trois  droites  horizontales  de  cotes  0.  1,  2,  qui  définissent  un  paraboloïde  hyperbolique.  Dans  quel 
^       cas  cette  surface  a-t-elJe  des  plans  directeurs  rectangulaires?  Mener  par  une  droite  quelconque  un  plan  coupant  le  parabolo'ide 

suivant  une  parabole. 

6068.  —  On  considère  un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  deux  génératrices  et  un  plan  directeur  horizontal.  On 
le  coupe  par  un  plan  parallèle  à  l'axe.  Trouver  le  sommet  de  la  parabole  section. 

6069.  —  On  considère  une  surface  réglée  définie  par  une  verticale,  une  droite  de  bout  et  une  parallèle  à  la  ligne  de 
terre.  Intersection  de  cette  surface  et  d'une  droite. 

6070.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  ayant  pour  plans  directeurs  les  plans  de  projection.  Trouver  son 
intersection  avec  une  droite  quelconque. 

6071.  —  On  donne  en  géométrie  cotée  une  verticale  et  deux  droites  qui  définissent  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 
Figurer  des  génératrices  de  la  surface,  appartenant  aux  deux  systèmes. 

6072.  —  On  a  quatre  droites  horizontales  rencontrant  une  droite  donnée  verticale.  ¥  a-t-il  une  autre  droite  rencon- 
trant ces  quatre  droites.  Examiner  le  cas  où  les  quatre  horizontales  ne  rencontrent  pas  une  même  verticale;  trouver  une 
droite  les  rencontrant  toutes  les  quatre. 

6073.  —  Deux  paraboloides  ayant  un  plan  directeur  commun  ont  une  génératrice  commune  à  l'infini. 

6074.  —  On  donne  une  horizontale  et  trois  points  A,  B,  C  sur  cette  droite.  Par  le  point  .\  on  mène  une  verticale,  par 
le  point  I!  une  ligne  de  bout  et  par  le  point  C  une  parallèle  à  la  ligue  de  tene.  Ces  trois  droites  définissent  un  hyperboloïde 
à  une  nappe.  Déterminer  le  plan  tangent  à  cette  surface  en  un  point  de  l'horizontale  donnée. 

6075.  —  On  donne  deux  droites  définies  par  leurs  projections  horizontales  graduées.  Ce  sont  deux  génératrices  d'un 
paraboloïde  hyperbolique  admettant  le  plan  horizontal  comme  plan  directeur.  On  donne  la  projection  horizontale  d'un  point 
de  la  surface,  trouver  sa  projection  verticale  et  les  génératrices  qui  y  passent. 

6076.  —  Trouver  une  horizontale  s'appuyant  sur  trois  droites  données. 

6077.  —  On  donne  une  verticale  et  quatre  droites  quelconques  la  rencontrant.  Existe-t-il  d'autres  droites  rencontiant 
ces  quatre  droites  ?  Les  construire. 

6078.  —  On  considère  deux  droites  de  profil  qui  sont  les  génératrices  d'un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur 
horizontal.  Déterminer  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  parallèlement  à  une  direction  quelconque. 

6079.  —  Circonscrire  un  cône  de  sommet  donné  à  un  paraboloïde  hyperbolique  ayant  pour  plans  directeurs  les  plans 
de  projection. 

6080.  —  On  donne  deux  borizontales  quelconques  ;  ce  sont  deux  génératrices  d'un  paraboloïde  hyperbolique  dor.t  le 
deuxième  plan  directeur  est  le  deuxième  bissecteur.  Déterminer  une  génératrice  quelconque  de  chaque  système,  et  le  plan 
timgent  en  un  point. 

6081.  —  On  donne  trois  droites  D,,  Ds,  D3.  Un  paraboloïde  hyperbolique  a  pour  génératrices  Di,  D.,  et  pour  plan 
directeur  le  plan  horizontal.  Un  autre  a  pour  génératrices  Di,  D3  et  même  plan  directeur.  Intersection.  Étude  analytique. 

6082.  —  On  donne  trois  droites  dont  les  projections  horizontales  sont  parallèles  et  par  un  point  de  l'une  on  mène  une 
droite  ciuelconque  A.  'Prouver  l'intersection  de  A  avec  le  paraboloïde  défini  par  les  trois  droites  données. 

6083.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  équilatèi'e  est  défini  par  deux  droites  de  front  et  un  plan  directeur.  Trouver  le 
sommet,  (juel  est  le  lieu  de  l'axe,  quand  le  plan  directeur  varie? 

6084.  —  Trouver  une  horizontale  rencontrant  trois  droites  données  dont  lune  est  verticale. 

6085.  —  On  donne  une  ellipse  dans  un  plan  horizontal,  et  une  droite  I)  rencontrant  cette  ellipse  au  point  <;.  Cons- 
truire un  ellipsoïde  de  révolution  passant  par  cette  ellipse,  tel  que  le  plan  tangent  en  a  contienne  la  droite  D,  et  que  la 
projection  verticale  de  l'axe  passe  par  un  point  donné  \> . 

6086.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  sphère  inscrite.  Intersection  de  l'hyperboloide 
et  d'un  cône  circonscrit  A  la  sphère. 

6087.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front,  défini  par  sa  méridienne  principale,  et  un  point  a  du 
plan  horizontal.  Mener  par  le  point  a  des  tangentes  au  contour  apparent  horizontal  de  l'ellipsoïde. 

6088.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  .à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  qui  a  pour  directrice  un 
parallèle  de  la  surface. 

6089.  —  tJn  donne  dans  le  plan  horizontal  une  ellipse  et  une  hyperbole  ajant  un  foyer  commun.  Chaque  courbe 
tourne  autour  de  son  axe  focal.  Inicrserlion  des  surfaces  engendrées. 

G090.  —  Un  cûne  a  pour  base  dans  le  plan  vertical  un  cercle  tangent  4  la  ligne  de  terre  ;  son  sommet  est  dans  le  plan 
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horizontal.  Un  cylindre  a  pour  base  d.ins  le  plan  horizontal  un  cercle  tangent  à  lu  ligne  de  terre  au  même  point  que  le 
premier  ;  les  génératrices  sont  de  front  et  inclinées  à  45°.  Intersection. 

609 1 .  —  Un  tiyperboloide  de  révolution  est  défini  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice  de  front  G.  Un  cône  a  pour 
hase  dans  le  plan  du  cercle  de  gorge  un  cercle  concentn<|iie  de  rayon  double  et  pour  sommet  un  point  de  la  droite  G. 
Intersection. 

0092.  —  On  donne  une  verticale  A  et  une  frontale  B.  Trouver  les  asymptotes  de  l'intersection  de  la  surfare  engendrée 
par  A  tournant  autour  de  B  et  de  la  surface  engendrée  par  B  tournant  autour  de  A. 

6093.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  est  défini  par  2  droites  A  et  B  et  un  plan  directeur  horizontal.  Intersection  de 
ce  paraboloïde  et  d'un  cylindre  ayant  pour  génératrice  A  et  pour  base  un  cercle  horizontal. 

6094.  —  On  donne  deux  droites  A  et  B  dans  un  même  plan  de  front.  Une  verticale  tournant  autour  de  ces  droites  en- 
gendre deux  surfaces  dont  on  demande  l'inter-icction. 

6095.  —  Trouver  sur  un  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical  une  courbe  telle  que  les  normales  à  l'hyperboloide 
en  tous  les  points  de  la  courbe  rencontrent  la  ligne  de  terre. 

6096.  —  On  donne  deux  cercles  horizontaux  et  une  droite  qui  les  rencontre.  Démontrer  qu'il  existe  un 
hyperboloide  à  une  nappe  passant  par  ces  cercles  et  la  droite. 

6097.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  définie  par  une  génératrice  de  front  G.  On  demande 
l'intersection  de  cette  surface  et  d'un  paraboloïde  hyperbolique  ayant  un  plan  directeur  horizontal  et  passant  par  la  droite 
G  et  par  une  autre  droite  D. 

6098.  —  On  considère  deux  paraboles  ayant  même  foyer  et  situées  dans  un  même  plan.  On  les  fait  tourner  autour  de 
leurs  axes.  Intersection  des  surfaces  engendrées. 

6099.  —  Deux  cônes  de  révolution  sont  circonscrits  à  unemême  sphère;  intersection  de  ces  deux  cônes. 

6100.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  :\  axe  vertical  et  une  droite  de  front.  On  fait  tourner  l'axe  du 
paraboloïde  autour  de  la  droite  de  front  ;  elle  engendre  un  hyperboloide  de  révolution.  Intersection  des  deux  surfaces. 

6101.  —  Trouver  lf%  contours  apparents  d'un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  donné  et  pour  base  une  section 
plane  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

6102.  —  On  donne  deux  cônes  de  révolution  à  axe  vertical  et  ayant  leurs  génératrices  parallèles.  L'un  de  ces  cônes  est 
le  cône  asymptote  d'un  hyperboloide  à  une  nappe  qui  est  défini  par  un  point.  Trouver  l'intersection  de  cette  surface  avec 
l'autre  cône. 

6103.  —  On  donne  une  droite  {ab,  a'b')  qui  est  le  grand  axe  d'une  ellipse  dont  le  petit  axe  est  égal  au  quart  du  grand 
axe.  Cette  ellipse  en  tournant  autour  de  son  grand  axe  engendre  un  ellipsoïde  de  révolution.  Trouver  le  contour  apparent 
de  cette  surface. 

6104.  —  On  donne  une  droite  {ab,  a'b')  et  un  point  {f,  f)  sur  cette  droite  situé  entre  A  et  B.  On  considère  le 
paraboloïde  de  révolution  ayant  pour  sommet  (0,1'),  pour  foyer  (/',  f),  et  on  le  coupe  par  un  plan  passant  par  (6,6')  et 
perpendiculaire  à  l'axe.  Construire  les  contours  apparents  du  solide  ainsi  obtenu. 

6105.  —  On  donne  les  projections  d'une  droite,  qui  est  l'axe  d'un  cylindre  de  révolution  de  rayon  donné.  Trouver  les 
contours  apparents;  tracer  une  section  droite.  Ombres  du  corps  limité  à  une  section  droite  et  à  une  section  par  un  plan 
vertical. 

6106.  —  On  donne  quatre  points  A,  B,  C,  S.  Représenter  le  cône  ayant  pour  sommet  le  point  S  et  pour  directrice  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  Construire  la  sphère  passant  par  le  cercle  et  par  le  point  S. 

6107.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Sur  ce  cylindre  est  posée  une 
sphère  de  rayon  plus  petit  que  celui  du  cylindre.  On  éclaire  le  système  par  des  rayons  parallèles,  dont  les  projections  sont 
inclinées  à  45°  sur  la  Ugne  de  terre.  Ombre  portée  par  la  sphère  sur  le  cylindre. 

6108.  —  On  donne  un  cercle  de  front,  et  un  diamètre  horizontal  u'b'  de  ce  cercle.  On  fait  tourner  ce  cercle  autour  de 
la  tangente  au  point  a'.  Il  engendre  un  tore,  et  on  demande  l'intersection  de  ce  tore  et  du  cône  qui  a  pour  base  le  cercle 
d'êquateur  du  tore  et  pour  sommet  un  point  quelconque  situé  sur  la  verticale  du  point  b'. 

6109.  —  On  considère  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical,  tournant  sa  concavité  vers  le  haut.  On  le  limite 
au  parallèle  dont  le  plan  passe  par  le  foyer,  et  on  demande  l'ombre  portée  par  les  bords  sur  l'intérieur,  les  rayons  lumineux 
étant  parallèles. 

6110.  —  On  considère  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical,  le  sommet  étant  vers  le  haut.  Sur  ce  paraboloïde 
est  placé  un  disque  horizontal,  ayant  son  centre  au  sommet.  Ombres  du  système,  les  rayons  lumineux  ayant  leurs  projec- 
tions inclinées  à  43°  sur  la  ligne  de  terre. 

6111.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal;  c'est  la  directrice  d'un  cône  de  révolution.  On  coupe  ce  cône 
par  un  plan  horizontal,  on  obtient  un  tronc  de  cône.  Ombres  propres  et  ombres  portées  de  ce  tronc,  pour  des  rayons 
lumineux  émanés  d'un  point. 

6112.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

6113.  —  On  considère  une  surface  gauche  de  révolution  et  une  droite  D.  On  construit  deux  génératrices  de  même 
système  G  et  Gi,  dont  les  projections  horizontales  sont  parallèles  à  la  projection  horizontale  de  la  droite  D.  On  demande 
l'intersection  de  l'hyperboloïde  et  du  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  les  trois  droites  D,  G  et  Gi. 

6114.  —  On  fait  tourner  une  droite  quelconque  G  autour  de  deux  axes  verticaux.  Reconnaître  si  les  hyperboloïdes 
engendrés  sont  tangents  et  trouver  les  points  de  contact. 

6115.  —  On  donne  une  sphère  et  un  cône  ayant  son  sommet  au  point  le  plus  haut  de  la  sphère.  La  directrice  du  cône 
est  un  cercle  dont  le  rayon  est  égal  au  rayon  de  la  sphère,  dont  le  centre  est  le  point  le  plus  à  gauche  de  la  sphère,  et 
dont  le  plan  est  de  profil.  Intersection  des  deux  surfaces. 
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6116.  —  On  donne  dans  un  plan  de  front  une  verticale  et  deux  droites  quelconques.  On  fait  tourner  la  verticale 
successivement  autour  des  deux  autres  droites.  Intersection  des  cônes  ainsi  obtenus. 

6-117  _  Intersection  dun  paraboloîde  de  révolution  il  axe  vertical  et  d'un  cône  ayant  pour  sommet  le  sommet  du 
paraboloîde  et  pour  directrice  un  cercle  horizontal  quelconque. 

6118.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  tangent  h  la  ligne  de  terre  au  point  a,  et  une  droite  G  située 
dans  le  plan  vertical  et  passant  par  le  point  a.  Ce  cercle  est  le  cercle  de  gorge  d"une  surface  gauche  de  révolution,  dont  G 
est  une  génératrice.  On  demande  l'intersection  de  celte  .surface  et  d'un  cône  qui  a  pour  sommet  un  point  situé  sur  la 
verticale  du  point  a  et  pour  directrice  le  cercle  de  gorge.  Traiter  la  question  analytiquement. 

6119.  —  On  donne  une  droite  de  front  limitée  (a(<,  a'h').  C'est  le  grand  axe  d'un  ellipsoïde  de  révolution.  Le  petit 
axe  est  la  moitié  du  grand.  On  éclaire  cette  surface  avec  des  rayons  lumineux  de  front.  Ombre  portée  sur  le  plan  horizontal. 

6120    —  On  donne  une  sphère  et  une  droite  de  front  passant  par  le  point  le  plus  en  avant  de  la  sphère.  Cette  droite 
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est  l'axe  d'un  cylindre  de  révolution  dont  le  rayon  est  égal  aux  —  du  rayon  de  la  sphère.  Intersection  du  cylindre  et  de  la 

sphère. 

6121.  —  Ombre  de  la  niche,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles  et  à  45". 

6122.  — ',0n  donne  une  sphère,  une  verticale  passant  par  le  centre  et  une  droite  quelconque  (géométrie  cotée).  On 
demande  l'intersection  de  la  sphère  et  du  paraboloîde  hyperbolique  engendré  par  une  horizontale  s'appuyant  sur  la  verti- 
cale et  la  droite. 

6123.  —  Intersection  dune  sphère  et  d'un  cylindre  de  révolution  vertical  tangent  à  la  sphère  au  point  le  plus  en 
avant  et  ayant  pour  rayon  la  moitié  du  rayon  de  la  sphère. 

6124.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  qui  est  le  cercle  de  gorge  d'une  surface  gauche  de  révolution. 
Celte  surface  est  définie  en  oulre  par  une  généralrice  de  front  G.  Parle  centre  0  du  cercle  on  mène  une  droite  O.A  paral- 
lèle à  G.  Trouver  l'intersection  de  la  surface  gauche  avec  le  cylindre  engendré  par  la  droite  G  tournant  autour  de  OA. 
Traiter  la  question  analytiquement. 

6125.  —  Intersection  d'une  sphère  avec  un  cylindre  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  du  centre,  et 
dont  les  génératrices  sont  de  front. 

6126.  —  On  donne  un  hyperboloide  de  révolution  dont  ie  cercle  de  gorge  est  dans  le  plan  horizontal.  In  cône  a  pour 
sommet  un  point  de  l'hyperboloide  situé  dans  le  plan  de  front  de  l'axe  :  la  directrice  de  ce  cône  est  un  cercle  orthogonal  an 
cercle  de  gorge.  Intersection  du  cône  et  de  l'hyperboloide.  Traiter  la  question  analytiquement. 

6127.  —  On  donne  un  paraboloîde  de  révolution  à  axe  vertical  ;  construire  le  plan  polaire  d'un  point,  et  la  droite  conjuguée 
d'une  droite  donnée. 

6128.  —  On  donne  une  sphère,  un  point  S  sur  le  diamètre  vertical  et  une  droite  de  front  F  passant  par  le  point  S. 
Cette  droite  est  l'axe  d'un  cône  de  révolution  de  sommet  S  et  ayant  pour  demi  angle  au  sommet  45°.  Intersection  du  cône  et 
de  la  sphère. 

6129.  —  Construire  les  projections  d'un  hémisphère  obtenu  en  coupant  une  sphère  donnée  par  un  plan  vertical.  Ombre 
propre  et  ombre  portée  de  l'hémisphère. 

(J130.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  ayant  pour  base  un  cercle  C  dans  le  plan  horizontal.  On  prend 
un  point  sur  l'une  des  génératrices  de  contour  apparent  vertical  ;  c'est  le  sommet  d'un  deuxième  cône  qui  a  pour  directrice' 
un  cercle  ('.'  tangent  intérieurement  au  cercle  C,  le  point  de  contact  étant  sur  la  deuxième  génératrice  de  contour  apparent 
verlical,  et  le  rayon  de  C  est  moitié  du  rayon  de  C.  Intersection  des  deux  cônes. 

6131.  —  lipprésenter  en  géométrie  cotée  un  ellipsoïde  reposant  sur  le  plan  horizontal  en  ini  de  ses  ombilics. 

6132.  —  On  donne  une  hélice  tracée  sur  un  cjlindre  de  révolution  à  axe  vertical.  Ombre  de  cette  hélice  sur  le  plan 
horizontal,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles.  Ktude  analytique. 

6133.  —  On  donne  deux  sphères  égales,  tangentes,  placées  l'une  sur  l'autre.  On  éclaire  le  tout  par  des  rayons  lumineux 
de  front  h  45"  sur  le  plan  horizontal.  Ombre  portée  par  la  première  sphère  sur  la  seconde. 

6134.  —  On  donne  une  sphiri»  et  un  cône  de  révolution  .à  axe  vertical,  dont  la  hase,  égale  au  grand  cercle  de  la  sphère, 
est  dans  le  plan  langent  horizontal  le  plus  bas  de  la  sphère,  et  a  son  centre  dans  le  même  plan  de  front  que  le  centre  de  la 
sphère.  On  prend  un  point  dans  ce  plan  de  front  qui  éclaire  la  sphère.  Ombre  portée  par  la  sphère  sur  le  cône. 

6135.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  verlical,  limité  à  son  sommet  et  à  un  plan  lioiizontal,  et  une  sphère 
dont  le  centre  est  dans  le  plan  horizontal  du  sommet  du  cône.  On  éclaire  le  cône  par  des  rayons  de  front  parallèles.  Ombre 
porléc  par  le  cône  sur  la  sphère. 

6136.  —  On  considère  un  cylindre  de  révolution  verlical  ;  on  le  coupe  par  un  plan  de  bout.  I.a  section  est  la  base  d'un 
cône  de  sommet  donné.  Trouver  les  contours  apparents  du  cône.  Trouver  les  plans  qui  coupent  le  cône  suivant  des  coniques 
qui  se  projettent  horizontalement  suivant  des  cercles. 

6137.  —  On  considère  un  paraboloîde  de  révolution  à  axe  verlical,  et  un  cercle  horizontal.  Ce  cercle  est  la  hase  d'un 
cône  qui  a  pour  sommet  le  sommet  du  paraboloîde.  Intersection  des  doux  surfaces.  Etudier  la  question  analytiquement. 

613H.  —  On  donne  un  tore  K  axe  verlical  et  une  circonférence  tangente  au\  deux  cercles  de  contour  apparent  verlical, 
intérieurement  a  l'un  cl  extérieurement  il  l'autre.  Otte  circonférence  est  le  grand  cercle  d'une  sphère.  Intersection  de 
celte  sphère  et  du  tore.  Montrer  que  l'intersection  se  compose  de  deux  cercles. 

6139.  —  On  donne  un  paraboloîde  hyperbolique  ayant  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal.  Intersection  de  celte 
surface:  et  d'un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  une  génératrice  horizontale  de  paraboloîde. 

6140.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  d'axe  verlical  et  déûnic  par  une  génératrice  de  front  G.  Celle-ci 
est  l'axe  d'un  p.araboloîde  de  lévolution.  Trouver  l'intersection  des  deux  surfaces.  A 
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VI.  —  Cinématique. 

6141 .  —  On  considère  un  mouvement  plan  tel  que  à  chaque  instant  la  vitesse  et  l'aocélératiou  totale  soient  représentées 
par  deux  vecteurs  rectangulaires  et  égaux.  Quel  est  ce  mouvement? 

(>142.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  .V  sur  le  cercle.  Un  point  mobile  B  décrit  le  cercle  d'un 
mouvement  imiforme  Sur  la  tangente  au  point  B  on  prend  BM  =  arc  BA  (en  sens  contraire  du 
mouvement  de  Eî).  lîtudier  le  mouvement  du  point  M. 

G143.  —  Une  barre  ûxe  roule  uniformément  sur  un  cercle.  Etudier  le  mouvement  d'un  point  lié 
invariablement  à  la  barre. 

6144.  —  Deux  points  de  masses  égales  parcourent  lieux  cercles  situés  dans  des  plans  parallèles 
avec  des  vitesses  angulaires  égales,  mais  en  sens  contraires.  Mouvement  du  centre  de  gravité. 

6145.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  des  xy  qui  est  parcouru  par  un  mobile  iM  d'un  mouvement  uniforme  dont  la 
vitesse  angulaire  est  u.  l'n  deuxième  mobile  .M'  parcourt  un  cercle  du  plan  îles  .r;  avec  la  même  vitesse.  Etudier  le  mou- 
vement du  milieu  de  MM'. 

6146.  —  On  donne  une  droite  A  et  un  point  0.  Sur  A  se  ment  un  point  M  d'un  mouvement  uniforme.  Sur  la  droite  0*1 
on  prend  nn  point  I'  tel  que    OP  =  y^a.OM.     Etudier  le  mouvement  du  point  P. 

0147.  —  Un  plan  mobile  glisse  sur  un  plan  fixe.  Comparer  la  vitesse  d'un  point  du  plan  mobile  à  celles  de  tous  les 
autres.  Centre  instantané  de  rotation. 

6148.  —  L'extrémité  A  d'un  segment  de  droite  AB  décrit  une  droite  a  d'un  mouvement  uniforme,  pendant  que  le 
point  B  se  déplace  dans  un  plan  contenant  A  d'un  mouvement  uniforme,  de  même  vitesse  que  A.  Trouver  la  trajectoire  du 
point  B. 

6149.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires.  Une  droite  t}M  =a  tourne  autour  du  point  0  dans  le  plan  xOi/  d'un 
mouvement  uniforme  de  vitesse  angulaire  m.  Dans  le  plan  sOM  une  droite  MP  tourne  autour  du  point  M  d'an  mouvement 

uniforme  de  vitesse  angulaire  — .    Au  temps    t  =  0,    MO  est  sur  Oj  et  MP  sur  O.M.  Trouver  le  lieu  de  la  droite  Ml*. 

P 

0150.  —  In  point  parcourt  la   conique     ?  =  . avec   une  vitesse   constante.    Calculer  l'accélération    eu 

1  —  e  l'os  w 
chaque  point  et  en  déduire  le  rayon  de  courbure. 

6151 .  —  Un  point  parcourt  une  parabole  de  façon  que  sa  projection  sur  l'axe  ait  un  mouvement  uniforme.  Héterminer 
l'accélération. 

6152.  —  Une  droite  D  tourne  autour  d'un  axe  A  qu'elle  rencontre  au  point  0,  le  mouvement  de  rotation  étant  uni- 
forme. Sur  D  se  meut  un  point  M  d'un  mouvement  uniformément  accéléré,  et  tel  qu'au  point  0  la  vitesse  est  nulle. 
Etudier  le  mouvement  du  point  M. 

6153.  —  Un  plan  mobile  P  glisse  sur  un  plan  fixe  Q  suivant  une  certaine  loi.  Trouver  dans  le  plan  P  le  lieu  des  points 
qui  à  un  instant  donné  ont  une  vitesse  donnée  en  grandeur. 

6154.  — On  considère  un  corps  solide  qui  se  déplace  dans  l'espace.  Trouver  le  lieu  des  points  du  corps  tels  qu'à  un  instant 
donné  les  vitesses  de  ces  points  passent  par  un  point  0  fixe  de  l'espace. 

6155.  —  Un  point  décrit  la  lemniscate    (.(,■- -l- !/*)'-— a-.ry  =  0    suivant  la  loi  des  aires.  Trouver  l'accélération. 

6156.  —  Composition  de  deux  mouvements  vibratoires  simples, 

6157.  —  Un  segment  de  droite  se  déplace  dans  un  plan.  Trouver  l'enveloppe  des  vitesses  des  points  du  segment  à  un 
instant  donné. 

■VU.  —  Dynamique. 

6158.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Of,  0//,  0;.  Étudier  le  mouvement  d'un  point  M  soumis 
à  l'action  d'une  force  perpendiculaire  au  plan  MO;  et  proportionnelle  à  la  distance  du  point  M  à  0;. 

6159.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  attiré  par  un  centre  lise  proportionnellement  à  la  distance. 

6160.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires.  Un  point  M  est  soumis  à  deux  forces  :  l'une  MF  rencontre  0;,  lui  est 
perpendiculaire  et  est  proportionnelle  à  la  distance  de  M  à  0:  ;  l'autre  MF'  passe  par  un  point  U\e  P  de  i)x  et  est  égale  à 

K 
— „  •    Y  a-t-il  une  fonction  des  forces  ?  Surfaces  de  niveau. 
MP- 

6161.  —  Déterminer  une  courbe  passant  par  l'origine  0  telle  que  si  on  abandonne  au  pjint  0  sans  vitesse  initial.;  un 
point  pesant  sur  cette  courbe  (sans  frottement)  on  ait  la  relation    /  =  /'(.s). 

6162.  —  On  donne  sur  Ox  un  point  A  attiré  par  le  point  0  par  une  force  F  =  f(x],  (x  =  Oa).  .\u  bout  de  combien 
de  temps  le  point  A  est-il  au  point  0  î  Cas  où     fix)  =  x^. 

6163.  —  Avec  quelle  vitesse  faut-il  lancer  suivant  la  veiticale  un  point  matériel  pesant  pour  ([u'il  ne  retombe  plus 
sur  la  terre. 

6164.  —  Soit  AB  le  diamètre  vertical  d'un  cercle  vertical,  par  le  point  le  plus  bas  A  on  lance  un  point  matériel  pesant 
sur  le  cercle.  Quelle  doit  être  la  vitesse  initiale  pour  qu'il  arrive  au  point  B  avec  une  vitesse  nulle? 

6165.  —  Un  point  M  se  meut  dans  un  plan  sous  l'action  d'une  force  centrale  F  passant  par  le  point  0.  Trouver  cette 
force  sachant  que  l'hodographe  est  décrite  conformément  à  la  loi  des  aii'es. 

6166.  —  Un  point  M  est  assujetti  à   décrire  une  courbe  sous  l'action  d'une  force  centrale  passant  par  le  point  0  et 
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proportionnelle  à   OM.  Déterminer  la  courbe  de   telle  manière  que   le   mouvement  du  point  M   soit   uniformément   varié 
(accélération  tangentielle  constante). 

6167.  —  Mouvement  d'un  point  soumis  à  une  force  centrale  répulsive,  proportionnelle  à  la  distance.  La  trajectoire 
peut-elle  être  une  hyperbole  équilatère  ? 

6168.  —  On  donne  deux  points  M,  et  Jh  ;  Mi  attire  Ih  et  M-,  attire  M,  proportionnellement  h  la  droite  M, M;.  Trouver 
les  mouvements  des  deux  points. 

GtaO.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  assujetti  à  se  mouvoir  sur  un  cercle  et  attiré  par  un  point  de  ce  cercle 
proportionnellement  à  la  distance. 

(;j7Q  _  Étudier  le  mouvement  d'un  point  (pesant  ou  non  pesant)  attiré  par  une  droite  fixe  proportionnellement  à  la 
distance. 

6171.  —  On  considère  le  champ  de  forces  X  =  <^'-x,  Y  =  u-(/,  'l  =  -g.  Trouver  les  surfaces  de  niveau  et  les 
lignes  de  forces. 

6172.  —  Un  point  décrit  la  conique  A.r=  +  2Bj"!/  +  ■  ■  •  =0  sous  l'action  dune  force  passant  par  l'origine.  Calculer 
cette  force. 

6173.  —  On  donne  deux  points  M  et  M'  situés  dans  un  même  plan  et  ayant  même  masse.  Etudier  leur  mouvement, 
sachant  que  leur  distance  est  fixe  et  qu'ils  ne  sont  soumis  à  aucune  force  extérieure. 

(J.174  _  Un  point  décrit  une  lemniscate  sous  l'action  d'une  force  passant  par  le  point  double.  Trouver  la  force  et 
étudier  le  mouvement. 

(-.175  _  t;n  point  M  est  attiré  proportionnellement  à  la  distance  par  un  point  A  qui  est  animé  d'un  mouvement 
vibratoire  simple  sur  0.r,    a;  =  a  cos  u>t.    Etudier  le  mouvement  du  point  M. 

6176.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  hélice  à  axe  vertical,  ce  point  étant  en  outre  soumis  à  une  force  issue 
d'un  point  de  l'axe  et  proportionnelle  à  la  distance. 

ei77_  _  On  considère  une  barre  rigide,  inextensible  et  sans  masse,  aux  extrémités  de  laquelle  sont  fixées  deux  boules 
pesantes.  On  lance  ce  corps  sur  un  plan  horizontal  :  étudier  le  mouvement  en  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de  frottement. 

6.178_  _  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  cercle  -vertical,  en  supposant  qu'il  y  ait  frottement. 

6179  _  L'n  point  de  masse  m  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  initiale  u».  Il  éprouve  une 
résistance  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  Trouver  l'expression  de  la  vitesse  en  fonction  de  l'espace  parcouru. 

6180.  —  On  lance  un  mobile  sur  un  cercle  avec  la  vitesse  initiale  »o  ;  il  est  soumis  à  la  force  \  =  —ky,  Y  =  —  kx. 
Trouver  le  mouvement. 

6181  —  On  donne  une  parabole  à  axe  vertical,  tournant  sa  concavité  vers  le  haut,  et  un  point  M  mobile  sans  frotte- 
ment sur  cette  courbe.  Ce  point  est  soumis  à  son  poids  et  à  une  force  attractive  perpendiculaire  à  l'axe  et  proportionnelle 
\  la  distance  du  point  à  l'axe.  On  abandonne  le  point  en  M„  dans  le  plan  horizontal  du  foyer  sans  vitesse  initiale.  Avec 
quille  vitesse  passe-t-il  au  sommet  de  la  parabole'? 

6182  —  Un  point  M  est  attiré  par  l'axe  0:  en  raison  inverse  du  carré  de  sa  distance  *  0:  ;  montrer  que  l'on  peut 
disposer  "les  données  initiales  de  manière  que  le  point  décrive  une  hélice  située  sur  un  cylindre  d'axe  0:  et  de  rayon 
arbitraire. 

6183  —  In  point  décrit  la  courbe  .i  = /"((),  .'/  =  9l')  depuis  le  temps  <  =  0  jusqu'il  (=1.  Les  composantes 
de  la  force  qui  sollicite  le  point  sont  des   fonctions  des  coordonnées   du  point    X  =  <?(.r,  y),    \  =  <l(x,y).    Evaluer  le 

(JU  (JU 

travail  accompli  pendant  ce  déplacement.  Cas  ou    tf(.r,  y)  =  —>    i}/(.r,  y)  —  — ■ 

6184  —  On  donne  un  cône  de  révolution  creux,  le  sommet  étant  vers  le  bas  et  l'axe  vertical.  On  y  lance  un  point 
matériel  pesant  avec  une  certaine  vitesse  initiale  horizontale  tangente  au  cône.  Le  point  peut-il  décrire  un  parallèle? 

6185.  —  Mouvement  d'un  point  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la 
distance.  Dans  quel  cas  le  mouvement  est-il  parabolique? 

6186.  —  Un  point  matériel  se  déplace  sans  frottement  sur  un  cercle  ;  il  est  soumis  il  une  force  perpendiculaire  ii  une 
droite  fixe.  On  suppose  que  la  pression  du  point  sur  le  cercle  est  constante.  Trouver  la  force. 

6187  —  On  donne  une  parabole  ii  axe  vertical  tournant  sa  concavité  vers  le  bas.  Un  point  pesant  est  assujetti  à  s'y 
déplacer,  mais  peut  quitter  la  courbe  vers  le  haut.  On  lance  ce  point  du  sommet  avec  une  vitesse  l'o.  Déterminer  «»  pour 
que  le  point  ne  (|uitte  pas  la  trajectoire. 

6188  —  On  considère  la  fonction  de  forces    r(.r,  y,  z)  =  L    ,- — %=?•    Ca'c'ei'  '^  force  correspondante. 

\/x^  +  )/'  +  :' 

6189.  —  Étudier  le  mouvement  d'un  point  soumis  à  l'aclion  d'une  force  centrale  proportionnelle  au  cube  de  la  distance. 

6190.  —  D'un  point  0  on  lance  deux  projectiles  avec  des  vitesses  différentes  et  des  angles  de  tir  différents.  Ces  deux 
projecliles  peuvent-ils  se  rencontrer? 

6191 .  —  Un  point  décrit  une  ellipse  sous  l'action  d'une  force  passant  par  le  centre.  Calculer  cette  force. 

6192.  —  Étant  données  les  projections  d'une  force  X  =  flJ.'"(/''2«,  Y  =  6.t"''j/' 'î'',  Z==  cx'""y"z'i",  que  faut-il  pour 
iiuil  existe  une  fonction  des  forces? 

6193.  —  Un  point  malériel  pesant  décrit  une  parabole  il  axe  vertical,  sans  frottement.  Le  sommet  le  repousse  propor- 
tionnellement il  la  distance.  Étudier  le  mouvement. 

619i    —  Etant  donnée  la  force    X  =.i—  ^.     Y  =  2y  +  ^'     y  a-t-il  une  fonction  des  forces?  Lignes  de  niveau. 

X  X 

Lignes  de  force. 
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6195.  —  Appliquer  le  théorème  des  forces  vives  au  pendule,  (jue  faut-il  pour  que  le  mobile  puisse  faire  un  tour 
complet? 

6196.  —  On  lance  verticalement  de  haut  en  bas  un  point  mobile  avec  la  vitesse  iv;  au  point  M  il  a  la  vitesse  v  De 
quel  point  aurait-il  fallu  le  laisser  tomber  sans  vitesse  initiale  pour  qu'il  passe  en  M  avec  la  vitesse  v  ? 

6197.  —  Un  point  matériel  est  soumis  à  l'action  d'une  force    X  = .    Y  =  — — •    Z  =  -^,     u  étant  une  fonction 

<l''  du  d' 

donnée  de  x,  y,  s.  Sous  l'action  de  cette  force,  le  point  décrit  une  courbe  dont  les  équations  paramétriques  sont  x  =  f(m), 
y  =  o(m),  2  =  g{m).  Trouver  le  travail  total  quand  le  point  se  déplace  du  point  A  au  point  B  :  A  et  B  ayant  pour  para- 
mètres mo  et  m,. 

6198.  —  Démontrer  que  le  travail  élémentaire  d'une  force  dans  un  mouvement  de  rotation  est  égal  au  moment  de  la 
force  par  rapport  à  l'axe  multiplié  par  le  déplacement.  Solutions  analytique  et  géométrique. 

6199.  —  Un  point  soumis  à  l'action  de  deux  forces  passant  chacune  par  un  centre  fixe  (sans  vitesse  initiale)  se  ment 
dans  un  plan  qui  passe  par  les  centres  fixes. 

6200.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  une  force  centrale  proportionnelle  à  la  dislance.  Vérifier  la  loi  des  aires. 

6201.  —  La  force    X  = -,   Y  =  — ^    dérive-t-elle  d'un  potentiel  ?  Surfaces  de  niveau  et  lignes  de  force. 

6202.  — Appliquer  le  théorème  des  forces  vives  à  un   point  matériel  de  masse  1  soumis  à  la  force     X  ^= k'j; 

Y  =  —  k^y,     Z  ^  — g.     Etudier  le  mouvement  de  ce  point. 

6203.  —  Montrer  que  dans  le  mouvement  des  planètes  l'hodographe  est  un  cercle.  Réciproque. 

8204.  —  Un  plan  incliné  étant  donné,  on  lance  vers  le  haut  un  point  pesant  dans  la  direction  de  la  ligne  de  plus  grande 
pente.  On  suppose  qu'il  y  a  frottement,  et  on  demande  si  le  point  redescendra,  et  avec  quelle  vitesse  il  passera  au  point 
initial. 

6205.  —  Mouvement  d'un  point  matériel  repoussé  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

6206.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  corps  qui  tombe  verticalement  en  éprouvant  une  résistance:  1"  proportionnelle  à 
la  vitesse  :  2°  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

6207.  —  On  donne  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy  et  un  cercle  de  centre  0  rencontrant  Ox  en  A  et  Ou 
en  B.  Un  point  M  décrit  l'arc  AB  de  \  vers  B  sous  l'action  de  la  force  X  =  a:',  Y  =  y^,  a:  et  y  étant  les  coordonnées  du 
point  iM.  Evaluer  le  travail  total  de  la  force  dans  ce  déplacement. 

6208.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  soumis   à  l'action  d'une  force  centrale    F  = —,  r  désignant  le 

r-         I-'  " 

rayon  secteur. 

6209.  —  On  abandonne  un  point  pesant  sans  vitesse  initiale  sur  une  hélice  à  axe  horizontal,  Etudier  le  mouvement 
du  point. 

6210.  —  Un  point  se  déplace  sur  une  parabole  de  fa(;on  que  sa  projection  sur  la  tangente  au  sommet  ait  un  mouve- 
ment uniformément  accéléré.  Trouver  la  lorce  qui  sollicite  ce  point. 

6211.  —  Un  point  décrit  la  lemniscate  {x-  +  y-]-  —2a-xy\=  0  suivant  la  loi  des  aires;  trouver  la  force  et  la  loi  du 
mouvement. 

2a-  2/*^  2c- 

6212.  —  On  considère  le  champ  de  forces    X  = -,     Y  = -,     Z  = Trouver  la  fonction  des  forces 

x  ,f  .1 

et  le  mouvement. 

62ia.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale,  fonction  de  la  distance 

r        r 

6214.  —  Un  point  se  déplace  sur  une  parabole  de  telle  manière  que  sa  projection  sur  la  tangente  au  sommet  soit  un 
mouvement  vibratoire.  Étudier  le  mouvement  du  point  et  la  force  qui  le  produirait. 

6215.  —  Mouvement  d'un  point  sous  l'action  d'une  force  centrale,  répulsive  et  proportionnelle  à  la  distance.  On 
donne  un  point  dans  le  plan,  l'eut-on  déterminer  les  données  initiales  pour  que  la  trajectoire  passe  par  ce  point  ? 

6216.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  vertical,  et  on  désigne  par  0  le  point  le  plus  haut  de  ce  cercle  et  par  X  le 
point  le  plus  bas.  On  lance  un  point  matériel  sur  le  cercle  à  partir  du  point  A.  Avec  quelle  vitesse  faut-il  le  lancer  pour 
qu'il  remonic  jusqu'en  0? 

6217.  —  On  lance  un  corps  verticalement  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  initiale  c„.  Il  éprouve  une  résistance  propor- 
tionnelle au  carré  de  sa  vitesse.  A  quelle  hauteur  s'élèvera-t-il  ? 

6218.  —  On  considère  la  force    X  = — — -,   Y=     .,  ^    .,  .   Z= -;  cetteforcedérive-t-elled'unpotentiel? 

x--h  y-  x--h  y-  1  +  :*  '^ 

■yill.  —  statique. 

6219.  —  Un  point  A  à  l'intérieur  d'une  circonférence  matérielle  est  attiré  par  chaque  élément  de  la  circonférence 
proportionnellement  à  la  masse  et  en  raison  inverse  de  la  distance.  Trouver  la  résultante  des  forces  agissant  sur  le  point  A. 

6220.  —  On  donne  deux  points  fixes  A  et  E.  En  quel  point  de  la  droite  AB  faut-il  placer  le  centre  C  dune  sphère  de 
rayon  H  pour  qu'un  point  M  placé  sur  la  sphère  et  attiré  par  A  et  B  proportionnellement  à  la  dislance  soit  en  équilibre 
quelle  que  soit  sa  position  sur  la  sphère. 

6221.  —  En  chaque  sommet  d'un  tétraèdre  on  applique  une  force  normale  à  la  face  opposée,  proportionnelle  à  l'aire 
de  cette  face  et  dirigée  vers  l'extérieur  du  tétraèdre.  .Montrer  que  ces  quatre  forces  se  font  équilibre. 
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6222.  —  On  considère  un  arc  limité  AB  de  la  courbe  p  =  e™".  Trouver  le  centre  de  gravité  de  cet  arc  sactiant  que 
la  masse  en  chaque  point  M  est  proportionnelle  au  cube  de  l'arc  AM. 

6223.  —  Dans  quel  cas  peut-on  réduire  un  système  de  forces  à  deux  passant  respectivement  par  deux  points  donnés 
A  et  B? 

a  2a  na 

6224.  —  i^ur  une  droite  O.r  on  donne  n  points  Ai,  As,  ...  A„  tels  que    OAi  =  — ■     OA;  = ,...     0A„  = .     En 

n  n  » 

ces  points  sont  appliqués  des  poids  égaux  respectivement  à  l-,  2-,...  n-.  Trouver  le  centre  de  gravité  du  système.  Limite  de 
ce  point  quand  n  augmente  indéfininient. 

6225.  —   Même  question  en  supposant -les  poids  égaux  à    1^,  2^,...  n'.    On   est  conduit  à  cbercher  la   limite  de 

1* -f-  2'  -i-  . .  •  +  n^ 
pour  n  infini.  Ne  pourrait-on  rattacher  cela  à  une  intégrale  définie? 

6226.  —  Etant  données  n  droites,  peut-on  trouver  n  forces  placées  sur  ces  droites  et  se  faisant  équilibre? 

6227.  —  Centre  de  gravité  d"un  arc  de  cycloïde. 

6228.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  deux,  l'une  passant  par  un  point  donné  A,  et  l'autre  lui  étant  perpendiculaire. 

6229.  —  Un  cylindre  repose  sur  un  plan  horizontal  le  long  d'une  génératrice.  Condition  que  doit  remplir  ce  cylindre 
pour  qu'il  soit  en  équilibre  sur  l'une  quelconque  des  génératrices. 

6230.  —  Une  tige  homogène  A.V  de  longueur  2a  attire  un  point  M  sitné  sur  la  perpendiculaire  au  milieu  0  de  .VA' 
à  une  distance  OM  =  b.  On  suppose  que  ch.ique  élément  de  A.A'  attire  M  suivant  une  force  inversement  proportionnelle 
à  la  dislance  de  .M  à  l'élément.  Calculer  la  résultante  de  toutes  ces  actions.  Cas  où  A  et  A'  s'éloignent  indéfiniment. 

6231.  —  On  considère  une  courbe  rencontrant  Oy  au  point  Mo.  et  on  prend  un  point  M  quelconque  sur  la  courbe. 
Trouver  le  centre  de  gravité  de  l'arc  MoM.  Lieu  décrit  par  ce  point  quand  M  varie.  Tangente  à  ce  lieu. 

6232.  —  Trouver  une  courbe  passant  par  l'origine  telle  que  le  centre  de  gravité  de  l'arc  0.M  soit  toujours  sur  l'ordonnée 
du  point  T,  où  la  tangente  en  M  rencontre  Ox. 

6233.  —  Position  d'équilibre  d'une  barre  pesante  s'appuyant  sur  le  bord  horizontal  d'un  hémisphère,  l'une  des  extré- 
mités reposant  sur  la  surface  de  l'hémisphère. 

6234.  —  On  considère  une  plaque  circulaire,  infiniment  mince,  homogène  et  un  point  A  sur  l'axe  de  ce  cercle.  Chaque 
élément  de  la  plaque  attire  A  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Déterminer  la  résultante  des  forces  qui  agissent 
sur  A. 

6235.  —  Equilibre  d'un  point  pesant  assujetti  à  se  mouvoir  sur  un  cercle  vertical,  et  attiré  par  le  diamètre  vertical 
suivant  une  force  perpendiculaire  à  ce  diamètre  et  proportionnelle  à  la  distance. 

6236.  —  On  a  deux  points  fixes  A  et  B.  Un  cordon  fixé  en  A  passe  sur  une  poulie  placée  en  B.  Entre  A  et  B  glisse 
sur  le  cordon  un  anneau  portant  un  poids  P,  et  à  l'extrémité  du  fil  au  delà  de  B  est  attaché  un  poids  Q.  Position 
d'équihbre. 

6237.  —  On  donne  trois  point  fixes.  Un  point  matériel  est  soumis  à  trois  forces  passant  par  ces  points.  Chercher  les 
positions  d'équilibre  dans  les  trois  hypothèses  suivantes  :  1°  les  attractions  sont  constantes  et  égales;  2°  L'S  attractions  sont 
proportionnelles  à  la  distance;  3°  les  attractions  sont  une  fonction  de  la  distance. 

6238.  —  En  chacun  des  sommets  d'un  triangle  on  applique  une  masse  proportionnelle  au  côté  opposé.  Trouver  le 
centre  de  gravité  de  ce  système. 

6239.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox.  Oy,  0:,  .  un  point  X  sur  Ox,  un  point  B  sur  Oj/  et  un  point  C  sur 
0;.  Trouver  l'axe  central  du  système  des  trois  forces  AFi,  BFj,  CFj  dont  les  projections  sur  les  axes  sont  (X,,  Yi,  Z,),(X!,  Y;,  Z.) 
et  (X3,  Y3,Z,). 

6240.  —  Aux  trois  sommets  d'un  triangle  ABC  on  dispose  trois  masses  i.  i,  r.  Quel  est  le  centre  de  gravité  des  trois 
masses  ?  Conditions  pour  qu'il  soit  au  centre  du  cercle  inscrit. 

6241.  —  Etant  donné  un  triangle  ABC,  on  considère  les  forces  représentées  par  les  vecteurs  BC,  OA,  AB.  Signification 
géométrique  de  l'axe  du  couple  résultant. 

6242.  —  Dans  un  plan  vertical  xUy,  Oy  étant  vertical,  on  considère  une  courbe  C  sur  laquelle  est  assujetti  à  se 
déplacer  un  point  M.  Ce  point  est  soumis  à  son  poids  et  .i  une  force  attractive  passant  par  0  et  proportionnelle  à  OM. 
Déterminer  la  courbe  C  de  fa(;on  que  le  point  M  soit  en  équilibre  dans  toutes  ses  positions. 

6243.  —  On  donne  deux  droites  fixes.  Sur  l'une  il  y  a  une  force  fixe,  sur  l'autre  une  force  variable.  Lieu  de  l'axe 
central  du  système. 

6244.  —  Un  point  M  est  en  équilibre  en  tout  point  d'une  courbe  C,  sous  l'action  de  deux  forces  émanées  de  deux 
points  0  et  0'  et  proportionnelles  ii  la  distance.  Déterminer  la  courbe.  Même  problème  en  supposant  qu'il  y  ait  frottement  et 
que  le  point  .M  suit  en  équilibre  limite. 

6245.  —  l'eut-on  réduire  les  forces  appliquées  à  un  corps  solide  ^  deux  dont  l'une  soit  sur  une  droite  donnée? 

6246.  —  La  perpendiculaire  commune  aux  deux  forces  auxquelles  on  peut  réduire  un  système  rencontre  une  droite 
fixe  à  angle  droit. 

6247.  —  On  considère  un  système  de  forces  défini  par  sa  résultante  générale  X,  Y.  Z  et  son  moment  résultant  par  rapport 
.T  l'origine  L,  M,  N.  Trouver  un  système  de  deux  forces  équivalent  dont  l'une  passe  par  l'origine. 

Cas  particulier  où  la  résultante  générale  est  dans  le   plan  des  xy  et  où  le  moment  résultant  est  dirigé  suivant  0:. 

6248.  —  Centre  de  gravité  d'un  quadrilatère  quelconque.  Par  les  milieux  0  et  0'  de  cha(|ue  diagonale  on  mène  une 
parallèle  à  l'autre:  ces  droites  se  coupent  en  un  point  I.  Montrer  que  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère  coïncide  avec  le 
centre  de  gravité  du  triangle  001.  On  donne  trois  points  par  leurs  projections  ;  dans  leur  plan  un  quatrième.  Chercher  les 
projections  du  centre  de  gravité  du  ((uadrilatère  ainsi  déterminé. 
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6249.  —  Oïl  donne  trois  forces  appliquées  en  un  nif'nie  point.  Les  extrémités  de  ces  forces  déterminent  un  plan  ; 
trouYcr  le  point  où  l;i  résultante  des  trois  forces  rencontre  le  plan. 

G2Ô0.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle  AB.  Lieu  de  ce  point  quand  A  restant  Qxe,  B  décrit  le  cercle.  Si  le  mou- 
vement de  B  est  uniforme,  quel  est  le  mouvement  du  centre  de  gravité?  Vitesse,  accélération. 

6251 .  —  Démontrer  qu'on  peut  réduire  un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  à  une  force  et  à  un  couple 
dont  l'axe  soit  parallèle  à  la  direction  de  la  force. 

6252.  —  Peut-on  réduire  un  système  de  forces  à  trois  forces  parallèles  à  trois  directions  données  ? 

6253.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  six  forces  dirigées  suivant  les  arêtes  d'un  tétraèdre. 

6254.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  deux  dont  l'une  passe  par  un  point  donné  et  dont  l'autre  soit  parallèle  à  une 
direction  donnée. 

6255.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  deux  forces  rectangulaires. 

♦ 

CONCOURS  DE  1907   [Suite) 

AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

Mathématiques  élémentaires  (*). 

I.  —Étant  donné  un  triangle  ABC,  trouver  sur  la  droite  BC  un  point  D  tel  qu'un  cercle  (&),  inscrit  ou 
e.vinscrit  au  triangle  ABD  et  avant  son  centre  sur  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  B  du  triangle  donné,  soit 
tangent  à  un  cercle  (•'),  inscrit  ou  exinscrit  au  triangle  ACD  et  ayant  son  centre  sur  la  bissectrice  intérieure 
de  l'angle  G  du  triangle  donné.  Même  question  en  considérant  les  angles  extérieurs  en  B  et  C,  ou  encore  un 
angle  intérieur  et  un  angle  extérieur. 

II.  —  On  donne  deux  cercles  (â)  et  (-;)  tangents  exlérieurement  et  soient  SX,  SX.'  les  tangentes  communes 
extérieures  à  ces  cercles.  Un  point  A  décrit  la  tangente  commune  intérieure  ZZ'  et  l'on  mène  de  ce  point  les 
secondes  tangentes  aux  cercles  (^),  (■/)  lesquelles  rencontrent  SX  en  B  et  C,  SX'  en  B',  C. 

1°  Les  centres  des  deux  cercles  étant  [1  et  -f,  le  point  d'intersection  M  des  droites  B^  el  C-(  et  le  point 
d'intersection  M'  des  droites  B'3  et  C'-i-  décrivent  deux  droites  A,  A'. 

2»  Le  quadrilatère  M^M'y  est  inscriptible  à  un  cercle  et  les  deux  droites  MM'  et  Sy  sont  conjuguées  par 
rapport  à  ce  cercle. 

3°  L'enveloppe  de  MM'  est  une  hyperbole  ;  trouver  le  point  de  contact  de  M.M'  avec  son  enveloppe. 

4°  Le  cercle  ASy  est  orthogonal  au  cercle  MÊM'y.  Ce  même  cercle  AS-/,  le  cercle  de  centre  .M  tangent  aux 
trois  cotés  du  triangle  ABC  et  le  cercle  de  centre  M',  tangent  aux  trois  côtés  du  triangle  AB'C  ont,  deux  à 
deux,  même  axe  radical. 

b°  Désignons  par  0  le  milieu  de  &•,',  par  D  et  D'  les  points  ou  ZZ'  rencontre  SX  et  SX'  et  par  m  le  centre 
du  cercle  Afi-,-. 

_M0^  _  jyo_  _  juv  ^  _  j_     __i_ 

ou   ~   OM'  "~    AD  '  (oO   ~   AD  "^  AD'  ' 


On 


Mathématiques  spéciales. 

1647.  —  On  considère  trois  axes  Ox-,  Qy.  0:  formant  un  trièdre  trireclangle  et  les  paraboloides  ayant  pour 
équation,  par  rapport  à  ces  axes, 

a;--|-(i/— aj;--f-2).:  — R-  =  0, 
a  et  R  étant  des  constantes  et  ).  un  paramètre  variable. 

1°  Par  chacun  des  points  P,  P'  oii  l'un  de  ces  paraboloides  rencontre  0;,  on  mène  la  sphère  qui  contient 
les  sections  circulaires  réelles  passant  par  ce  point  ;  trouver  le  lieu  de  l'intersection  des  deux  sphères  relatives 
à  P  et  P'  ;  montrer  que  le  plan  radical  de  ces  deux  sphères  est  parallèle  à  un  plan  fixe  et  passe  par  le  milieu 
de  PP'.  Par  chacun  des  points  M  communs  a  ces  deux  sphères  passe  une  troisième  sphère  qui  correspond  à 
un  autre  paraboloïde  ;  quel  est  le  lieu  de  M  si  cette  sphère  est  fixe'.' 

2°  Le  lieu  des  sections  circulaires  rencontrant  0;  se  compose,  en  général,  d'un  cône  du  second  degré  et 
d'une  surface  du  troisième  degré  ;  montrer  que  cette  dernière  peut  être  engendrée  par  un  cercle  assujetti  à 
rencontrer  l'axe  0-  et  deux  autres  droites  réelles  fixes  D,  D'  auxquelles  il  est  constamment  orthogonal. 

3°  Trouver  les  plans  qui  coupent  la  surface  précédente  suivant  des  cubiques  circulaires  ;  montrer  que  toute 
sécante  menée  dans  un  tel  plan  par  le  point  A  où  il  rencontre  0;,  coupe  la  cubique  en  des  points  S  et  S'  tels 
que  le  produit  AS.  AS'  soit  constant  si  le  plan  est  fixe. 

Aux  points  S,  S',  on  mène  les  normales  à  la  cubique  ;  trouver  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre  quand  la 
sécante  SAS'  varie  ainsi  que  le  plan  delà  courbe. 

CI  Des  solutions  étudiées  des  questions  de  mathématiques  élémentaires  sont  publiées  dans  le  Journal  de  ilathcmatiqiies 

éUmentaiies. 
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Composition  sur  le  calcul  différentiel  et  intégral. 

Soient  Ox,  Oy,  0;  trois  axes  de  coordonnées  formant  un  trièdre  trireotangle  de  sommet  0  ;  on  désigne  par 
M  un  point  quelconque  d'une  surface,  par  P  et  Q  les  points  oii  le  plan  tangent  à  celte  surface  au  point  M  ren- 
contre respectivement  les  axes  Ox,  Oy. 

i"  Déterminer  les  surfaces,  autres  que  les  cônes  de  sommet  0,  satisfaisant  à  la  condition  que  les  deux 
triangles  OMP,  OMQ  soient  constamment  équivalents  entre  eux.  Ces  surfaces  sont  les  solutions  de  l'une  ou  de 
l'autre  de  deux  équations  aux  dérivées  partielles  (Ei),  (E2),  et  se  partagent  en  deux  catégories,  la  première 
comprenant  les  surfaces  Si  solutions  de  (Ei)  et  la  deuxième  les  surfaces  S2  solutions  de  (Ei).  Peut-on  passer  d'une 
surface  Si  à  une  surface  Sj  par  une  variation  réelle  et  continue  des  paramètres  qui  entrent  dans  l'équation  de  la 
première  '.' 

Quelle  peut  être  la  trace  sur  le  plan  xOy  d'une  surface  Si  ou  d'une  surface  So  ? 

2°  On  désigne  par  (E)  l'une  des  deux  équations  (Ei)  ou  (E>),  par  ■;  une  caractéristique  de  cette  équation 
(E)  et  par  r  le  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  0  et  pour  directrice  cette  caractéristique -(■.  M  étant  un  point  de 
l'espace,  on  trace  par  ce  point  les  deux  droites  D  et  D'  respectivement  perpendiculaires  aux  plans  de  sections 
circulaires  du  cône  r  qui  passe  parce  point  M. 

On  suppose  que  Mdécrit  un  contourplan  fermé  G  ne  se  coupantpaset  ne  rencontrant  aucun  des  axes  Ox,  Oy 
et  l'on  suit  séparément  les  variations  correspondantes  des  droites  D  et  D'.  Indii|uer.  suivant  la  nature  du  con- 
tour C,  la  situation  des  positions  finales  de  ces  droites  lorsqu'on  les  compare  aux  positions  initiales,  et  le 
nombre  de  lignes  fermées  distinctes  décrites  par  les  traces  de  ces  droites  sur  un  plan  parallèle  à  celui  du 
contour  C. 

3°  Sur  une  surface  S,  solution  de  lune  des  équations  (Ei)  ou  (Eo),  on  trace  les  lignes  L  conjuguées  des 
caractéristiques  •(:  si  l'on  considère  toutes  les  surfaces  S  passant  par  un  même  point  M,  quel  est  le  lieu  des 
lignes  L  assujetties  à  passer  également  par  ce  point  M  ? 

Peut-on  trouver  une  famille  Fi  composée  de  surfaces  Si  et  une  famille  F-2  composée  de  surfaces  S2,  telles 
que  toute  surface  de  la  première  coupe  toute  surface  de  la  seconde  suivant  une  ligne  L?  Montrer  que  le  pro- 
blème est  possibicd'une  infinilé  de  manières  et  qu'on  peut  fixer  arbitraircmentune  des  surfaces  de  la  famille  Pi. 

4°  En  désignant  comme  précédemment  par  y  une  caractéristique  de  l'une  des  deux  équations  (Ei)  ou  (Es), 
on  considère  dans  l'espace  des  surfaces  quelconques,  telles  cependant  que  chacune  d'elles  soit  rencontrée  en 
un  seul  point  par  chaque  caractéristique  y  ;  on  appelle  points  correspondants  sur  ces  surfaces,  des  points 
situés  sur  une  même  caractéristique,  et  portions  correspondantes,  des  portions  dont  les  points  se  correspon- 
dent. Sur  une  de  ces  surfaces  on  prend  une  portion  Unie  S  qui  n'est  rencontrée  par  aucun  des  axes  Oa;,  Oy  et 
l'on  forme  pour  cette  portion  l'intégrale  de  surface 

I         r  /Y  cos  X    .    cos  3\  , 

dis  étant  un  élément  d'aire  de  X,  A  et  B  ses  di'stances  aux  axes  0.c,  Oy,  a  et  3  les  angles  formés  avec  ces  axes 
par  la  normale  à  l'élément. 

Démontrer  que  si  l'on  choisit  convenablement  le  signe  -+-  ou  le  signe  —  suivant  que  les  caractéristi- 
ques V  appartiennent  à  l'une  ou  à  l'autre  des  équations  (Ei)  ou  (E>),  la  valeur  de  l'intégrale  I  reste  la  même 
lorsqu'on  l'étend  à  des  (lortions  correspondantes  de  surfaces  dilTérentes.  Dansées  conditions,  évaluer  l'intégrale 
1  en  supposant  que  les  c;iraciéristiques  •■  rencontrant  la  portion  i  sont  toutes  celles  dont  les  plans  restent  à 
une  distance  du  point  0  au  |)lus  égale  à  une  limite  donnée  l  et  telles,  de  plus,  que  la  valeur  absuluc  de  l'an.yle 
formé  avec  Ox  par  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  l'une  d'elles  soit  cimipriso  entre  deux  limites  À  et 

T-^'    (°<^<t)- 

:;»  Étant  donnée  une  surface  fixe  id,  on  demande  de  déterminer  une  autre  surface  :i  telle  que  les  aires  de 
deux  portions  correspondantes  quelconques  prises  respectivement  sur  S^  et  S  aient  pour  perspectives  des  aires 
équivalentes  entre  elles,  lorsqu'on  prend  le  point  0  comme  point  de  vue  et  un  plan  parallèle  au  plan  xOy 
comme  plan  du  tableau.  Si  l'équation  de  cette  surlace  S  est  supposée  sous  la  forme  V{x,  y,  :)  —  0,  montrer 
que  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  la(|uelle  elle  satisfait  peut  être  intégrée  par  quadratures  lorsqu'on  prend 
comme  nouvelles  variables  dune  part  les  deux  paramètres  qui  déterminent  chacune  des  caractéristiques  f, 
d'autre  pari  une  tonction  homogène  et  de  degré  zéro  de  x,  y,  s. 

Composition  sur  la  mécanique. 

l'n  corps  de  révolution  i;,  homogène,  pesant,  analogue  à  une  toupie,  repose  par  une  pointe  S  sur  un  plan 
horizontal  lixe  II  ;  la  pointe  gli.sse  .sans  frottement  sur  ce  plan,  le  .système  n'est  assujcili  à  aucune  autre  liaison 
et  il  n'est  soumis  qu'à  l'action  de  la  pesanteur. 

On  désigne  pur  t;  le  centre  de  gravité  de  S  et  par  /  la  distance  St;  ;  on  délinil  le  mouvement  du  corps  par 
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la  variation  des  angles  d'Euler  0,  'l,  o  qui  sont  respectivemenU'angle  de  SG  avec  la  verticale  ascendante,  l'angle 
de  précession  et  l'angle  de  rotation  propre  ;  on  désigne  par  -•,  g,  p  les  composantes  de  la  rotation  instantanée 
suivant  l'axe,  l'horizontale  perpendiculaire  à  l'axe  et  une  perpendiculaire  commune  à  ces  denx  droites,  par  \x 
et  \i'  les  moments  de  rotation  par  rapport  k  l'axe  et  à  la  verticale  du  point  G. 

1°  Écrire  les  équations  du  mouvement  de  S.  En  supposant  qu'au  début  du  mouvement  la  dérivée  de  6  par 
rapport  au  temps  est  nulle,  à  quelle  condition  doivent  satisfaire  les  données  initiales  pour  que  0  conserve  indé- 
finiment une  valeur  constante? 

2»  Application  numérique.  —  On  suppose  que  le  corps  S  a  toute  sa  masse  concentrée  sur  une  circonférence 
homogène  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe,  le  centre  G  sur  l'axe  et  le  rayon  égal  k  10  centimètres  ;  la 
distance  SG  ou  l  est  égale  k  20  centimètres,  et  l'intensité  g  de  la  pesanteur  est  prise  égale  k  980  C.  G.  S.  La 
position  initiale  de  l'axe  SG  est  inclinée  sur  la  verticale  de  l'angle  -^.  et  le  mouvement  initial  est  le  mouve- 
ment résultant  de  deux  rotations,  l'une  autour  d'un  axe  vertical  passant  par  G,  avec  une  vitesse  angulaire 
correspondant  an  tours  par  seconde,  l'autre  autour  de  l'axe  SG  avec  une  vitesse  angulaire  correspondant  à 
30  tours  par  seconde.  On  demande  de  calculer  la  valeur  numérique  qu'il  faut  attribuer  à  n  pour  que  0  con- 
serve indéfiniment  la  même  valeur  qu'k  l'instant  initial. 

3°  Le  corps  Z  et  les  données  initiales  sont  supposés  quelconques,  tels  cependant  que  le  point  G  se  déplace 
suivant  une  verticale  et  que  la  pointe  S  repose  constamment  sur  le  plan  H.  A  un  certain  moment  on  approche 
de  S  une  droite  rigide  D  que  l'on  maintient  fixe,  et  cette  droite  D  est  choquée  par  le  corps  S  à  la  manière 
des  corps  élastiques  ;  on  suppose  qu'au  moment  du  choc  la  droite  D  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  conte- 
nant SG,  et  l'on  désigne  par  c  sa  cote  au-dessus  du  plan  H  ;  on  l'écarté  après  le  choc  de  façon  que  le  mouve- 
ment ultérieur  de  S  ne  soit  pas  gêné. 

Si  Ml  et  Mo  sont  les  mouvements  du  corps  i;  avant  et  après  le  choc,  démontrer  que  les  limites  entre 
lesquelles  varie  0  sont  plus  étroites  dans  Ma  que  dans  Mi.  Cette  conclusion  subsisterait-elle  encore  dans  le  cas 
oïl  l'élasticité  des  corps  choquants  serait  imparfaite  ' 

4"  On  suppose  que  l'élasticité  est  parfaite,  et  l'on  donne  le  mouvement  Mi  :  peut-on  choisir  l'angle  0  que 
fait,  au  moment  du  choc,  l'axe  SG  avec  la  verticale  pour  que  cet  angle  reste  ensuite  constant  pendant  le  mou- 
vement .M2?  Quelles  devront  être  les  autres  circonstances  du  choc  ?  Indiquer,  en  particulier,  suivant  quelles 
lignes  pourra  .s'exercer  la  percussion  produite  par  le  choc  au  point  de  contact  de  D  et  de  S,  et  en  déduire  les 
positions  que  l'on  peut  attribuera  la  droite  D. 

0°  On  considère  dans  ce  qui  suit  le  cas  où  le  corps  1  comprend  une  lige  infiniment  mince  di  igée  suivant 
son  axe  et  où  le  choc  se  fait  en  un  point  de  cette  tige  dans  les  conditions  du  4<j  ;  montrer  qu'il  existe  en  général 
deux  positions  possibles  D',  D"  de  la  droite  D  et  déterminer  ces  positions.  En  supposant  que  l'on  ait  effectué, 
lorsque  D  occupe  la  position  D',  le  calcul  des  percussions  au  moment  du  choc  el  des  éléments  du  mouvement 
Mo,  quelles  modifications  faudrail-il  apporter  aux  résultats  de  ce  calcul  lorsque  l'on  fait  occuper  k  la  droite  D 
l'autre  position  D"? 

60  Comment  doivent  être  choisies  les  circonstances  du  mouvement  Mi  au  moment  du  choc  pour  que  l'une 
des  positions  D'  ou  D'  soit  dans  le  plan  H  ?  Montrer  que  si  l'on  place  D  dans  l'autre  position,  le  choc  ne  produit 
aucune  percussion  sur  la  pointe  S.  La  distribution  des  niasses  de  S  peut-elle  être  telle  que  cette  circonstance 
ne  se  produise  pour  aucun  mouvement  Mi  ? 

■0  Dans  les  conditions  générales  énoncées  au  n",  discuter  le  nombre  et  la  position  de  celles  des  droites 
D'  ou  I)"  pour  II  squelles  le  choc  n'a  pas  pour  effet  de  soulever  la  pointe  S  ;  examiner  séparément  le  cas  où,  au 
moment  du  choc,  l'axe  du  corps  S  dans  le  mouvement  .Mi  s'ap[iroche  de  la  verticale,  et  le  cas  où  il  s'en  éloigne. 

♦ 

QUESTIONS  PROPOSÉES 

1648.  —  Par  deux  génératrices  rectilignes  d'un  hyperboloide  gauche  de  révolution  on  fait  passer  le  cône 
de  révolution  dont  l'axe,  situé  dans  le  plan  des  deux  génératrices,  rencontre  l'axe  de  l'hyperboloide.  Le  cône 
et  l'hyperboloide  se  coupent,  en  outre  des  deux  générati-ice-^,  suivant  une  conique.  Lorsque  le  point  de  ren- 
contre des  deux  génératrices  décrit  une  méridienne  de  l'hyperboloide,  trouver  : 

1°  L'enveloppe  du  plan  de  cette  conique  commune  ; 

2»  Le  lieu  de  son  centre.  (M.  0.) 

1649.  —  Des  récipients  en  nombre  n,  contenant  la  même  masse  d'eau  M  à  la  même  température  initiale 
<i„  peuvent  communiquer  entre  eux  de  telle  sorte  que  l'eau  du  1"  s'écoule  dans  le  2*,  celle  du  2'  dans  le  3'  et 
ainsi  de  suite.  On  t'ait  arriver  dans  le  premier  de  l'eau  à  0  ■,  à  débit  constant,  k  raison  de  m  g.  par  seconde  ;  en 
même  temps  on  ouvre  toutes  les  communications  de  manière  que  la  masse  d'eau  reste  constante  dans  chaque 
récipient.  Exprimer  en  fonction  du  temps  la  température  du  n'"'  vase,  en  supposant  que.  dans  chacun  d'eux,  le 
mélange  se  fasse  instantanément.  A.  Dccos. 

♦ 
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Solution  du  problème  de  Mathématiques,  par  M.  P.  Maurice,  Directeur  de  l'Ecole  des  Anglais,  à  Lyon. 
Question  préliminaire.  —  Etudier  la  courbe     u  ■=.  xLx,     x  et  u  étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point. 
La  fonction  u  sera  réelle  pour  les  valeurs  positives  de  x  ('). 
Sa  dérivée  a  pour  expression  u'  =  i  -^hx. 

Elle  s'annule,  en  changeant  de  signe,  quand  x  atteint  la  valeur  —    La  fonction  u  prend  alors  une  valeur 

minimum La  courbe  («)  qui  la  représente  est  tracée  {fig.  i).  Elle  part 

—  1    !<  = )     où  l'ordonnée 


du  point  0  taniîente  à  ou,  passe  au  point  A     ix 


J.. 


e-l- 


est  minimum,  coupe  ox  au  point  B     (x  =  1,     c  =  0),     puis   s'éloigne  à    l'infini 
dans  la  direction  ou.  Il  n'y  a  pas  d'asymplole  rectiligne. 

Si  l'on  représente  par^X,  L,  les  coordonnées  courantes  d'un  point,  l'équation 
de  la  tangente  en    M(:'',  m)    à  la  courbe  (m)  est 

U  =  Xfl  +\.x)—x. 

L'ordonnée  à  l'origine  est  — x.  Pour  construire  la  tangente  au  point  M  il 
suffit  donc  de  mener,  par  le  pied  X  de  l'ordonnée,  une  parallèle  à  la  bissectrice  de 
l'angle  uox.  Cette  parallèle  coupe  l'axe  ou  en  un  point  T,  sur  la  tangente  Mï. 

En  particulier,  la  tangente  au  point  B  est  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle 
des  axes  de  coordonnées,  et  la  tangente  au  point  A  est  parallèle  à   ox. 

1566.  Problème.  —  On  considère  la  surface  dont  l'équation,  en  coordonnées 
Irirectangidaires  est 

Etudier  les  sections  planes  de  cette  surface  :  i» par  des  plans  parallèles  att  plan 
des  xy  ;  2°  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  X3,    situés  du  côté  des   ij  positifs. 
.  L'équation  de  la  surface,  résolue  par  rapport  à  y,   est  : 

''^'  ,,.  Lz  ,     La 

'"  ■"  =  ^-^L^  =  ^-^'-Lr' 

1/  est  réel  pour  les  valeurs  positives  de  a;  et  de  ;. 

L  —  Étude  des  sections  parallèles  au  plan  des  xy.  —  Signe  de 
la  dérivée  de  y.  —  .\ous  supposerons  ce  plan  horizontal,  les  sections  S 
A  étudier  sont  les  courbes  de  niveau  correspondant  aux  diverses  valeurs  de 

la  cote    ;.   Posons      a  =  -— — ,    l'équation  il)  peut  alors  s'écrire 


(•2)  —  =:  aL-re 


o>... 


La  dérivée  de    —    est     — .^  =  — e»  \i.-\-xVx\, 
y  y-        ^        ^ 

y-      £, 
d'où  l'on  déduit,  en  représentant  xLx  par  u  :     i/'  =  — —  e  '  [u-t-oi^  ; 

y-,   X   et    e  »    étant  trois  quantités  positives,  y'  aura  un  signe  conlraire  à 
celui  de  la  fonction    v  =  u  +  a. 

La  courbe  [v)  qui  représente  cette  fonction  se  déduit  de   la  courbe  (u) 
par  une  Iranslation  d'amplitude  a  faite  parallèlement  aux  ordonnées. 


(')    Cette    fonction    serait    réelle    pour     touti-    valeur   de 
M  =  — —  Li-'".    mais  cette  extension  n'est  pas  nécessaire. 


X    si    on     écrivait 
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Nous  représentons  [fig-  2)  diverses  positions  de  la  courbe  v.  En  regard  de  leurs  points  d'arrêt,  nous  avons 
inscrit  les  cotes  des  sections  S  correspondantes. 

Par  simple  examen  de  ces  courbes  on  connaîtra  le  signe  de  y' . 

Contour  apparent  de  la  surface.  —  Le  contour  apparent  de  la  surface,  auquel  certaines  des  courbes  doivent 
être  tangentes,  en  projection  horizontale,  s'obtiendra  en  cherchant  l'enveloppe  des  courbes  représentées  par 
l'équation  (2)  quand  a  varie.  Xous  éliminerons  pour  cela,  a  entre  (2;  et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  a  : 

L^e^(l-f)=0. 

1  1  i 

Les  équations  de  ce  contour  apparent  sont  donc    a  =  a;  =  y—,    y  =  — - —  ,      ;  =  e  -  . 

Sa  projection  horizontale  se  construit  aisément  par  l'inversion  des  ordonnées  de  la  courbe  (u). 
Sa  projection  verticale  est  représentée  sur  la  fig.  8. 

Propriétés  communes  à  toutes  les  sections  horizontales.  —  Toutes  les  courbes  S  passent  à  l'origine  et  y  sont 
tangentes  à  oy  ;  en  effet,  pour    x  =  (i,    Lx  devient  infini  et  xLx  tend  vers  zéro;  donc  y  tend  vers  zéro   et 

—     devient  infini  dans  les  mômes  conditions. 

X 

Pour  les  valeurs  de  a;  comprises  entre  zéro  et  un,  y  est  de  signe  contraire  à  a,  et  varie,  en  valeur  absolue, 
de  zéro  à  l'infini. 

Pour  toutes  les  courbes  S,  le  point  o  est  un  point  d'arrêt,  et  la  droite    H'BH^a;  =  1)    est  une  asymptote. 
Pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  luoilé,  y  est  de  même  signe  que  a  ;  toutes  les  courbes  S  se  détachent 
de  leur  asymptote  commune  H'BH,  pour  s'éloigner  indéfiniment  de  oy,  quand  x  croit  de  un  à  l'infini. 

DiscTission  de  la  forme  des  diverses  sections  horizontales. —  l"  Cas  :a<0;     0<z<l.  —  La  courbe  (v)  [telle 

que  (P|)  et  (cj),  fig.  2]  coupe  ox  en  un  seul  point  situé  à  droite 
du  point  6. 

La  branche  OA  de  la  courbe  S  qui  part  de  l'origine  a 
une  ordonnée  constamment  croissante,  et  d'autant  plus 
grande  que  a  est  plus  petit  en  valeur  absolue  {fig.  3). 

La  branche  de  courbe  DCE  qui  se  détache,  à  droite,  de 
l'asymptote  H'BH  présente  un  point  C  d'ordonnée  maximum, 
dont  l'abscisse  est  celle  du  point  de  rencontre  de  la  courbe 
'tj)  avec  ox.  Ce  point  C  décrit,  lorsque  ::  varie  de  0  à  i,  dans 


le  sens  de  la  flèche,  une  courbe  (C)  représentée  sur  les  fig.  3 
et  8  en  traits  discontinus.  L'équation  de  cette  courbe  (C) 
s'obtient  en  remphiçant,  dans  l'expression  de  y,  a  par  —  u, 
ce  qui  donne 


(C) 


e  u 


y  —  — 


x{Lxf 

Au  delà  du  point  C,  la  courbe  S  s'éloigne  à  l'infini  dans 
la  direction  des  y  négatifs,  et  cette  branche  infinie  n'a  pas 
d'asymptote  rectiligne. 
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Si  l'on  suppose  que  :;  tende   vers   zéro,   la   courbe  (»)  (fia.  2)  se  rapproche  de  (u)  en  restant  au-dessous. 
En  même  temps,  la  branche  oA  de  S  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  oy,  et  la  branche  UCE  est  rejetée 

_  j^ 
à  l'infini  du  côté  des  y  négatifs.  (La  courbe  oADCE  que  nous  avons  voulu  représenter  est  à  la   cote     c    ' . 

i 
La  section  faite  à  la  cote     —    a  sa  branche  de  droite  hors  des  limites  du  dessin). 

Si  l'on  suppose  que  ;  tende  vers  l'unité,  ce  qui  a  lieu  lorsque  In  courbe  (v)  s'éloigne  l\  l'infini,  la  section 
S  tend  à  se  rapprocher  du  système  de  droites  rectangulaires  o^r,  HH',  en  prenant  une  forme  analogue  à  oA'D'E'; 
le  point  C  s'éloigne  indéfiniment,  dans  la  direction  ox,  en  suivant  la  courbe  (C).  Pour  2=1,  S  se  réduit  à 
ox  et  H  H'. 

2' cas.  a  >  1  ;  I  <  i  <  e.  —  La  courbe  (b)  se  trouve  au-dessus  de  (m)  et  son  point  d'arrêt  se  trou\e  h 
une  distance  de  l'origine  plus  grande  <iiie  l'unité  (telle  est  la  courbe  (i'b),  {fig.  2). 

La  courbe  S  correspondante  touche  le  contour  apparent  à  droite  de  BH,  en  un  point  G,  d'autant  plus 
éloigni!'  (lue  :  diffère  moins  de  l'unité.   Telles  sont  les  courbes  oA"D"E"  {fig.  .3  et  4)  et  oKMGL  (/ig.  4).   Sur 

_i_ 
celte  dernière  courbe,  tracée  à  la  cote  e  ',     les  arcs  OK  et  MG   sont   en-dessous  du  contour  apparent,  c'est-à- 
dire  cachés  ;  l'arc  GL  est  vu. 
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Fig.  5. 


I--ig.  6. 


3c   Cas.      % 


1  ;     -  =  e.     —  Danï  ce  cas    particulier,  le  point  de  contact    G    avec  le  contour  apparent 

;     elle   est    rcprésen- 


s'cst  éloigné  à  l'infini  dans  la  direction    1!1L    La  courbe    S   a  pour  équation     y  — 
tée  [fig.  y);  l'arc  OK  est  tout  entier  cache,  l'arc  ML  est  vu. 


«■•Lx 


4"^  Cas.       — <a<l;     e  <  z  <  e'. 


Le  point  de  contact   G   avec  le  contour  apparent  se  trouve  {fg-  ^) 
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sur  l'arc  OK,  à  droite  du  point   F   où  le  conlour  apparenta  une  ordonnée  niaximiiin      Ix  =  — •    y  =  — 11. 

L'arc  OG  est  caché,  les  arcs  GK  et  ML  sont  vus. 

Remarque.  —  Dans  les  26,  3«  et  t«  cas,  la  courbe  (c)  '^telles  fiv.)   et  (dc),  fig.  2]  ne  coupant  pas  l'axe  Ox,  ij 
décroit  constamment  et  no  présente  ni  maximum  ni  rainimnin. 


Fig. 


Fig.  8. 


5*^  Cas.    a  =i  —  ;    j  =  e'.    —  La  courbe  (v)  devient  (u-.)  (fig.  2).  Elle  touche  ox  au  point  d'abscisse  — 

La  courbe  S  passe  au  point  F,  sommet  du  conlour  apparent.  Elle  y  présente  une  inflexion  dont  la  tangente 
est  parallèle  à  ox  {/ig.  7). 

L'arc  OF  est  caché,  les  arcs  FK  et  ML  sont  vus. 


6=  Cas.    0  <  i  <  —  ;    s  >  e«. 


La  courbe  (c)  (telle  que  (i-j).  fig.  2)  coupe    ox,  entre  0   et    li   en  deux 


points  auxquels  correspondent,  avec  la  môme  abscisse,  un  minimum  et  un  maximum  de  l'ordonnée    y   de  la 
courbe    S.  Le  contact  G  de  cette  dernière  avec  le  contour  apparent  a  lieu  à  gauche  du  point   F.   Sur  l'arc  OG 
{/ig.  8i   se  trouve  le  point  P  d'ordonnée  minimum  ;   cet  arc  est  caché.  Sur  l'arc   GK    se   trouve  le  point   (J 
d'ordonnée  maximum  ;  cet  arc  est  vu,  ainsi  que  l'arc  ML  qui  complète  la  courbe  S  à  droite  de  l'asymptote. 
Les  points  P  et  Q  se  trouvent  en  outre  sur  la  courbe  (G), 


x(Lxj- 


qui  est  tracée  en  traits  discontinus  sur  les  figures  3  et  8.  Cette  courbe  passe  au  point  F  qui  est  un  point  d'in- 
llexion.  Elle  y  est  tangente  au  contour  apparent.  La  courbe  (G)  va  ensuite  du  point  F  au  point  B  qui  est  un 
point  d'arrêt.  La  tangente  en  co  point  est  l'axe  Ox. 

IL  —  Étude  des  sections  parallèles  au  plan  des  xz,  situées  du  côté  des  y  positifs.  —   Si   l'on 
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coupe  la  surface  par  un  plan  vertical  dont  la  trace  horizontale 
RS  foit  parallèle  à  ox  on  obtient  le  point  R  sur  oj/,  à  la  cote 
zéro,  le  point  T  sur  BH  à  la  cote  +1,  le  point  S,  sur  le 
contour  apparent,  et  les  points  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  et  8  sur  les 
sections  horizontales  faites  à  des  cotes  croissantes. 

En  relevant  les  cotes  et  les  abscisses  de  ces  divers  points 
on   obtient   la   courbe    RTSW     qui    est   la    section   demandée 

(/îff.  9)- 

Cette  courbe  a  pour  asymptote  la  droite  TH  parallèle  à  R:. 

La  dérivée  de   j  prise  par  rapport  à  .'   en  laissant  y  cons- 
tant est 


_1 

L; 

cette  dérivée  devient  infinie  sur  le  contour  apparent  horizon- 
tal, et  au  poirjt  R,  pour     ;;  =  0. 

Pour  que  z'  s'annule  il  faut  que  l'on  ait  à  la  fois 


Fig.  9. 


\.x 


ce  qui  entraine    y  ^  — 


cLa- 


x[  La:)- 


Les  sections  parallèles  au  plan  des  xz  ont  donc  des  tangentes  horizontales  aux  seuls  points  qui  se  pro- 
jettent sur  la  courbe  (C)  et  comme  les  y  des  points  de  cette  courbe  sont  tous  négatifs,  les  sections  qui  sont 
situées  du  côté  des  i/  positifs  n'ont  pas  de  tangentes  horizontales. 


Enfin,  remarquons  que  Zr  pour    a;  :=  :  =:  1    a  même  limite  que 

ô    L:     i  -^acLxL: 


La;  ' 


-r^  ;    en  effet 


"''         X    \.x      1  — xVz 
or  ^^  tend  vers  1,  x\^x\.z  et  xLz  tendent  vers  zéro,  donc 

X 

lira  -J,  =  lim  ~  =  lim  yz^  —  y; 
\.x 

la  tangente  au  point  T  s'obtiendra  donc  en  menant  l'horizontale  du  point  T  jusqu'à  sa  rencontre  en   T'  avec 
lu  puis  portant  sur  T'R  une  longueur  T'L'  égale  à  y. 
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1650.  —  Un  point  M  est  mobile  sur  un  cercle  fixe  0.  Du  symétriciue  M'  de  M  par  rapport  à  un  diamètre 
fixe  Ox,  on  abaisse  une  perpendiculaire  STP  sur  O.M.   Quel  est  le  lieu  du  point  P? 

Dnamra. 

1651.  -  On  donne  une  conique  (C)  circonscrite  à  un  triangle  ABC  et  un  point  P  de  son  plan.  Les  droites 
P.\,  PB,  PC  rencontrent  (C)  en  des  points  o,  6,  c.  On  joint  un  point  quelcon(|uc  0  de  (C)  aux  points 
n,  6,  c  ;  les  droites  Oa,  06,  Oc  rencontrent  rcspec ti\ement  les  côtés   BC,  C.A,  AB  aux  points  a,  ^,  y- 

Démontrer  que  les  quatre  points  P,  i,  ^,  ■;   sont  sur  une  uiimiip  dn.ile. 

(i.    PixissiER,  à  Toulouse. 
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PREMIERE    PARTIE 


SUR  LA   RÉSOLUTION   DE    L'ÉQUATIOX    DU  TROISIÈME  DEGRÉ 


1.  On  fait  dépendre  habituellement  la  résolution  algébrique  de  réquation  du  troisième  degré 

i-'  -+-  px  -h  'J  —  t), 

de  la  substitution  x  =  ^J  +  z,  et  l'on  astreint  les  inconnues  y  et  :  à  véiifier  en  outre  la  relatiou 
3yz-hp  =  Q,  de  telle  sorte  que  le  coetHcient  de  y~hz  dans  la  nouvelle  équation  soit  nul.  On  arrive 
ainsi  sans  peine  ii  mettre  les  trois  racines  de  l'équation  cubique  sous  les  formes 


'  -  .         3  /  —  0  /"(7â  ^  s    I 


<"         I  -  =  jV^-\/i-^-A7^-v^?^ 


dans  lesquelles  j  et/  désignent  les  racines  cubiques  de  l'unité;     \    -7- +  ^  '    une  des  déterminations 


de  la  racine  carrée  de    -y-  -i-  —  ^    et  les  radicaux  cubiques,  deux  déterminations  des  racines  cubiques 
indiquées  dont  le  produit  soit  égal  à     — ^• 

2.  On  peut  arriver  aisément  à  ce  résultat  en  cherchant  les  valeurs  de    cos  —    en  fonction  de  cos  «, 
ou  de    ch  —    en  fonction  de   ch  a.    Xous  allons  exposer  le  second  procédé. 

On  déduit  immédiatement  des  formules  qui  donnent    ch  («  -h  b)    et    sh  (a  -t-  h),    d'abord  celles 
qui  donnent  ch  2«   et   sh  2a,   puis     ch  3a  =  ch' a -f- 3  ch  a  sh- a,     et,  comme     ch^a  — sh-a=i, 

ch  3a  =  4  ch^  a  —  3  cha. 

Si  nous  changeons  dans  cette  formule,     a  en    -7-  -,    i]ue  nous  posions    ch  o  =  6    et    ch  -^  =  x, 
nous  aurons  l'équation  du  troisième  degré  qui  donne    ch  —    quand  ch  a  est  donné;  cette  équation  est 

(2)  4a;'  — 3a;  -6  =  0. 

Pour  la  résoudre,  nous  remarquons  que 

,            e"  -t-  e"" 
ch  a  —  ■> 

et  que,  par  suite,  l'équation  qui  donne  e'  est 

e"  -t-  e""  —  26  ou  c-"  —  26c'  +1=0. 
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Les  deux  racines  de  celle  équation  sont  c"  cl  c",  et  nous  iiouvons  écrire 


e"  =  ô  4-  v'62  -  1 .  e-"  =  b  -  \'b'  -  1, 

en  représentant  par    \'b-  —  1    une  des  détciminations  de  la  racine  canée  de     b-  —  1. 
Les  valeurs  de  e  '    sont  donc 


e  '  =  v/TWÏ'  —  1 ,  ou  j\/6  ^-  ib^  -i  ,  ou  j'^b  -^^b'-  —  i; 

celles  de    e    "■  , 


g    3  =  {/;,  _  /62  _  1  ^  ou  V*  —  fb^  —  i,  ou  J-^v^é  _  ^/62  _  1 . 

—  -—  a 

D'aulre  part,  comme  le  produit  des  deux  valeurs  emjjloyées,    e'     et   e    ^,    pour  former     ch—, 

doit  être  égal  à  1,  nous  prendrons  comme  déterminations  initiales  des  radicaux  cubiques  deux  déter- 
minations dont  le  produit  soit  égal  a  1,  et  nous  aurons  alors  les  trois  racines  de  l'équation  (2)  : 

I     a-,  =  -  (^b  -+-  //7ï^T^\//7^\'P"^, 
(3)  !    -r.  =^{j{/b^,'b'^-i+ji/b  -  s'b^^^i), 

I      a-,  =  j  (j^l/h^^'ÔTZrj  _t-  X''i  -  :P~"Ï  ) . 

Nous  identifions  ensuite  l'équation     x'  +  px-hcj  =  0     avec   l'équation  actuelle,  en  y  remplaçant 

d'abord  a-  par  )a-,  puis  en  égalant  li'ï  cocfTicienls  des  deux  équations 

P            9        ^                 .3            b        ^ 
x^  +  4-T-x  +  ^  =Q,  x'  —  ~x ,-  =  0; 

nous  aurons  ainsi  les  deux  relations 

»  3  q  b 

pour  déterminer  ).  et  b.  Après  quoi,  les  racines  de  l'équation  proposée  seront 

^^  =  "a  ij\/'bTW^l +r-\/b-s'b^—\), 
^'  =  4  ip  l  b-^^fb'-\  -+-  j'v^i  _  v/i^^rt) . 

X 
En  faisant  passer  —  sous  le  radical  cubique,  puis  sous  le  radical  carré,  et  remplaçant  ensuite  6>.', 

i'X«  et  À*    par  leurs  valeurs  tirées  des  relations  (4),  nous  retombons  sur  les  formules  (1). 

Primitivement  le  produit  des  deux  radicaux  cubiques  était  égal  à  1  ;  maintenant  il  doit  être  égal  à 

--,    puisque  cliacun  deux  a  été  multiplié  par    —  •     or     —  =  — -^;    doncie  produit  des  deux  déter- 
4  i  '  4  3 

minalions  choisies  pour  les  radicaux  cubiques  doit  être  égal  à    — —  • 

3.  Dans  le  cas  où  b  désigne  un  nombre  positif  plus  grand  que  1.  l'équation  4.r' — 3j  —  6=0  a 
une  racine  réelle  et  deux  iuiaginaires.  La  racine  réelle  est  positive  et  plus  grande  que  I  ;  elle  s'obtient 
en  prenant  les  deux  déterminations  1  éellcs  des  radicaux  cubiques  et  représente  un  cosinus  hyperbolique 
réel. 


CERTIFICAT  D'ÉTUDKS  SUPÉRIEURES 
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(/équation  x^-h  px -hff  =  0,  où  Ion  suppose  />  <  0  et  4/j' -+- 27fy- >  0,  est  alors  résolue 
par  riiientificatioii  précédente,  à  l'aide  de  calculs  réels.  11  est  aisé,  au  surplus,  de  montrer  que  cette 
résolution  fournit  la  résolution  trigonométrique  relative  à  ce  cas.  11  suflit,  en  etfol,  de  poser 

yb  H-  v'6-  —  1  =  cot  w  =  ycot  o, 
car  on  déduit  de  là 

b  -+-  v'i^  -   1    =  cot  o,  l)i  —  [  ~  (cot  o  —  i,2  puis      b  — 

sin  2o 
L'équation  cubique  est  donc  résolue  finalement  par  le  tableau  suivant  : 

(  X^-i-pX  -i-  7    =:   0, 

47 


(S) 


=V^' 


b 


1 


calcul  de  2'i  et  de  o, 

u  ' 

tgo)  =  vlg  o^  calcul  de  w. 

X  ■> 

■^1  =   -J-lCOt  (o  +  tgw) 


sin  2o 


^-  =  "2  O'cotc^^/- tgco) 

X 
■^'  =  TO"cot<o  -r-,;  tgco) 


^ cot  2(0, 


2  sin  2'o 
—  X 


-cot  2-0. 


2  sin  2(0 

Ce  tableau  est  tout  préparé  pour  le  calcul  logarithmique  ;  s  est  égal  à     -i-  1     ou  à     —  1     suivant 

que  q  est  négatif  ou  positif,  de  telle  sorte  que  b  soit  positif. 

Dans  le  cas  oii  p  est  positif  et  où    4p^  +27^'     est  positif  aussi,  on  arrive  à  un  résultat  semblable 

a 
en  partant  de  l'équation  qui  donne    sh  •—    en  fonction  de     sh  n  —  b. 

E.  H. 
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1561. 


Mathématiques  préparatoires. 

L.  — i"  Calculer  l'iiiléqrale  définie      I      -; '■ 

•^  '  Jo    {[ -h  x){i -^  X-} 

2°  Intégrer  les  équations  différentielles  simultanées 

dii         .^  rf: 

dx  ^  dx  ^ 

oii  y  et  z  sont  des  fonctions  inconnues  de  x  et  u   une  constante. 

3°  On  considère  une  fonction  f(x)  admettant  la  période   2ît:    f(x-{-'2r.)  =  f[x) 

et  coïncidant  dans  r  intervalle     — tt,     -i- -    avec  la  fonction     e'''  +  e~^,     (— tt  <^  x  <  +  it). 

Calculer  les  coefficients  du  développement  de  cette  fonction  par  la  seine  de  Fourier 

f[x)  =  Oj  -f-  «1  cos  a;  -t-  A,  sin  x  -h-  0-2  cos  '^x  -+-  62  sin  2a;  -t-  •  •  +  a„  cos  nx  -\-  b„  sin  nx  -+- 


1°  En  décomposant  en  éléments  simples  la  fonction  rationnelle 


(l-+-.r)(l    f-.i--) 


■ .    on  obtient 


i        _  '  r    '        j  — 1 1 

■  jr}(  l  -+-  X-)         2  L  I  +  .r         1  H-  .r-  J 
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et  on  en  déduit 


ou  encore 


/" t/j  _    1  I     ,"     dx  r     xdx  ,-      dx     "I 

J  {l-hx)H.  +  x'-)  ~    2  [J     l-^x  ~J     1  +  X-     V     1  -H  a;^    I 

/(l+4(^^x--)  =  |[L(l-r)-WTTP+arctgx], 
r  dx  1  r       1  +  a:  -] 


arc  Ig  X  désignant  la  détermination  comprise  entre  0  et    — • 

Pour    .X-  =  0,     le  second  membre  est  nul  ;  et  comme  on  peut  l'écrire 


-^1 


-+-  arc  te  x 


L    V 


on  voit  que  pour    a- =  +  oo  ,     il  se  réduit  à    -  TLI  +  arc  tg  (+ x)],    c'est-à-dire  à    — •    On  a  donc 

2  4 


r 


dx 


2"  Nous  avons  à  intégrer  le  système 
(1) 

(2) 

La  relation  (1)  nous  donne 

,3,  --T^» 


ii.-hx){\-^x^) 

-d7^^--y' 

dz 


dz 


Remplaçons  c  et    —r—    par  ces  valeurs  dans  l'équation  (2j,  nous  obtenons 


(4) 


1  Y  d'u       rful       1  r^v        1 


dx' 


4y  =  3e", 


et  le  système  proposé  est  équivalent  au  système  formé  par  les  équations  (3)  etj(4). 

Or  on  sait  intégrer  l'équation  (4).  L'équation  caractéristique  f{r)  ^  r-  —  4  =  0  a  pour  racines 
dz  2;  par  suite  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre  est  Ae-'^ -i- Be~'^,  A  et  B 
désignant  deux  constantes  arbitraires. 

U'aiilrc  part,  si  rt  n'est  pas  racine  de  l'équation    f(r)  =  0,    c'est-à-dire  si    a^ — 4=7^0,    —t—-  ou 
est  intégrale  particulière  de  l'équation  avec  second  membre.  11  en  résulte  que  l'intégrale  géné- 

Se-" 


3e' 


a- —  t 

raie  de  l'équation  (4)  est 


(3) 


dij 


(In  en  tire     — *'-  =  2Ae-'  -  2Ue-*'H- 
dx 


Il  =  Ae"^  4-He--' 
3nt'"'' 


a'  — A 

et       ''y 


dx        "^  ri^  —  A 
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et  en  se  reportant  à  l'équation  (3)  on  a 

(6)  :  =  Ae=^-^e—   (''^*)^" 


3  n-  —  4 

Les  relations  (5)  et  (6)  donnent  les  intégrales  générales  des  équations  proposées. 

Remarque.  —   Si   a   est  racine   de   l'équation  caractéristique     f{r)  =  0,      c'est-à-dire   si   l'on   a 
a^  —  4  =  0,     ou     a  =  ±  i,     il  faut  prendre  pour  intégrale  particulière  de    réquation   avec   second 

membre   —-, — -    ou  -— — ,    on  a  alors 

fia)  2<J 

■'  2a 

et  .  =  Ae^--e-^-^  ,/        ^ 

3°  Rappelons  d'abord  les  égalités  suivantes  qui  s'établissent  aisément 

i       cosmxdx  =  0  [m  =  0),  j       sinmxdx^O, 

/""+-'   .         ,     r     '  cos  (m -h  n)-r -i- cos  (m  —  yi)x    ,         ,,  /   /  \ 

/   cos  m.r  cos  »x  ax  =  ( —ax  —  v,  (wi  =  »}, 

/   cos-  mx  dx  =    j dx  =  -,     (m  ==  0), 

r'^'  .            .           ,            r^"  cos(m  —  n)x  —  cos  (m -h  n)x   ,         „  /        -     \ 

/       sm  mx  sm  yix  dx  —    j — dx  =  0,  {m=:n), 

/'+''   .    ,          ,             r^"  1  —  ces  2ma-  /        /  m 

/        s\n- nixdx=     I dx  = -T.,  (m=tO), 

/""+■"  .  J  r       *in  ("'  +  'Oa?  +  sin  (m  —  n)x 

j       smmx cos  nxdx=    j ox  =  U. 

On  a,  par  hypothèse, 

(1)  f{x)  =  a„  +  'V   (a,„  cos  mx  -h  h,„  sin  mx). 

Intégrons  les  deux  membres  entre  les  limites     —  -    et     -1--.     En  intégrant  le  deuxième  membre 
terme  à  terme  et  en  remarquant  que  les  intégrales 

/       cos  mx  dx  et  /       sin  mx  dx, 

sont  nulles,  on  a 

/       f[x)dx  ^    I       a^dx  =  2T.a^, 

ou 

I      /-■+- 

I  dx. 


(2)  „„  =  ±  r"f{x 

D'autre  part,  multiplions  les  deux  membres  de  la  reli 
-\--;     le  seul  terme  du  deuxième  membre  dont  l'intégi 

/       f{x)  cos  mx  dx  =  am  I       cos-  mx  dx  =  -a„,  et  de  même  /       f{x)  sin  mx  dx  =  -b^. 


D'autre  part,  multiplions  les  deux  membres  de  la  relation  (1)  par  cos  mx,  puis  intégrons  de    — t. 
à     -+--;     le  seul  terme  du  deuxième  membre  dont  l'intégrale  n'est  pas  nulle  est  o,„  cos- jîix.  On  a  donc 
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On  en  déduit 

(3)  n,,,  =  —  /       /uncos  m.r  rf.r,  b,„  =  —  j       f{x)sinmxd.K. 

Les  relations  {"2)  et  (3)  déterminent  les  coefficients. 

Mais  on  a    f(x)  =  e'-hc''  =  2  cb  r,     donc 

ce                                                              1      t"^'                   2  sh  - 
/  f{x)dx  =  2  /  chxdx  =  2  sha;,  et  a^,  =  — -  /       fix)dx  = 

D'autre  part  on  peut  écrire 

2  r^'-  2  r^' 

a,„  =  —  /        cil  a;  cos  mx  4x,  b„,  =  —  /        uli  x  sin  ma?dr. 

Nous  calculerons  d'abord  les  intégrales  indéfinies       /  cb  .r  cos  mx  dx    et       /  cb  x  sin  mx  dx. 
En  intégrant  par  parties,  on  a 

r  ,                    ,           ,         fin  mx          r  ,          sin  mx    , 
I  cil  X  cos  ?«a'  rfx  =  en  a;  • /   sh  r  • dx, 

J  m  .  '  m 

r  X       ■  I  ,         cos  mx         r  ,  cos  mx    , 

puis  /  sh  x  sin  nu-  dx  =  —  sh  x h   I  ph  a.- ^r 

c'  ni  i  7(1 

Remplaçons  dans  la  première  formule     j  sh  j-  sin  mx  dx     par  cette  valeur,  nous  avons 

r  ,  ,  cli.r,sinma;         1  F       sb  .x.cos  )».c         1     /'  "1 

cil  X  cos  »i.r  (/.r  = 1 /  cb  x  cos  mx  dx 

''  m  m  L  III  m ,;  J 

,          '    \    r  ,                     ,           sh  .r  cos  m.T+ m  cb  r  sin  îiir 
1  H /  cb  a-  cos  mx  dx  = , 


ou  enfin  /  cb  x  cos  mx  dx 


I  cb  a-  ( 


jb  X  cos  inx  +  m  cb  a'  sin  mx 


1  4-  7/1= 

On  trouve  de  même 

/  '  ,         .            ,           ?b  a-  sin  mx  —  ?»  cb  .r  cos  mx 
I  cil  X  sin  mx  dx  = 


eh  X  cos  mx  c?a-  =  (—  1  )'" -^,       |       cb  x  sin  mx  dx  =  0,     et,  par 


I  -t-  m- 
2sh 
i  +  m- 


su'le  n„,  =  (—  !)"■ — --^^^,  7-,„  =  0. 

Le  développement  de  f(x)   est  donc 

'i  sh  -  I    I        cos  X        cos  2x         cos  3a,'  ,     cos  m  r 


5  10  ■  V       '     l-^-m-  J 

W     MKHIGOT,   à   Paris. 

Boiini'S  solutions  par  M"    Madeleine  .Iankmi^n  et  par  MM.  Amblaihi,  à  Uuines;  I'.  I!ni7.»nii,  à  Paris;  G.  Koucby,  à  Roanne: 
G.  KiiKv,  i  Alt;er;  M.  l.tMiTiK,  lycée  .lansori  ;  Louis  .Suie,  lycée  île  Nancy  ;  G.  Waciik,  li'  l'oint-ilu-.lour,  ii  Lyon. 


1562.    —    (In  piiinl  mohilf  )ioii  pesant,  île  masse     m  =  4 '/ramwicv,     est  attiré  par  un  centre  fixe    0 

prnpiiitionnelleineni  n  lu  dislmnf,  iitiirnsilé  de  l'iiUrdclion  à  un  centimhire  de  distance  étant  une  d'/ne.  A 

l'inslinit     I  —:  0     le  mobile  est  placé  en  un  point  A  à  une  distance     OA  =:  S  centimètres 

de  0  ri  Irnirr,  perpendiculairement  à  OA  avec  nue  rilesxe  r„  de 'i  centimètres  à  la  seconde. 

1"  Calculer  les  coordonnées  du  mobile  à  l'iuslanl  I. 

0  A  2°  Déterminer  la  trajectoire  du  mobile. 

3°  Calculer,  à  1  seconde  près,  le  temps  que  met  le  mobile  à  faire  une  révolution  autour  du  point  0. 
4°  Calculer,  à  l'instant   t,   l'énergie  cinétique,  l'énergie  potentielle,  l'énergie  totale  du  mobile  dans  le 
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champ  créé  par  l'attraction  du  point  0  :  déterminer  le  maximum  et  le  minimum  de  la  force  vive  et  les  posi- 
tions correspondantes  du  mobile. 

5°  La  position  initiale    A   et  la  direction  de  la  vitesse  initiale  restant  les  mêmes,   quelle  devrait  être  la 
grandeur  de  cette  vitesse  pour  que  la  trajectoire  soit  un  cercle. 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  sont       , ,  ^"-^  /  ,„  ^''.'/  / 

'//-  dl^  ■' 

k  étant  l'attraction  à  l'unité  de  distance  ;  ici     /•■  =  1. 

1  1 

En  posant    —  =  o,%    c  ost-a-dire  ici    w- =  — ,     a;  et  >/  sont  certaines  solutions  de  l'équation  diiïé- 

rentielle 

d-u  ^  Il 

IF  to  M  _    -  _  . 

Nous  avons  donc  sûrement    x  =  acosto/-!- a'sinw/,     y  =  âcostoz-i- ^'sin  w/, 
pour  certaines  valeurs  des  constantes  a,  ^,  a'.  S'. 

1.  Plaçons-nous  dans  le  cas  iniliqué.  où     o  =  _    el  où,  à  l'époque     /  =  0,     on  a 

X  =  o,  y  =  0,  vi  =  0,  v,j  =  2; 

nous  obtiendrons  de  suite 

„  '  .      ( 

.T  =  o  cos  —,  y  =  4  sm  —  . 


2 

16 


2.  La  trajectoire  est  une  ellip?e,  l'ellipse     — -_^  =  i,     dont  \v  foyer  est  à  une  dislance     c  =  3 
du  point  0. 

3.  La  durée  d'une  révolution  totale  est  égale  à    4r,    elle  est  comprise  entre  12  secondes  et  13 
secondes. 

4.  La  ditlérenticlle  du  travail  est  donnée  par       d =  — krdr  =  -  rdr. 

»                             ,             niv-        wii'5         ri  —  )•- 
L  mtesrale  des  forces  vives  est  donc 


2  2 

Or  si  on  prend  pour  position  initiale  le  point   A.    on  a     ;■„  =  5,     «„  =  2;     l'équation  précédente 
peut  donc  s'écrire 

mv-         r-         23^  Kj  II 


4 1  /■- 

L'énergie  totale  est   — ->   l'eneriiie  potentielle  est    —    et  l'énergie  cinétique  est 

-Y-  -  -T~Y  =  y(*1-25cos--  -16sin'  -j,  ^-  ^  _(^2osin' --.  I6cos'  - 

11  est  évident  dès  lors  que  l'énergie  potentielle  est  maximum  aux  sommets  du  grand  axe  et  minimum 

aux  sommets  du  petit  axe.  C'est  l'inverse  qui  se  produit  pour  l'énergie  cinétique  :  le  minimum  a  lieu 

pour    t  —  0    et  le  maximum,  pour    /  =  -  ;     ce  sont  respectivement  les  deux  nombres  —  et  — • 

2  2 

5.  Si  on  appelle  «„  la  vitesse  initiale  au  point  A,  les  coordonnées  du  point  M  sont 

x  =  5cos-,  i/  =  2r„sin-, 

etla  trajectoire  est  un  cercle  quand     2y|,  =  3,     c'est-à-dire     Vo  =  —■ 

M.  LAMOTTE,  lycée  Janson. 
Bonne  solution  :  M.  Amblard.  à  Ruines. 
Assez  bonnes  solutions  :  M.  H.  Janois,  à  Nantes;  G.  Foocrt,  à  Roanne 
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ÉCOLK   POLYTECHNIQUE  (Co)ïcoiirs  de  1907.) 


1608.  —  On  donne  deux  sphères  dont  Vune,  de  centre  0,  0',  a  un  rayon  de  25"™,  et  Vautre,  de  centre  Oi,  0,', 
a  un  rayon  de  50™°'  ;  leur  position  est  définie  par  les  cotes  du  croquis  ci-contre. 

On  demande  : 

lo  de  circonscrire  à  ces  deux  sphères  un  hijperboloide  de  réooln'ion,  dont  le  cercle  de  gorge  a  13mm  /i/,  rayon, 
et  est  situé  entre  les  deux  sphères  ; 

2°  de  représenter  le  solide  limité  par  ces  deux  sphères  et  la  partie  de  l'hyperboloïde  comprise  entre  elles  ; 

3°  d'ombrer  ce  solide,  le  rayon  lumineux  ayant  la  direction  R,  R',  indiquée  au  croquis. 

Pour  la  mise  en  place  de  l'hyperboloïde,  on  prendra  un  plan  vertical  auxiliaire  de  projection,  parallèle  à  OOi, 
et  sur  lequel  (Oi.  0',)  se  projettera  en  0.,'. 

Les  candidats  devront  indiquer  sur  l'épure  la  construction  d'un  point  de  chacun  des  contours  apparents  de  l'hy- 
perboloïde, déterminer  les  asynip'otes  de  ces  contours,  construire  pour  chaque  courbe  d'ombre  un  point  et  la  tan- 
gente en  ce  point. 

Les  parties  dans  l'ombre  seront  couvertes  de  hachures  ou  d'une  teinte  plate  légère  d'encre  de  Chine.  Les  tan- 
gentes et  asymptotes  seront  tracées  en  traits  mixtes  r.oirs,  et  les  liynes  de  construction  en  traits  pleins  rouges. 

Mise  en  place.  —  L'hyperboloïde  (le  révolution  a  pour  axe  la  ligne  des  centres  de  deux  sphères  données, 
qui  est  une  ligne  de  front  par  rapport  an  plan  vertical  auxiliaire  que  nous  appellerons  x^y^,  le  plan  primitif 
étant  désigné  dans  la  suite  par  xy.  Il  est  d'ailleurs  inutile  de  tracer  aucune  ligne  de  terre,  car  nous  pourrons 
lapporter  les  cotes  au  plan  horizontal  passant  par  le  centre  dune  des  sphères  données,  que  nous  spécifierons 
quand  il  y  aura  lieu.  Si  nous  considérons,  par  rapport  au  plan  vertical  x^y^,  un  plan  de  front  langent  à  la  sur- 
face, il  la  coupe  suivant  deux  génératrices  tangentes  aux  deux  sphères  données  en  des  points  situés  sur  les 
cercles  sections  de  ces  sphères  par  ce  plan  de  front  :  ce  sont  donc  les  tangentes  communes  ;i  ces  cercles.  On 
sait  que  les  projections  verticales  de  ces  génératrices  sont  asymptotes  à  la  méridienne  de  la  surface  et  se  cou- 
pent à  la  projection  verticale  du  centre.  Nous  devrons  donc,  puisque  ce  centre  est  entre  les  deux  sphères,  mener 
les  tangentes  communes  intérieures  aux  deux  cercles  considérés.  Nous  avons  pris  sur  l'épure  le  plan  de  front 
ab  k  lo"™  de  l'axe  OOi  ;  il  a  donné  les  cercles  Oja,'  et  o'^[  et  les  génératrices  d[g[,  c,'(o,'.  Ces  génératrices  don- 
nent en  même  temps  le  contour  apparent  du  cône  asymptote  sur  le  plan  xiy^.  On  a  donc  en  oôrf,'  et  O.29,'  les 
rayons  des  sphères  inscrites  dans  ce  cône,  en  sorte  qu'il  suffit  de  projeter  l'une  de  ces  sphères  sur  le  plan  ho- 
rizontal, puis  sur  le  plan  vertical  xy,  et  de  mener  k  ces  projections  des  tangentes  par  les  points  10  et  w'  pour 
obtenir  les  asymptotes  de  chacun  des  contours  apparents  de  la  surface  sur  le  plan  correspondant.  L'axe  Irans- 
verse  de  chaque  méridienne  est  d'ailleurs  égal  au  rayon  connu  du  cercle  dégorge,  en  sorte  que  chaque  hyper- 
bole est  définie  par  .ses  sommets  et  ses  asymptotes. 

Point  courant  sur  chaque  contour  apparent.  —  Prenons  sur  la  génératrice  D(".  un  point  quelconque  M  ;  il  dé- 
crit un  parallèle  dans  le  plan  pcr]iendiculaire  à  l'axe,  mené  par  ce  point,  sur  la  sphère  qui  a  pour  centre  l'in- 
tersection I  de  l'axe  par  le  plan  perpendiculaire  en  M  k  la  génératrice.  Les  points  où  ce  parallèle  touche  le 
contour  apparent  horizontal  sont  sur  le  grand  cercle  horizontal  de  cette  sphère,  puisqu'elle  est  inscrite  à  l'hy- 
perboloïde le  long  de  ce  iiarallèle  :  ils  sont  donc  à  l'intersection  du  cercle  équateur  im  de  la  sphère  et  de  l'ho- 
rizontale qui  a  la  cote  du  point  I  dans  le  plan  du  parallèle  et  qui  est  la  droite  de  bout  7m,',  ce  qui  donne  le 
point  n  cherché  et  son  symétrique  par  rapport  k  l'axe. 

Pour  avoir  les  points  où  ce  même  parallèle  touche  le  contour  apparent  sur  le  plan  vertical  xy.  il  sulfil  de 
reiflarquer  que  ces  points  sont  dans  le  plan  de  front  du  centre  de  la  sphère  I,  et  par  suite  sur  la  droite  d'in- 
tersection de  ce  plan  de  front  avec  le  plan  du  parallèle.  Or  on  connaît  les  deux  projections  de  rette  droite  dans 
le  svstème  auxiliaire,  k  savoir  jh,j\k\.  il  suffit  donc  de  faire  un  changemcnl  de  plan  vertical  pour  le  point  k,  ce 
qui  donne  la  nouville  projection  j'h'  dont  l'intersection  avec  le  contour  a]iparent  vertical  de  la  sphère  I  fait 
connaître  le  point  cherché. 

Représentation  du  solide.  —  Le  solide  considéré  a  pour  contour  apparent  sur  chaque  plan  de  projection  la 
porlion  de  contour  apparent  de  l'hyperboloïde  limitée  aux  points  de  contact  de  cette  courbe  avec  le  contour 
apparent  de  chaiiue  sphère  et  comprise  entre  les  s])hèrcs,  puis  les  contours  de  chaque  sphère  k  partir  de  ces 
points  de  contact.  Il  y  a  donc  intérêt  k  construire  directement  ces  points,  et  pour  cela  k  répéter  exactement,  à 
ré''ard  de  chaque  sphère  G  et  Oi  les  constructions  (pi'on  a  données  pour  la  sphère  I  ;  nous  les  avons  indiquées 
sur  l'épure  pour  la  grande  sphère,  pour  le  point  /*,  /(,'. 
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Ombre  propre  sur  chaque  sphère.  —  C'est  le  grand  cercle  de  contact  du  cylindre  circoDscrit  parallèlement 
à  la  direction  des  rayons  lumineux.  Cette  direction  est  de  front  par  rapport  au  plan  x,y,  ;  il  suffit  donc  d'en 
déterminer  la  projection  sur  ce  plan  par  un  ctiangement  de  plan  vertical,  et  de  mener  par  o^  et  Oj  des  per- 
pendiculaires à  cette  direction  pour  avoir  les  traces  des  plans  de  bout  contenant  les  deux  grands  cercles,  et  en 
déduire  les  projections  horizontales  qui  sont  les  ellipses  de  demi  petits  axes  o,q  et   or. 

On  a  déterminé  un  point  courant  a,  fx'  de  l'ellipse  0,3  et  la  tangente  en  ce  point  0;-i,  OV,  par  le  procédé 
ordinaire.  On  reconnaît,  si  l'on  prend  la  section  de  rh\  perboloïde  par  le  plan  diamétral  conjui^ué  de  la  direc- 
tion des  rayons  lumineux,  plan  qui  e*t  de  bout  par  rapport  au  plan  vertical  .rii/i,  que  cette  section  est  toute  à 
l'intérieur  du  cvlindre  circonscrit  à  la  piHite  sphère,  dans  la  portion  obscure.  Par  suite,  il  n'existe  |ias  d'ombre 
propre  sur  l'byperboloïde. 

O.ubre  portée  sur  l'hyperboloide.  —  Elle  est  sur  l'intersection  du  cylindre  circonscrit  à  la  petite  sphère 
parallèlement  aux  rayons  lumineux,  avec  la  surface  de  l'hyperboloïde.  Les  deux  surfaces  étant  circonscrites  à 
la  mémo  sphère  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes  :  les  axes  des  deux  surfaces  étant  de  front,  les  plans 
de  ces  courbes  sont  de  bout  cl  on  obtient  leurs  traces  sur  le  plan  x,yi  en  prenant  l'intersection  des  généra- 
trices de  contour  apparent  du  cylindre  avec  l'hyperbole  méridienne  ;  il  est  aisé  de  voir  que  le  plan  u',v',  seul 
convient  ici  —  on  remarquera  que  celte  trace  «i^i  passe  par  le  point  d'intersection  a,  des  traces  des  deux 
plans  de  contact  de  la  petite  sphère  avec  les  deux  surfaces  :  hyperboloïde  et  cylindre.  La  section  de  l'hyperboloïde 
par  ce  plan  est  une  ellipse  qui  se  projette  horizontalement  suivant  une  ellipse  dont  l'axe  horizontal  de  la 
courbe  dans  l'espace,  qui  est  égal  au  diamètre  du  cylindre,  donne  le  grand  axe,  l'autre  étant   uv. 

Nous  avons  construit  un  point  courant  de  cette  ellipse  en  menant  une  génératrice  quelconque  a,-,,  >.-  du 
cylindre  circonscrit  et  prenant  le  point   -'1,  -  où  elle  perce  le  plan  de  l'ombre  portée. 

Pour  avoir  la  tangente  en  ce  point  nous  avons  remarqué  qu'elle  est  dans  le  plan  langent  au  cylindre  le 
Ion"  de  la  'génératrice  du  point  -  et  que  ce  plan,  qui  louche  la  sphère  en  X,  ).',,  touche  aussi  le  cooe  circons- 
crit^le  Ion"  du  parallèle  de  bout  >;■(■',  et  par  suite  passe  par  le  point  a,  de  l'axe  de  ce  cône;  il  contient  donc  la 
parallèle  à  la  génératrice  a,-:',  qui  coupe  le  plan  de  la  courbe  d'ombre  portée  en  -[.  La  tangente  cherchée 
passe  donc  par  ce  point  et  est  la  droite  -.[it',, -.-.  On  en  déduit  la  tangente  à  la  projection  verticale  en  -'  par 
un  changement  de  plan  vertical  pour  un  point  quelconque  de  celte  tangente. 

On  peut  d'ailleurs  construire  la  projection  verticale  de  l'ellipse  en  déterminant  les  projections  verticales 
des  diamètres  qui  donnaient  les  axes  de  la  projection  horizontale  et  qui  sont  deux  diamètres  conjugués  de  la 

projection  verticale. 

La  distinction  des  parties  vues  et  des  parties  cachées  sur  chaiiue  courbe  dDmbre  n'ollVe  aucune  difficulté. 

Henri  (;ABlil.\l',  élève  au  Ivcée  d'Orléans. 
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1558.  —  On  considi^re  réqtialion  diffcrfixtielle     [x  —  l)y'  —  ;/  =  3i-'  —  lâ.r'  -!-  17j-  —  lOa-. 

1»  Fonmr  iiiilégrale  g'inéi-ak  de  celle  équalion,  en  la  faisant  dépendre  de  sa  valeur  pour  x  —  0 
prise  comme  paramètre  variable  ; 

2^  Discuter  suivant  les  valeurs  du  paramètre  la  réalité  des  racines  de  l'équation  (ji/'on  obti^'ut  en  égalant 
l'intégrale  générale  à  0  ; 

3°  Lieu  des  po'ints  d'inflexion  des  courbes  intégrales  G  ; 

40  former  l'équation  du  lieu  V  des  points  des  courbes  (1  oii  la  tangente  est  parallèle  à  une  direction 
donnée  de  coefficient  angulaire  m.  Quand  m  varie,  le  lieu  V  est  la  courbe  intégrale  générale  d'une  équation 
différentielle  qu'on  demande  de  déterminer.  Construire  P  pour     m  =  0  ; 

5°  Construire  les  diverses  formes  des  courbes  intégrales  C,  suivant  les  valeurs  du  parain':tre  dont  elles 
dépendent.  En  particulier,  un  construira  les  courbes  C  tangentes  â  0.r. 

1.  Nous  avons  à  intégrer  une  équalion  différentielle  linéaire  du  premier  ordre:  pour  cela,  nous 
posons  y  =  uv,  u  et  u  désignant  deux  fonctions  de  .r,  dont  l'une  pourra  être  choisie  arbitrairement. 
En  remplaçant  y  par  uv  dans  l'équation  donnée,  on  obtient 


10,z-. 
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Détorminons  la  fonction  u  de  façon  que  le  coelficient  do  u  soit  nul  ;  nous  avons  alors 

dv  dv  dx  I  ,  /         .\ 

(x— n- u  =  u,  ou  =  T'  Lv  —  L{x—\) 

dx  V  X  —  1 

et  nous  pouvons  prendre    w  =  j  —  1. 
L'équation  (1)  devient  alors 

du  ,  3.r'  — 1 2.1-^ -h  l7,r-  —  l(U-    , 

(x—  IV-i  — -  =  3.t*  —  12a;' -4-  17a.--  —  lO.r.  ou  du  = — dx. 

^  '    dx  \x—\)- 

Pour  intégrer,  posons     x  — 1  =  h  ;     nous  obtenons 

3/i'  —  h-  —'i    „         /    ,         ,         2   \  ,, 
du  = dh  =     3/i-  -  1  -  -pT  )dh. 


h'  \  h 

2  2 

ou,  en  intégrant.  u  =h^  — h-^^-hC  =  (x  —  l)'^  —  (x  ~  l)  -\ ^^ -i- C, 

h  X  —  1 

et  par  suite  »/  =  tir  =  (x  —  1  /  —  (a-  —  1)-  +  2  -+-  Cfa;  —  1  ;. 

Pour      j,- =  U,       y  prend  la  valeur     2— C.      Posons      2  —  C  =  >.,      ou     (;  =  2  — ).,     l'inlcgrale 

générale  prend  la  forme 

(2)  y  =  x'  —  'm'"  -+-  bx-  —  \{x  —  1). 

2.  Pour  discuter  les  racines  de  l'équation     x'' — ix^  ~  ôx- —  l{x  —  \)  —  0,     nous  l'écrirons  sous  la 

X*  —  4j;'  4-  5x- 
forme  f{x)  ^ ; /.  =  0  : 

de  cette  manière   la  dérivée  f'{x)  ne  contiendra  plus  de  paramètre  >,  et  nous  pourrons  appliquer  le 
théorème  de  liollc  dans  les  intervalles  ( — x,   1)  et  (I ,  +  x)  où  la  fonction  est  continue. 

j.-(3.i='  — 12a;=-f-17a,'  — 10)                                ,„  ^        x{x  — -2){3x- —  6x -^- 6) 
Nous  avons    f'{x)^  tx  —  i)^ ""  /W  = ,^  _  lyz ' 

f'{x)  s'annule  pour  deux  valeurs  de  a;,     a;  =  0     et     x  =  2. 
Formons  la  suite  de  RoUe 

0  1  — £  I   l  +  ô  2  -i-x 


Signe  de  fix) 


—  -  X  —     I     -H  4  -  /.  -I- 

Les  valeurs  remarquables  de  )-  sont  0  et  4,  On  voit  alors  aisément  que  si  >  est  négatif,  l'équation 
admet  deux  racines  réelles  plus  petites  que  1 .  Si  X  est  compris  entre  0  et  i,  l'équation  n'a  aucune  racine 
réelle  :  enfin,  si  X  est  supérieur  à  -4,  l'équation  admet  deux  racines  réelles  plus  grandes  que  I . 

Pour    X  =  0,     l'équation  a  une  racine  doulile  nulle,  et  pour    ^  =  4,     elle  a  la  racine  double  2. 

3.  Les  abscisses  des  points  d'inflexion  de  la  courbe  représentée  par  l'équaiion  (2)  sont  données  par 
l'équation  -j4-  =0,  ou  (U--  —  12x-+-S  =  0.  Cette  équation  est  indépendante  de  X;  donc  les 
abscisses  des  points  d'inflexion  de  toutes  les  courbes  intégrales  sont  constantes.  Le  lieu  de  ces  points  se 
compose  donc  de  deux  droites  parallèles  à  Oy  ayant  pour  abscisses  — ^ 

4.  I^es  points  de  la  courbe 

(2)  ;/  =  x''  —  ix^  -+-  bx-  —  X(x  —  1) 

où  la  tangente  a  pour  coetricient  angulaire  m,  ont  pour  abscisses  les  racines  de  ré(iuation 

(3)  m  =  4x^  -  12.r2  +  lOx  —  >■  : 

pour  avoir  le  lieu  cherché,  il  suffit  d'éliminer  X  entre  ces  deux  équations.  Un  obtieat  ainsi 

(r)  y  =  — 3,r*+  i2)''  —  l7.i--  -t-  iOa:H-m{.c  —  1), 

c'est  l'équation  de  la  courbe  i'. 

Cette  équation  renferme  le  paramètre  m;  elle  est  donc  l'intégrale  d'une  équation  dilTérentielle  du 
premier  ordre,  qu'on  obtient  en  éliminant  m  entre  l'équation  (l")  et  la  suivante 
2/' =  —  12x' -I- 36a;=  —  34.r -4-  10  +  "I. 


372 


ALGÈBRE  ET  ANALYSE 


On  obtient  ainsi  y  —  'j'{JO  —  1)  =  9.r'  —  36x-'  ^  o3j:-  —  34a:  +  10. 

Pour    m  =  0,     la  courbe  (r)  devient 

y  =  —  3i'-T-12x^— 17a;^-+-10x,  ou  /y  =  —  3(a;— i)' +  (j;— 1)^  +  2. 

Pour  construire  cette  courbe,  nous  transporterons  l'origine  au  point    x  =  1,     y  —  0,     et  l'équa- 
lion  devient  Vt  —  — 3.c' -i-i--i-2. 

Sous  celte  forme  on  voit  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  0,./,.  et  il  suffit  de  dis- 
cuter les  variations  de  )/,  correspondant  aux  valeurs  positives  de  x.   Nous 

dy. 
avons  — ^  =  2i-(  -  6x-  -4-  1), 

d'où  les  variations  suivantes 

0 


.'/i 


1 


s/Ti 


croit 


25 


décroit 


la  dérivée    -r-^  =  2(6x-  —  12x  h- 3)    admet  deux  racines    — ^ —     ou     l±-^^     qui  senties  abscisses 


et  il  n'y  a  plus  qu'à  achever  par  symétrie  par  rapport  à  l'axe  Oii/,. 

5.  Cherchons  maintenant  les  diverses  formes  des  courbi  s  intégrales 
1/  =  x*  —  4a- ■  -^  ox-  —  Ix  -+- 1. 
Cherchons  pour  cela  les  racines  de  l'équation 
(A)  ix^  —  121^  +  10a-  —  ).  =  0, 

obtenue  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  y.  Pour  faire  cette  étude,  nous  allons  suivre  la  variation  de  h 
fonction  )>  =  ix'  —  1 2a-'-  4-  lOr  ; 

dl 

— —  =  3(0x-  —  12X -i-D)    aiiraei  aeuxracmes    — -^ —     ou     irt-^^: 
dx  ^  '  6^/6 

des  points  d'inflexion 

La  courbe  représentative  de  la  fonction  >   se  construit  alors  sans  peine;  elle  a  l'allure  de  la  1"^  lig. 

ci-dessous.  Comme  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction  /    sont  respectivement      2 -r  2  — r—      et 

2  —  2 ,    on  déduit  de  la  forme  de  la  courbe  les  conclusions  survantes  : 

jo    )t  ■<  2 — —     L'équation  (1)  admet  une  seule  racine  du  signe  de  X  et  inférieure  à     J —  ■ 

9  >  6 

La  courbe  (C)  correspondante  aura  donc  suivant  que  '/-  est  positif  on  négatif  l'une  des  formes  indiquées 

par  les  2"  et  3'  ligures  suivantes  : 


>>  <  0 


fl  <  X  <2 
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2°     2 <;'■<;  2  H L'équation  (4)  admet  trois  racines  réelles,  positives,  séparées  par 

les  nombres     1 —    et     1  -i =-•     Tne  discussion  antérieure  a  montré  que  dans  ce  cas  la  fonction 

V  6  s  C. 

i/  ne  s'annule  pas.  La  courbe  (C)  correspondante  a  donc  la  forme  indiquée  parla  1''  ligure  suivante  : 

30    ),  ->  9 _(_  "'      .     L'équation  (i)  admet  une  seule  racine   supérieure  à     1h — — -•     Vuici  alors 
"9  V  6 

la  forme  de<  courbes 


s/6 


2v/6 


>,  >  4 


Les  courbes    (C)   tangentes  à  Ox  correspondent  à  des  valeurs  de  À  telles  que  l'équation 

x'  —  4ï'  -+-  bx^  —  ).(a-  —  1  )  =  0 
ait  une  racine  double  :  ce  sont  les  va- 
leurs    X  =  0     et     À  =  i. 
Pour    ).  =  0,     on  a 

y  =  X*  —  4a ^  -t-  ox-, 
y'  =  ix'—  12x--i-10x, 
'/'  n'admet  qu'une  racine    x  —  0. 
Pour    À  =  4,     on  a 
y  =  X*  — 4x^  -i-  o.r-  —  4x  -f-  4, 
y'  =  (X  —  ^)(4x-  —  4x  -t-  2). 


>.  =  o 


E.  AUDIBERT,  lycée  de  Marseille. 


Ont  résolu  la  même  question  ;  .MM.  R.  .\uscher,  soldat  au  loS'^  d'infanterie,  à  Brlançon  ;  G.  Foccry,  h  Roanne  :  Xndiii 
Gac.nabu,  lycée  de  Reims;  L.  Janlieac,  lycée  de  Poitiers. 


1563.  —  0»  considère  un  hémisphère  solide  homoyenc  de  centre  0  et  de  rayon  r  et  le  rayon  OA  per- 
pendiculaire ait  plan  de  hase. 

On  coupe  l'hémisphère  par  un  plan  parallèle  au  plan  de  hase.  A  quelle  distance  du  plan  d<'  base  doit-07i 
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mener  le  plan  sécant  pour  que  le  cylindre  ayant  pour  hase  le  cercle  de  section  de  l'hémisphère  par  le  plan 
sécant  et  pour  hauteur  la  distance  du  plan  sécant  au  plan  de  base  ait  même  moment  d'inertie  par 
rapport  à  OA  que  le  segment  sphérique  déterminé  dans  V hémisphère  par  le  plan  sécant  extérieurement  au 
cyliridre  ? 

Calculer  cette  dislance  à  1'"  près,  sachant  que  r  est  égal  à  8",i5. 

Si  a;  est  la  distance  du  plan  sécant  cherché  au  plan  de   base  de  l'hémisphère,  on   a  l'éiiuation 
immédiale 


I   (r-  —  z'-)dz  =  (r'^  —  x-)-x, 


qui,  tous  calculs  effectués,  s'écrit     9t'  —  20r-x^  -i-  lor'a.- — 4?''  =  0. 

Elle  admet  la  solution  évidente  x  ^  r.  Or,  r  est  aussi  racine  de  l'équation  dérivée.  L'équation  du 
problème  admet  donc  r  comme  racine  double  et,  si  on  divise  son  premier  membre  par  (c  —  rf-,  il 
reste  à  étudier  l'équation  9a;^+  18ra-  -+-  Ir-x  —  Ar^  =  0. 

Posons     —  =  M.     11  vient  alors    /(u)  =  9u' -i- I8u'--+- 7m  —  4  =  0. 
r 

Pour  que  u  convienne,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  compris  entre  0  et  1.  Or  f{u)  a  une  variation, 
donc  une  racine  positive  et  une  seule.  D'autre  part,  on  a     f{0)  =  — 4,     /"(!)  =  30. 
La  racine  positive  est  donc  plus  petite  que  1  ;  elle  convient. 

Passons  à  l'application  numérique.  Supposons  que  r  soit  égal  à  815'^".  Pour  évaluer     x  =  ur     à 

1  centimètre  près,  il  suffit  de  connaître  u  à  — —  près.  Nous  avons  rapidement  une  valeur  assez  appro- 
chée de  1/  en  remarquant  que  l'on  a  évidemment 

ISu^  -t-  7!/  —  4  <  0,  c'est-à-dire  u  <   ~  'tl'^^'^'   <  ~  '  ^^ , 

.30  .}D 

c'est-à-dire  enfin     u  <  —  •     On  a  ainsi  une  décimale  exacte.  Si  en  effet  on  substitue  à  u  dans  /"(«)  les 

1  1  \        "^ 

nombres  0,3  et  --.    on  trouve       f(0,  3)  =  —0,037,  //--)  =  -. 

La  racine  est  donc  comprise  entre  0,3  et  —  •    Tâchons  d'en  calculer  une  nouveUe  valeur  approchée 
par  application  de  la  méthode  de  Newton.  On  a    f'{u)  =  ilu'-  -+-  3&u  +  7,    /"(«)  =  o'tu-f-  36. 
Comme  /"(»)  est  positif  entre  0,3  et  --,    appliiiiions  la  mélliodc  de  Newton  à  partir  do   --■    La  cor- 
rection est  égale  à 

-Ail 

Une  valeur  approchée  par  excès  de  u  est  ainsi         a,  =  -- —  — —  =  — r-  —  0,3030  . 

Je  vais  montrer  (luo  a,  est  approché  à  moins  de    -pr-    Kn  elfct,  une  limite  supérieure  de  la  valeur 


3               1 

22   ~        33  ■ 

1          1 

10 

"=  3--33   = 

~   33 

absolue  de  l'erreur  commise  est 

_3^ 

22 


■'  ~  V  3  "  10  /      2;*  ~  100  ^ 

et  une  valeur  approchée  par  défaut  de  n  est     6,  =  «,— r,,.     Par  suite,  une  nouvelle  limile  supérieure 
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de  la  valeur  absolue  de  l'erreur  commise  est 

"''  ~  \  33  "^  '"  /    '""  "Ï7  ~    100-  '^    88 
et  une  valeur  approchée  par  défaut  de  u  est     h,  =  a,  —  r,,.     Une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue 
de  l'erreur  commise  est  enlin 

83  -219'-  X  :i7 


''■'"  \  3:i~^''')   ^  ^-i  "    100'  ^  11- 


X9x8-Xi'i 


0,001-220 


Or,  on  a  -— -  =  0,001226  ...  >  r,^. 

810 

Nous  prendrons  donc  pour  valeur  approchée  de  u  le  nombre  ---.  et  on  a  alors  pour  valeur  appro- 
chée de  X  à  1'"'"  près 

S-^.iSx^  =  -2,46969  ... 

Cette  valeur  est  d'ailleurs  par  e.xcès.  On  a  donc  la  double  inégalité 

2,43969  ...  <  u  <  -2,46969  . .  . 
La  valeur  de  !(  avec  deux  décimales  exactes  est  2", 46. 

Bonnes  solutions:  MM.  G.  Foocuï,  à  Roanne;  M.  Lauotte,  lycée  Janson  :  J.  Socukt,  à  Rouen. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1652.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy.  Cn  segment  BC  de  grandeur  constante  et  glissant 
.sur  Oj-  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  le  sommet  A  de  l'angle  droit  décrit  Oy. 

1°  Trouver  l'enveloppe  des  côtés  de  l'angle  droit. 

2"  On  considère  un  rectangle  dont  le  centre  est  le  milieu  I  de  AD,  dont  une  diagonale  est  dirigée  suivant  AB 
et  a  pour  longueur  UC,  et  dont  les  cotés  sont  parallèles  aux  symétriques  par  rapport  à  Ox  des  bissectrices  de 
l'angle  ABC.  On  demande  l'enveloppe  des  côtés  de  ce  rectangle,  le  lieu  de  ses  sommets  et  de  leurs  projections 
sur  AB. 

3°  Ou  construit  sur  AB  un  polygone  semblable  à  un  polygone  donné,  d'ailleurs  quelconque.  <»n  demande 
le  lieu  des  sommets  de  ce  polygone  et  l'enveloppe  de  ses  côtés. 

.1.  H.x.xr,. 

1653.  —  On  considère  une  courbe  quelconque  (S),  une  de  ses  développantes  ip)  et  sa  développée  (c).  Soit 
M  un  point  quelconque  de  S  et  P  et  C  les  points  correspondants  de  (p)  et  de  (c).  On 
construit  le  rectangle  MPQC  de  diagonales  MRQ  et  PRG  et  l'on  considère  la  courbe 
/<•    lieu  de  K  et  la  courbe  (3)  lieu  de  Q  : 

|o  Montrer  que  la  tangente  en  R  à  (>•)  est  perpendiculaire  à  MF. 
En    déduire   les   trajectoires   orthogouales  des   courbes    (r)    correspondant    aux 
différentes  développantes  de  S  ; 

■2°  Déterminer  (.S)   pour  que  la  tangente  en  Q  à  (7)  soit  QC.    Trouver   dans  ces 
conditions  toutes  les  courbes  (r)  ; 
3°  Revenant  au  cas  général,  calculer  le  rayon  de  courbure  pi  de  ()•)  au  point  R.  Rapprocher  le  résultat  de 
ceux  de  la  première  partie. 

Déterminer  (S)  pour  que  l'on  ait,  cn  posant       p  =  MC, 

pi  =  mp  -+-  n.  m  et  n  étant  des  constantes. 

Cas  de  m  =  u  ; 

4»  Déterminer  S  pour  que  PC  ait  une  longueur  constante  a.  .Montrer  que  dans  ce  cas  PC  a  une  direction 
fixe  et  réciproquement.  Montrer  également  que  dans  ces  conditions  la  relation  entre  (S)  et  (r)  est  réciproque. 
—  Véi'ifier  géométriquement  ces  résultats  après  avoir  trouvé  (S). 

J.     HA.iG. 
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1634.  —  Un  consiilcre  une  cycloïde  siliioc  dans  un  plan  vertical,  de  base  horizontale,  concave  vers  le  bas. 

^•'  Étudier  le  mouvement  snr  la  eyeloïde  d'an  point  matériel  pesnnl  aliandonné  sur  (die  en  .Mo  sans  vitesse 
initiale. 

2°  Trouver  le  point  en  lequel  le  point  malériel  quille  la  eyeluide. 

3"  Il  décrit  alors,  pesant  et  libre,  une  parabole.  Le  point  Mo  variant,  cunslruire  le  lieu  du  sommet  de  celte 
parabole  et  évaluer  l'aire  comprise  entre  ce  lieu  et  la  cycloïde. 

4"  Lieu  du  fover  de  cette  parabole. 

Tb.  L. 

1655.  —  Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  sufTisante  pour  qu'un  quadrilatère  ABCD  soit  un  paral- 
lélogramme est  que 

sin  A  sin  C  =  sin  B  sin  1). 

ROGOFF. 

1656.  —  Des  récipients  en  non)lire  n.  contenant  la  même  masse  d'eau  M  a  des  températures  initiales 
ditïei-entes  Bt,  82,  ...,  B,„  peuvent  communiquer  entre  eux  de  telle  sorte  que  l'eau  du  1"^'  s'écoule  dans  le  2", 
celle  du  2=  dans  le  3^  etc.,  et  celle  du  dernier  revienne  dans  le  1=''.  On  établit  toutes  les  communications  de 
manière  que  la  masse  d'eau  reste  constante  dans  cbaque  récipient.  Exprimer  en  l'onction  du  temps  la  température 
des  différents  récipients. 

A.  Ducos. 


DEUXIÈME    PARTIE 


AUIKORI-: 


1583.  —  Prouver  que  dans  Véqualion     f{x  -+-  li)  =  f{x)  +  hf'{x  +  Oh), 
f{x)  esl  de  la  forme  A  +  Bx  -+-  Ce" 

lorsque  0  est  indépendant  de  x  {Les  lettres  A,  15,  C  et  ti  représentent  des  constantes). 

L'énoncé  de  cette  question  intéressante  n'est  pas  complet  :  il  existe  une  solution  particulière  de 
réquation  donnée  qui  n'a  pas  été  aperçue  par  l'auteur  et  qu'un  examen  attentif  des  calculs  fait  découvrir. 
Posons     0/j  =  u,     u  sera  une  fonction  de  /(  seulement,  et  nous  aurons 

f{x  -h  h)  =  f{x)  -+-  hf'[x  +  u). 
Dérivons  successivement  par  rapport  à  h  et  par  rapport  à  x,  nous  aurons 

f'{x-hh)  =  f'(x^t,)~\-liu'f"{x  +  u),  f'(x-hh)-=  f'[x)+hf"{x-^u)\ 

par  conséquent,  nous  déduisons  de  là,  en  égalant  les  deux  valeurs  de     f'{x-^h), 
f'{x  H-  w)  —  /■'(.!■)  =  /i(  I  —  u')f\^  +  ")• 
Dérivons  encore  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  rapport  à  x,    nous  aurons,  puis(iue    u  et 
/j(l  —  u'j     sont  indépendants  de  x, 

f"{x  ■+-  u)  -  /-"(x)  =  h{\  —  xi!)f\x  +  m). 
\ 

En  égalant  les  deux  valeurs  do     -— ; -=     nous  obtiendrons  linalenienl 

°  /((i — u) 

f\x  -)-  u)         _  f'\x~^u) 

f\x  -t-  «)  -  f{x)    ~    f\x  -h  u)  -  f\x)  ' 
Cette  égalité  a  lieu  (jnel  (jue  soit  x,  d'après  l'hypothèse  faite  sur  0;   on  peut  doue  y  faire     x  =  U, 
et  alors  on  a 

n«)-r(o)     /"(")-rw 

En  intégrant  les  deux  membres,  il  vient    /"'(«)  -  f"{0)  =r.J'{u)  —  fi^)], 
G  étant  une  constante  arbitraire. 

Deux  cas  sont  alors  à  distinguer,  suivant  que  C  est  nul  ou  dill'érent  de  0. 
Si     C  =  0,     on  a 
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et  alors  la  fonction  f  est  un  trinôme  du  second  degré,    f[Uj  =  au-  h-  3»  +  v  ; 
elle  dépend,  dans  ce  cas,  de  trois  constantes  arbitraires. 

Si     C  ==  0,     il  suffit  de  poser    f'{u)  =  xj     pour  avoir  l'équation    difTérentielle  linéaire  du  premier 

ordre  à  coefficients  constants 

?/-Cy-l-C,  =  0. 

C 

La  solution  générale  de  celte  équation  est      y  —  — 7- -I- Co*""  ; 

L 

par  conséquent    f"\u\  =  — i- -h Coe"",     et  finalement  /"(u;  =  A-t-Bit-hCe"", 

A,  B,  C  et  a  étant  quatre  constantes  arbitraires. 

Telle  est  la  solution  générale  du  problème.  Il  est  aisé  de  vérifier  qu'elle  satisfait  à  l'équation  proposée, 
ainsi  d'ailleurs  que  la  solution  particulière  trouvée  antérieurement. 

Dans  le  cas  où     fix)  =  oLX--h^x-+-  •;,     on  a     9  =  ^  •     H  est  facile  de  voir  que  si  on  suppose   0 

constant,  c'est-à-dire  indépendant  de  x  et  de  h,  il  a  nécessairement  pour  valeur  —■   Le  résultat  précé- 
dent est  d'ailleurs  une  démonstration  de  ce  fait. 

DUFLT,  élève  au  lycée  Louis-le-Grand. 

Xule  (If  lit  Ri'diiclion.  —  Nous  n'avions  pas  aperçu  d'abord,  ni  mon  élève,  M.  Dufet,  ni  moi,  l'importnnce  du  cas  particu- 
lier où  C  =  0,  et  In  solution  fix)  =  xx--h'fix-h-f  nous  avait  échappé.  C'est  ce  qui  explique  que  lénoncé  n'ait  pas  été 
rectitié.  M.  Laisant  m'a  signalé  la  fonction  xc' -+-  px-h-f  comme  ne  rentrant  pas  dans  la  formule  générale  que  l'énoncé 
indique  et  s'en  est  tenu  là.  Il  en  a  conclu  l'inexactitude  de  l'énoncé  et  ne  s'est  plus  occupé  de  la  question.  Nous  avons  vu 
plus  haut  que  l'énoncé  est  simplement  incomplet  et  ne  signale  que  la  solution  la  plus  générale. 

Solution  semblable  :  M.  Louis  Sibe,  lycée  de  Nancy. 
Bonnes  solutions:  MM.  W.  Méhigot;  H.  Ldocet. 

Généralisation.  —  La  solution  ci-dessous  permet  de  déterminer  la  fonction  f{x)  telle  que,  dans  l'identité 

(  I  )         ri  ^  -t-  /'  )  =  A^) + ^  r(^) + ir  r.  ^)  H — I-  j^^zijjr  f  "~'  t^j  +  ^  f"  '^  +  '"'j  • 

0  soit  indépendant  de  x,  n  étant  un  entier  donné. 

Pour  la  valeur    n  =  {,    l'identité  (1)  devient  l'identité  proposée  dans  l'énoncé. 

Posons  (ih  =  y, 

6  étant  une  constante  ou  une  fonction  inconnue  indépendante  de  x,  nous  lions  h  et  y  par  une  relation  indé- 
pendante de  X  ;  par  suite  dans  l'identité 

(2)         flx+h)  =  f{x)+■^r{^)+^r{^)-^-■■■-h  ^J'^^,  r"-"W+^r(^+y). 

on  peut  considérer  a;  et  y  comme  deux  variables  indépendantes,  et  h  comme   une  fonction  inconnue  de  la 
seule  variable  y. 

Nous  distinguerons  deux  cas  : 

1"  Cas.  —  h  est  indopendant  de  x  et  de  y. 

En  dérivant  l'identité  (2)  par  rapport  à  y,  il  vient     — j-/'"-'  (a;  +y)  =  0  ; 

cette  relation  doit  être  satisfaite  pour  toutes  valeurs  de  h  et  de  y,  en  particulier  pour      h=z  n[      et      1/  =  0  ; 
on  a  donc 

/■"•+'  (x)  =  0, 

f{.r)  =   Ao  -H  Ai-Ï  -I-  AiX^  -h  ...   -h  AnX». 

Ao,  Al,  ...,  A„  sont  des  constantes  arbitraires.  On  en  déduit,  quels  que  soient  x,  h  et  0, 

f'ix)  =  A„n\  =  /■"(.,■  + O/i). 
La  relation  (I)  se  trouve  alors  satisfaite  et  6  reste   indéterminé;  il  ne  figure  pas  effectivement   dans  le 
second  membre. 

2e  C.\s.  —  h  est  indépendant  de  x  mais  varie  avec  y.  Soit  h'  sa  dérivée  par  rapport  à  y. 
Dérivons  l'identité  (2)  successivement  par  rapport  k  x  et  k  y,  on  obtient 

(3)        /-'(^  +hj  =  fix)  +  ~  n^)  +  -|i  /•"■(:.)  +  . . .  +   J'^l^,  ^>"-i'(x)  -H  J^"|^,  r'^x)  +  -^f'^ix  +  y); 
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(4)  h'nx +ii)= i.-[nx) + ^  n^) + |i-r'<^)  +  ■  ■  ■ + , /'11,  !  ^"''^'] + (n-'î>  i  ^"''"^ + ^'  +  5" ^""  '^ ^ ^'  ' 

en  isolant  dans  chacune  de  ces  identités  les  deux  derniers  termes  et  divisant  membre  à  membre,  on  obtient 

h'f'Hx  +  !/)+  —  /■'"*'  (X H-  i/l 


On  en  déduit,  en  représentant  par  u  l'expression    ~("p  —  '  )•    qu'  est  indépendante  de  x, 

(5)  f"{œ)  =  f^"(x  +  y)  +  uf<''*'ix  +  y). 

Soit  m'  ia  dérivée  de  u  par  rnpport  à  y.  Dérivons  l'identité  (5)  par  rapport  à  y,  on  trouve 

(6)  (1  -hu'}f'"'ix  -h  y)  +  uf"-^  {x  -{-  y)  =  0. 
Dérivons  encore  l'identité  (6)  successivement  par  rapport  à  x  elk  y,  on  obtient 

(7)  (1+  m')/-  "+2'(x  +yi  +  «f ■+3'(x  +  î/)  =  0, 

(8)  u"f"*i'{x  +  y)  +  tl'f"*^x-+■y)  =  0. 

(Cette  dernière  identité  se  réduit  aux  seuls  termes  écrits  en  tenant  compte  de  la  précédente.) 
Les  identités  (6),  (7)  et  8  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à    /"""-"(a  +  i/)  =  P,    f'""~{x  +  y}  =  P' 
et    f"*'\x-hy)  =  V".     Nous  pouvons  supposer  que  P  n'est  pas  nul,  car  l'hypothèse    P  =  0    nous  redonne- 
rait la  solution  déjà  obtenue  dans  le  premier  cas.  Le  déterminant  i  des  équations  (6),  (7)  et  (8)  est  donc  nul, 
en  vertu  d'une  propriété  connue  des  équations  linéaires. 

i  +u'  u  0 

(9)  ^=01  -I-  «'  !(       =  0. 

!/"  !('  0 

Telle  est  l'équation  différentielle  qui  détermine  la  fonction  j'. 

10  L'équation  (9)  est  satisfaite  pour    m  =  0.    Dans  cette  hypothèse,  l'identité  (b)  montre  que  /"  "  (x)  est  une 
constante  arbitraire  que  l'on  peut  représenter  par  An.n  !  (ief  cas). 

2"  L'équation  (9)  admet  encore  la  solution     i+u'  —  O,     qui  donne    m"  =  0,     u^O. 

L'identité  (6)  exige  alors  que    f^^-ix  +  y)    ou  ce  qui  revient  au  même  que  f*'^'{x)  soit  identiquement 
nul.   Ao,  Al,  ...  An,  A„+i    représentant  des  constantes  arbitraires,  on  aura 

f\x)  =  Ao-l-Aisc-t-Aox^H h  A„z" -H  A„+ia;"+'     (A„,.i  zt  0). 

Pour  déterminer    6  =  —    on  pourrait  intégrer  l'équation    1  -i-  «'  =  0.    Il  .sera  plus  simple  de  substituer 

f[x)  dans  l'identité  (1)  ;  on  obtient  aisément  les  dérivées  d'ordre  w  et    (»t-f- 1)  : 

'         ■  /-i»+<'(a;)  =  A„+i.    \  f"(x)  =  A„  +  (n  -)-  l).^„,ia;. 


(ii-t-l) 
En  développant    f\x  +  h)    on  trouve,  d'après  la  formule  de  Taylor, 

(10)       f(x+  h)  =  a^)  H-  hf'{x)  -h  ~  f'ix)  +  ••  •  +  (n-\)\   ^"'""*''*  "^  ''"'^"  "^  ^"  +  l'-^"*'^l  +  ^'"^'A.... 
et  l'identité  (1)  devient  : 

(U)       /1x  +  ;.)  =  f{^)-^hr{x)  +  ^f[x)A 1-  (n-~'|)i  r"""W  +  ^'"[A„-f-(n  +  0A„.,(^  +  6/.)]  : 

en  comparant  les  identités  (10)  et  (H)  on  détermine  6  qui  a  pour  expression 

3°  Si,  enfin,  ni  m  ni    («'+1)    ne  sont  nuls,  l'équation  (9)  se  mettra  sous  la  forme 


u  »'  -f-  1 

Lne  première  quadrature  donne  Lh-hLC  =  L(m'+  1) 

(12)  Cu  —  u'  =  1. 

L'équation  II 21  qui   est  linéaire  et  du  premier  ordre,  à  coeBicients  constants,  s'intègre   immédiatement. 

L'équation  sans  second  membre  a  pour  intégrale  générale    >.e^  ;    l'équation    complète    admet   visiblement   la 

solution    M  =  -jT,     son  intégrale  générale  est  donc  : 

1  ,     i 
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Portons  celte  valeur  de  u  dans  les  égalités  I6).  (7)  et  (8i,  on  obtient 

«LCf+^U+i/H- /■"""(»+ i/l]  =  0, 
M';c/"i"+"(a;+ !/)  +  /•  "-2  (»+  y)]  =  0; 

elles  se  trouvent  toutes  trois  satisfaites  si  Ton  suppose     '    ^.,|^^^  ■  =  —  C    quel  que  soit  x,  c'est-dire  : 

f"+''{x)  =  u.e-^. 

( l)"+ia 

On  obtient   f{x)    par    m-i-li    quadratures  successives,  et  en  posant    ^  '     =  A^^i,    C  =  — a. 

on  peut  écrire 

(14i  Px)  =  Ao+  Aix  + Aoi^H 4- Ana;"+A„+ie", 

expression  dans  laquelle  Ao,  Ai,  . . .  A„,i  et  a  sont  des  constantes. 

Pour  calculer  6,  au  lieu  d'intégrer  par  rapport  à  h  l'équation  (13),  nous  substituerons  la  valeur  de  f\x) 
tirée  de  (14)  dans  l'identité  (1),  ce  qui  est  plus  simple.  On  a  : 

f(x)  =  <f{x)  -+-  A„+ie'",             o'"+"(a-)  =  0,  -fix)  =  A„  n  !, 

/•i-Mx)  =  A„  n  !  -t- A„+ia"«''^             /"""(x)  =  oPlx)  +  A„^.,'jPe'", 
h-  h"-' 

,15,  olo-  +  'i  I  =  o(x)  +  h'y\x)  -h  YT  ?"'^'  ~l 1"  ,^_^.,  o'"-"*»)  H-  A,,/'". 

L'idenMté  (I)  donne  alors 

^ix-hhj  +  An^ie"^*"''  =  ç(a;H-A„ne''-^  +  /i[&'(a;)  +  A„+iae<"] 

+  TT  i?"*'^'  +  A„,ia-e""l  H H  ^„_1^),  ['f'-^a;)  +  A„+,a'-'e''-l  +  ^  [A,,.n  !  +  A„.,a«e°«+«''!]. 

En  tenant  compte  de  l'identité  (lo),  o(x)  et  ses  dérivées  disparaissent  de  la  dernière  égalité.  Les  termes  qui 
subsistent  sont  tous  divisibles  par  A„x,e'^.  En  supprimant  ce  facteur  commun  on  obtient,  pour  déterminer  6, 
la  relation,  indépendante  de  x, 

,  a/i         a-Il'  a"~'li"''  a">,'> 

11  2  !  In  —  11!  n  ! 

d'où  l'on  lire 

0 


-   a/(     [«"/<"  V  1  !  2!  (n—l\lj\ 


En  particulier,  pour    n  =  1,    ce  qui  est  le  cas  prévu  par  l'énoncé,  on  a  les  deux  solutions  générales,  dis- 
tinctes, ci-après  : 

1  1       /  e"'' 1  \ 

f(x)  =  A  +  Bx-hCx\  "  =  —'  f[x}  =  A-hBx  +  Ce'^,  e=— L( j 

et  dans  les  deux  cas  on  a  identiquement 

fix  +  h\  =  f(x)  +  hf\x  +  9/i). 
On  peut  affirmer,  d'après  la  marche  adoptée,  qu'il  n'existe  pas  d'autres  solutions. 

P.  MAURICE,  ingénieur  civil,  directeur  de  l'Ecole  des  .\nglais,  à  Lyon. 

♦ 
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1584.  —  On  donne  un  cercle  0  et  un  diamètre  AB. 

l'ur  un  point  M  fixe  sur  la  circonférence  du  cercle  0,  on  mène  une  droite  variable  qui  rencontre  AB  en 
P.  La  perpendiculaire  élevée  en  F  à  FM  et  la  perpendiculaire  élevée  à  AB  au  milieu  de  OF  se  rencontrent 
en  Q.  Le  lieu  de  Q  est  une  imrahole.  Construire  les  courbes  suivantes,  lorsque  M  se  déplace  sur  le  cercle: 

i"  Enveloppe  de  la  parabole  ; 

2°  Lieu  du  point  de  rencontre  de  OM  avec  la  parabole  ; 

3°  Lieu  du  sommet  et  du  for/er  de  la  parabole. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  x  le  diamètre  AB  et  pour  axe  des  y  le  diamètre  perpendiculaire,  et 
nous  désignerons  par  R  la  longueur  du  rayon. 

Soient  a,  ^  les  coordonnées  du  point  M  ;  une  droite  quelconque  passant  par  ce  point  a  pour  équa- 

mx—<? 
tion     y  —  ^  =  m(x  —  a).     Elle  rencontre  Ox  au  point  P  qui  a  pour  abscisse     »    et  la  perpendi- 
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1    /          nioL  —  fi 
culaire  menée  par  ce  point  à  la  droite    PM   a  pour  équation     y  = 1  x 


moL  —  ^ 


D'autre  part,  l'équation  ;de  la  droite  perpendiculaire  à  OP  en  son  milieu  est    x  =  — - 
Nous  aurons  le  lieu  du  point  Q  en  éliminant  m  entre  ces  deux  équations. 

711 X B  X 

Remplaçons  dans  la  première    par  sa  valeur  2r  tirée  de  la  deuxième,  nous  avons    m  =  — j 

'"  y 

et  en  remplaçant  m  par  cette  valeur  dans  la  deuxième,  nous  obtenons  l'équation 

(1)  2a,-^  —  «  H- Si/  =  0, 
qui  représente  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  Oy. 

i.  Pour  avoir  l'enveloppe  de  cette  parabole  quand  le  point  M  décrit  le  cercle,  c'est-à-dire  quand  a 
et   p  varient  en  vériPiant  la  relation 

(2)  ^■^  +  p^-R2  =  0, 
il  faut  éliminer  a,  jî  entre  les  équations  (1),  (2)  et  la  suivante 

X  y 

T  ^  y 

Cette  élimination  n'offre  aucune  difiiculté.  Nous  avons  successivement 

a  3  ax  —  [il/  2x- 

X  ~  —y  "         ..  -     . 


y- 


y- 


d'où  nous  tirons     a  =  — - 

x~  - 

obtenons 


■  y- 


?  = 


j;-  -h  ;/'- 


et  en  portant  ces  valeurs  dans  la  relation  (2),  nous 


4,r*  —  R\x'  -h  y'-)  =  0. 

Celte  équation  représente  une  courbe  du  quatrième  degré  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes, 
admettant  un  point  double  isolé  à  l'origine  et  des  branches  infinies 

/B       paraboliques  dans  la  direction   oy. 
Pour  la  construire,  on  peut  résoudre  son  équation  par  rapport 
/  à  !/,  on  a 


y 


R 


et  à  cause  de  la  symétrie,  il  suflilde  construire  la  brandie  de  courbe 
relative  aux  valeurs  positives  de  x  et  de  y. 

Pour  que  y  soit  réel,  il  faut  que  x  soit  plus  grand  que    — i    et 


R 


(|iiand    (■  croît  de    —     à 


la  valeur  positive  de  y  croît  de 


0   à  -h  oc  .  On  obtient  ainsi  la  branche  de  courbe  AB,  et  il  n'y  a  plus 
qu'à  achever  par  symétrie  par  rapport  aux  deux  axes. 

On  peut  atissi  pour  construire  la  courbe  passer  aux  coordon- 

,    .  R 

nées  polaires;  on  voit  aisément  que  re<iuation  devient 


2.  I/équalion  de  la  droite  OM  étant 


2  cos^  (0 
nous  écrirons  en  nous  aidant  (l(>  la  relation  (1) 


Û.'/ 


2x= 


2a'^ 


puis     a  = 


U'y 


x'  —  y" 


x'  —  >/'- 


y  X'  —  1/-  X-  —  y- 

et  en  portant  ces  valeurs  dans  la  relation  (2), 
Ax^x'  -h  x/)  —  \\\x'  -  y')-  =  0. 
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Cette  équation  représente  une  courbe  du  sixième   degré,   symétrique  par  rapport  aux  deux  axes, 
ayant  un  point  multiple  d'ordre  4  à  l'origine,  et  ses  branches  paraboliques  dans  la  direction  Uî/. 
Pour  la  construire,  nous  passerons  aux  coordonnées  polaires.  L'équation  devient 

4p"  ces*  oj  =  R-3'{cos-  oj  —  sin-  c.)'^. 
R'  '  R 

ou  p*  —  ~r^(^  ~  *S^  "'  ^'  '^^  encore  p  =  rh  — (l —  tg-u). 


Or  les  deux   équations 


+  -  1  — tî 


R  ,. 

)     et      p  =  —  — -1^1  -  tg-(u)      représentent  la  même 


courbe,  car  chacune  d'elles  se  déduit  de  l'autre  en  remplaçant  p  en  — p  et  <u  en     -  -t-  m. 
Nous  considérerons  seulement  l'équation 

P  =  |(l-tg..). 

L'intervalle  sullisant  est  égal  à  2tî.  En  changeant  oj  en  k  -h  w,  p  ne  change  pas,  donc  la  courbe 
est  symétrique  par  rapport  au  pôle  ;  il  sufBt  alors  de  faire  varier  w  dans  un  intervalle  quelconque 
d'étendue  égale  à  -.    Si  l'on  change  t»  en  —  u,   p  ne  change  pas  ;  donc  la  courbe  est  symétrique  par 

rapport  à  or.  11  suffira  donc  de  faire  varier  lu  de  0  à  — >    et  de  prendre  le  syuiélrique  par  rapport  aux 
deux  axes. 

La  variation  de  p  est  immédiate 

'    0  ^  — 


— —  décroît 


décroit 


On  obtient  ainsi  la  branche  de  courbe  AoB.  On  voit  aisément  que  la  tangente  au  point  A  est  per- 
pendiculaire à  Ox.  Nous  avons  déjà  vu  que  les  branches  infinies 
sont  paraboliques  dans  la  direction  Oy.  On  peut  d'ailleurs  le 

vérifier,  en  cherchant  la  limite  de    p 
ou  encore  de 

D 

-^COSoj(l  —  tg^to)  =   —  - 

celte  quantité  est  infinie  pour     tu  = 


sm  I  eu  —  —  1     OU  —  p  cos  OJ, 
cos-(u  —  sin'^co 


cos 


3.  Lieu  du  sommet.  —  Le  sommet  est  le  point  commun  à  la 
parabole 

(1)  2i- —  ix  H- ?y  =  0, 

et  à  son  axe.  Celui-ci  est  le  diamètre  conjugué  de  la  direction 
perpendiculaire  à  la  direction  asymptotique,  c'est-à-dire  le  dia- 
mètre conjugué  de  Ox,    4x  —  o  =  0. 
Enfin  a  et  3  sont  liés  par  la  relation 

(2)  ,.^o,_R,_o. 

11  nous  faut  éliminer  a  et  fl  entre  ces  trois  équations.  La 

2a;2 
seconde  nous  donne     a  =  4x,     la  première    3  =:  1    et  nous 

y 

n'avons  plus  qu'à  porter  ces  valeurs  dans  l'équatioa  (2),  ce  qui 

4x' 

16x"-  -I R-  =  0 

?/' 
ix'{x-'-^iy^)  —  'R'i/  =  0. 
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Cette  équation  représente  une  courbe  du  quatrième  degré,  que  nous  construirons  en  résolvant 
l'équation  par  rapport  à  y.  Comme  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes,  nous  nous  bor- 
nerons à  considérer  les  valeurs  positives  de  x  et  de  y. 

dx 


Nous  avons 


y 


v'H^  —  d6x2 


(R2  — 16x^) 


H  R 

Pour  que  y  soit  réel,  il  faut  que  x  snii  plus  petit  que  —  >    et  quand  .(■  croit  de  0  à  —  ,    1/  croît 

4  4 

de  0  à    -i-»  .    On  en  déduit  la  branche  de  courbe  oA,  asymptote  à 

,     ,     •  R 

la  droite     x  =  —  ^    et  on  achève  par  symétrie. 

Lieu  du  foyer.  L'équation  de  la  parabole  peut  s'écrire  successi- 
vement 

X-   —  TT  -i   H V    =    U,  {  X 1-  J_  }/    =   0. 

2  2  ^  '  V  4  /        16         2  -^  ' 

Nous  avons  ainsi  en  évidence  les  coordonnées  —   et   —    du 

4   ,       8|i 

sommet.  Transportons  l'origine  des  coordonnées  en  ce  point  ;  l'équa- 

S 
tion  devient    x'-— !-— j/' =  0.     Et  dans  ce  système,  les  coordonnées 

a 

du  foyer  sont    x'  =0,     y'  =  — — •     Par  suite  dans  le  premier  système,  les  coordonnées  du  foyer  sont 
8 

a  a^  S 

(3)  X =  0,  y =  — Jl. 

^  '  4  '  ^       8^  8 

Nous  aurons  le  lieu  du  foyer  en  éliminant  a  et  ^  entre  ces  deux  équations  et  la  relation  (2). 
Nous  avons  d'abord     1=  4x-,     puis     '^-  =  U-  —  a'  =  R- — 16a-. 
D'autre  part,  la  deuxième  équation  (3)  s'écrit 

83y  =  1'-—  p  ou  64ày  =  (ï-  —  ?')», 

et  en  y  remplaçant  a-  et  f!-  par  leurs  valeurs,  nous  obtenons    64!/-(R-  —  IQx-)  —  (32.r2  — R-)', 

_  ^    32x'  —  R' 
^  ~  ~8v/R2— 16x2' 
Le  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  degré  symétrique  par  rap- 
port aux  deux  axes. 

Nous  considérerons    seulement   la    valeur  de  y   relative     au 
signe    +,     et  nous  donnerons  à  x  des  valeurs  positives. 
32x'  —  R^  dy  _  2x(3Ra  —  32a?2) 

dx 


ou,  en  résolvant  par  rapport  à  y, 


y  = 


8v/R2  —  16x2 


(R=  —  16.T2)  2 


II 


Pour  que  y  soit  réel  il  faut  que   r  soit  plus  petit  que    -y-,    et 

Il  R     , 

quand  X  croît  de  Où    — >    »/  croît  de -r    a     H-x     en  s  annu- 

^  4  8 

lant  pour    x  =  — r=-  •    On  en  déduit  la  branche  de  courbe  ABC. 

G.  PÉLISSIEU.  à  Toulouse. 

Bonnes  solutions  par  MM.   Marins  Bajha,  lycée  de  Nice;   A.  Koibolt,  école  des  Anglais,  h  Lyon  ;  0.  Koicry,  à  Itoanne 
M.  Lmiotte,  lycée  Janson  ;  A.  Malplat;  ltE0ODiLL,\T,  à  Langres  ;  L.  Simon,  .1  Doudeville. 
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1588.  —  On  donne  {en  axes  rectangulaires)  un  cercle  C  d'équation  x- -\- y-  —  \ax-\-^ay  =0  et  la 
druite  A  d'équation     x  =  2a. 

Une  sécante  menée  par  l'origine  0  des  coordonnées  coupe  le  cercle  G  en  I  et  la  droite  A  en  V.  On 
prend  sur  cette  sécante  itn  vecteur  OM  équipollent  à  H'. 

1°  Trouver  et  construire  le  lieu  du  point  M. 

2"  Ce  lieu  rencontre  Ox  en  wn  point  A  autre  que  l'origine.  On  mène  par  ce  point  une  sécante  AHfl'P 
qui  rencontre  la  courbe  en  H  et  H'  et  l'asymptote  en  P. 

Le  point  F  se  déplace  sur  l'asymptote  suivant  la  loi  de  mouvement  ;  =  BP  =  v^t.  (B  étant  le  point 
de  rencontre  de  l'asymptote  et  de  Ox.) 

Former  les  équations  du  mouvement  relatif  du  point  H'  pour  un  observateur  entraîné  avec  le  point  H 
datis  un  mouvement  de  translation . 

Construire  la  trajectoire  apparente  du  mouvement  de  H  . 

3"  Mouvement  du  point   H'  pour  un  observateur  placé  en  11'  et  entraîné  avec  la  droite  AHH'. 

1.  Soit  y  =  mx  l'équation  de  la  sécante  :  les  abscisses  des  points  de  rencontre  avec  le  cercle  et 
avec  la  droite  A  sont 

4a  —  'Sam 


1 


=  ±a. 


Les  composantes  du  vecteur  OM  ou  U'  sont  donc     \  =  '2a- 


'.im 


mX. 


Nous  aurons  le  lieu  du  point  M  en  éliminant  m  entre  ces   d.'ux  équations.  Ce  calcul   immédiat 

donne 

(x  —  2a)(a:-  -i-  y-)  -+■  ax(4a;  —  3i/j  =  0. 

Tel  est  le  lieu  du  point  M  ;  ce  lieu  est  une  strophoïde  droite  ayant  l'origine  pour  point  double  et  la 
droite  x  =  îia  pour  asymptote.  Elle  rencontre  encore  Ox  au  point  x=— 2a.  Tout  ceci  est  connu 
et  exposé  dans  tous  les  cours. 

vj 
2.  Le  coeflicient  angulaire  de  la  droite  AP  est     — —  =  »<,      a  étant  une  constante;   l'équation  de 
°  Aa  'H 

AP  est  donc  y  =  a/(x+2a), 

et  les  abscisses  des  deux  points  de  rencontre  H  et  H'  avec  la  courbe  sont  fournies  par  l'équation  du 

second  degré 

X-  +  aH-'{x-i  —  ia-2)—  'iaxtx  =  0. 

Les  composantes  du  vecteur  HH',  qui  sont  d'ailleurs  ici  les 

coordonnées  du  point  H'  sur  sa  trajectoire  apparente,  sont 

.!■  =  X-'  —  x",  y  =  at{x'  —  x"). 

Or      {x'  —  x")^  =  {x'-hx"f  —  Ax'x" 

â~^^ ^=(rT^(2«^-*«"^'^)- 

Par  conséquent,  les  équations  du  mouvement  apparent  de 
H'  sont 

-  =  1^  ^2"5^~ï6;^=,  y  =  -^^/25^rï«;^. 

L'équation  de  la  trajectoire  s'obtient  en  remplaçant  a;  par 

■^  dans  la  valeur  de  .r  ou  celle  de  y;  c'est,  toutes  simpliûca- 
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lions  faites,  _        ,.  „        „  ,, 

x-{x^  -+-  y^Y  =  a-if{'-2ox^  -+-  iGy-)- 

Celte  courbe  est  aisée  à  construire,  soit  géométriquement  en  suivant  les  variations  du  vecteur  IIH 
sur  la  strophoïde,  soit  en  étudiant  les  variations  de  a-  et  de  >/  en  fonction  du  temps,  soit  en  discutant 
l'équation  bicarrée  en  y  qui  est  écrite  plus  haut-  Nous  nous  bornons  à  donner  sa  forme.  La  portion 
de  droite,  figurée  en  traits  pleins,  convient  seule,  si  on  prend  le  radical  avec  le  signe     +. 

3.  Si  l'observateur  placé  en  H  est  entraîné  avec  la  droite  AHII',  le  mouvement  apparent  de  II'  est 
rectiligne  et  s'effectue  suivant  la  formule 

1  -\-0L-r 

Solutions  satisfaisantes  de  MM.  Foucnv,  à  Roanne,  et  Malplat. 
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1657.  -  On  considùi-e  la  parabole  P  =  y^  _  2pa;  =  0 

et  un  point  {xi,  y,)  d'où  l'on  abaisse  les  trois  normales  a  cette  parabole  ;  montrer  que  les  coordonnées  a  et  ^  du 
pôle  de  l'une  des  cordes  passant  aux  pieds  de  deux  de  ces  normales  satisfont  aux  deux  équations 
S  =  21/2  —  px  -+-  p-  —  pxi  =  0,  S'  =  ixy  -+-  piji  =  0. 

Exprimer  ensuite  en  fonction  de  a,  p,  y  : 

1°  Les  racines  de  l'équation  en  X  des  coniques  S  et  S' ; 

2°  Les  équations  des  couples  de  sécantes  communes  aux  coniques  S  et  S' ; 

3°  Les  équations  des  côtés  du  triangle  circonscrit  à  la  parabole  et  tangents  a  cette  courbe  aux  pieds  des  'ois 
normales,  ainsi  que  les  coordonnées  des  sommets  de  ce  triangle. 

Examiner  le  cas  où  le  point  (a;i,  i/i)  est  sur  la  développée  de  la  parabole  P. 

Camille  M.issing. 

1658.  —  On  a  une  parabole  P  et  on  considère  : 

1°  Le  cercle  G  qui  passe  par  les  pieds  des  trois  normales  menées  d'un  point  (a;i,  yt)  k  cette  parabole; 
2°  Le  cercle  C  circonscritau  triangle  conjugué  commun  aux  deux  coniques  Set  .S'  (de  l'énoncé  précédent)  ; 
3'>  Le  cercle  C"  circonscritau  triangle  normal  circonscrit  correspondant  au  point  {x,.  y,). 
On  demande,  lorsque  le  point  (xt,  yi)  décrit  la  développée  de  la  parabole  P,  l'enveloppe  de  chacun  des  trois 
cercles,  l'enveloppe  de  l'axe  radical  de  C  et  C",  de  l'axe  radical  de  C  et  C"  et  le  lieu  du  centre  radical  des  trois 

cercles.  ,^      ...    ,, 

Camille  M.issing. 

^Qgg   On  considère  deux  cercles  C  et  C  se  coupant  aux  points  A  et  B  ;  par  le  [loint  B  on  mène  une 

.sécante  variable  qui  rencontre  k  nouveau  les  cercles  en  M  et  M'. 

Trouver  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AMM'  et  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle. 

Construire  les  points  de  contact  de  l'enveloppe  avec  les  cercles  C  et  C. 

(I.  Pélissikh,  à  Toulouse. 

1660.  —  .Montrer  cpie  les  deux  produits 

sont  convergents.  Trouver  la  limite  du  premier. 

E.-N.  Barisie.n. 

1661.  —  Trouver  une  courbe  telle  qu'il  y  ait  un  rapport  constant  enlic  la  sous-tangente  en  un  point  quel- 
conque M  et  le  segment  OP  compris  entre  l'origine  et  le  point  P  où  la  parallèle  à  la  tangente  en  M,  menée  par 
le  point  de  rencontre  de  la  normale  au  point  M  avec  Oy,  rencontre  Ox. 

E.-N.  Barisien. 


BAR-LE-DUC.    —    IHP.    COUTÏ-JACOUÏT. 


Le  Rédacteur-Gérant  :  M.  VUIBERT. 
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TRAJECTOIRES    ORTHOGONALES 

DE    CERTAINES    FAJIILLES    DE    CEKCLES 
par  M.   J.  Haag,  professeur  de  SlatliL-matiqui  s  spéciales  au  lycée  de  Douai. 


Je  me  propose  de  délei  miner  les  trajectoires  orthogonales  d"une  famille  de  cercles,  dont  tous  les 
cercles  passent  par  un  point  lixe  0,  le  lieu  des  centres  étant  une  certaine  couibe  que  nous  appellerons 
déférente. 

Je  vais  d'abord  montrer  a  priori  que,  quelle  que  soit  la  déférente,  on  peut  obtenir  les  trajectoires 
cherchées  par  une  simple  quadrature.  En  efiet,  si  on  efTectue  une  inversion  quelconque  de  centre  0, 
on  est  ramené  à  chercher  les  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  droites,  car  on  sait  que  l'in- 
version conserve  les  angles  et  que  les  cercles  se  transforment  en  une  famille  quelconque  de  droites. 
Or,  ces  droites  enveloppent  une  certaine  courbe,  qui  s'obtiendra  par  des  calculs  algébriques,  et  leurs 
trajectoires  orthogonales  seront  les  développantes  de  cette  enveloppe,  développantes  dont  la  recherche 
se  ramène  à  la  rectification  de  Tare  de  l'enveloppe,  c'est-à-dire  à  une  quadrature. 

Ceci  étant,  soit  l(a,  i)  un  point  quelconque  de  la  déférente.  11  lui  correspond  un  cercle  (Cj,  d'équa- 
tion 

(1)  x^-^y^  —  lix  +  'iiy. 

Nous  nous  proposons  de  rechercher  les  trajectoires  orthogonales  des  différeuts  cercles  obtenus  quand 
le  point  I  décrit  la  déférente.  On  pourrait  être  embarrassé,  si  l'on  employait  une  méthode  directe, 
pour  résoudre  le  problème  dans  toute  sa  généralité.  Pour  éviter  toute  difficulté,  nous  allons  suivre  la 
méthode  qui  vient  d'être  indiquée  et  qui  nous  conduira  certainement  au  résultat. 

Faisons  une  inversion  de  centre  0  et  de  puissance  égale  à  1.  Les  formules  de  transformation  sont 

X  Y 

(2J  X  ^      ^  ■  y  = 


L'équation  (1)  devient  alors 

(IJj  1  =  2aX  -r-23V  ; 

mettons-la  sous  la  forme  cauoniiiue,  en  jiosunt 

(4)  -2»==^^,  2?  =  i^. 
^  '                                                                P  P 

L'équation  devient 

(5)  X  cos  9  -r  Y  sin  -f  =  p 

où  p  désigne  une  fonction  de  v,  fournie  par  les  formules  (4)  et  par  la  condition  que  le  point  (a,  â)  se 
trouve  sur  la  déférente.  Si  l'on  suppose  que  celle-ci  ait  pour  équation  polaire  p  =  f[<^),  il  est  facile 
de  voir  que  l'on  peut  prendre 
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Cherchons  alors  les  trajectoires  orthogonales  des  droites  définies  par  l'équation  (3),  où  cp  désigne 
un  paramètre  variable. 

On  pourrait  passer  par  l'intermédiaire  de  l'enveloppe,  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut.  Mais  il  est 
aussi  simple  de  procéder  directement. 

Soit  (T)  une  trajectoire  quelconque.  Par  chaque  point  M  de  cette  courbe  passe  une  droite  (o)  dé- 
terminée qui  coupe  (T)  à  angle  droit.  Les  coordonnées  X,  Y  de  ce  point  peuvent  alors  être  considérées 
comme  des  fonctions  déterminées  du  paramètre  ?  de  la  droite  correspondante.  Ces  coordonnées  devront 
évidemment  satisfaire  aux  deux  équations 

(5)  X  cos  ç, -h  Y  sin 'i  :=  p, 

rfX     _     d\ 

^  '  cos  o         sintp 

Si  l'on  désigne  par  t/X,  la  valeur  commune  des  rapports  (7),  on  en  tire 

(8j  rfX  —  (//..coso,  f/Y  =rfÀ.sins, 

et  rfX  sera   la  dillerenlielle  d'une  fonction  de  9,  que  nous  allons  déterminer.  A  cet  effet,  difiérentions 

l'équation  (5)  par  rapport  à  o  ;  il  vient,  en  tenant  compte  de  (8), 

d^        ,      ^    ■  A-  \  I 

(SI  "T~"''( — X  siii  o-)- 1  cos  o)  = /) . 

do 


Différentions  une  seconde  fois,  en  tenant  compte  de  (o)  et  (8),  il  vient 

d-l 


(10)  4^=^,  +  ;/ 


d\ 
Ci'tte  équation  donne  >•  par  deux  quadratures.  Mais,  nous  n'avons  besoin  que  de  —  >    car  si  on  connaît  cette 

fonction,  les  équations  (oj  et  (9)  nous  donneront  X  et  Y  en  fonction  de  o. 
Appelons  alors  q  une  primitive  quelconque  de  p.  Nous  aurons 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  Portant  dans  (9),  et  résolvant  le  système  (.j)  et  (9)  par  rapport  à 
X  et  Y,  il  vient 

(11)  X  =  (/'coso -T-(7-t-a)  sin  o,  Y  =  7' sin  o  —  (</ +  (i)  cos  ç-. 

Nous  avons  ainsi  les  équations  paramétriques  des  trajectoires  orthogonales  des  droites  (5).    Les 
formules  (2;  nous  donnent  ensuite  les  équations  des  trajectoires  orthogonales  des  cercles  (C) 
(/'  cos  9  +  (</  -H  a)  sin  n  a'  sin  œ  —  (q-ha)  cos  9 

(\'i\  X   =   — — ^1  M   = ' —• 

^^''  f'^{q^af  •'  q'-'+iq^a]^ 

Ces  formules  résolvent  très  simplement  le  problème   proposé,  et  nous  sommes  bien   ramenés   à 
l'unique  quadrature 

r   do 

Eu  faisant  varier  la  constante  ('(),  on  aura  toutes  les  trajectoires. 

On  peut  aussi,  si  l'on  veut,  obtenir  les  coordonnées  polaires  {r,  0)   d'un  point  ([uelconque  d'une  de 
ces  courbes,  en  fonction  de  ç.  En  se  reportant  aux  formules  (12),  on  trouve  sans  dillicullé 

icos  h  —  0)  =  ^'        =^. 

^q"  +  {q  +  af 
\/q"-  -]-{q  -\-ay 
Suivant  lus  cas,  il  sera  avantageux  do  prendre  les  formules  (1"2)  ou  i^ti).  Les  formules  (12),   par 
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exemple,  montrent  que,  pour  que  les  Irajecloires  orlhoirijnales  soient  a/^eé/i^i/^s,  il  faut  et  siifQt  que 
cj  soit  une  fonction  algébrique  de  cos  o  et  sin  =.  En  particulier,  si  cette  fonction  q  est  rationnelle,  on 
aura  des  courbes  unicursales. 

Pour  terminer,  nous  allons  indiquer  une  vérificalion  géométrique  des  formules  (12). 

Soient  A  et  B  les  points  de  coordonnées  polaires  (q',  ^)  et     {  q  +  a,     o ^  )  • 

Soit  oM  la  somme  géométrique  de  oA  et  oB  et  m  l'inverse  du  point  M.  Il    est  aisé  de  voir  que 
le  point  m  est  précisément  ce!  uidontles  coordonnées  sont  données  parles 
formules  (12).  D'autre  part,  si  «  est  l'inverse  de  A,  le  cercle  de  diamètre 
oa  est  un  cercle  (G),  comme  cela  résulte  de  la  formule  (13).  Ce  cercle 
passe  en  m,  car  les  quatre  points  A.  M,  a,  »i  sont  sur  un  même  cercle. 
Jl   doit   être  orthogonal  en  ce  point  au  lieu  de    m,    qui   doit  par  suite 
admettre  pour  tangente  la  droite  mi  [i  est  le  milieu  de  oa).  Il  revient  au 
même  de  dire  que  la  tangente  en  M  à  la  courbe  inverse  doit  être  perpen- 
diculaire à  oB,  c'est-à-dire  que  cette  tangente  doit  être  MB  et  par  suite 
la  normale  doit  être  MA.  Or  si  l'on  considère  le  déplacement  de  l'angle 
droit  MBo,  le  centre  instantané  relatif  à  ce  déplacement  est  sur  la  per- 
pendirulaire  en  o  à  oB  et  aussi  sur  lanormale  en  B  au  lieu  de  B,  normale  qui  passe  par    A,  car  û\ 
est  la  sous-normale  polaire  relative  au  point  B.   De  là  résulte  que  A  est  le  centre  instantané  de  rotation 
et  par  suite  AM  est  normale  en  M  au  lieu  de  M.  C.  q.  f.  d. 


NOTE  DE    GEOMETRIE 

par  51.  J.  Haag,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Douai. 


Soient  deux  courbes  quelconques  (C;  et  (D)  et  un  point  fi.\e  0.  Je  considère  le  lieu  (E)du  milieu  I 

des  cordes  MN  passant  par  0  et  je  me  propose  de  consiruire  la 
tangente  en  I  à  ce  lieu. 
A  cet  effet,  je  consi- 
dère une   corde    OM'N' 
infiniment    voisine    de 
OMN.    Soit  r  le  milieu 
de  W'iN".  Le  quadrilatère 
complet   MN'.N.M'  admet 
la  droite  II'  pour  droite 
de  Newton.  Cette  droite 
passe   donc  par  le  milieu  B  de  AT.    La  droite  AT  est  d'ail- 
leurs la  polaire  de  0  par  rapport  à  l'angle  MTN. 

Je  suppose  maintenant  que  OM'N'  tende  vers  OMN.  J'aurai,  à  la  limite,  la  construction  suivante  de 
la  tangente  en  I  à  (E)  : 

Je  prends  le  point    A    conjugué  harmonique  de    0  par  rapport  à   MN  et  le  point  T  d'intersection 
des  tangentes  en  M  et  N  à  (C)  et  à  (D)  ;  la  tangente  cherchée  10  passe  par  le  milieu  B  de  AT. 
Inversement,  ^i  on  coiniait  lo,  on  en  déduira  facilement  MT. 


T^ 
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1570.  —  1°  Intégrer  le  système  d'équations  différentielles 

dx  d>i 

2°  Déterminer  une  solution  particulière  telle  qu».  pour  t  =  0,  on  ait  x  =  0,  )/  =  0.  Construire, 
pour  cette  soluti<)n  particulière,  la  courbe  que  décrit  le  point  de  coordonnées  x  et  y  lorsque   t   varie  ; 

3°  Déterminer  :  1°  l'aire  comprise  entre  cette  courbe,  l'axe  des  x  et  la  droite  x=  1;  ^'l'aire 
comprise  entre  la  courbe  et  la  droite    a:  =  1  ; 

4°  Montrer  que  par  le  point     x  =  \,     y  —  —  1,     on  ne  peut  mener  qu'une  tangente  à  la  courbe. 

1.  L'équation     -p-  —  y  -h  t    est  une  équation  différentielle  linéaire  du  premier  ordre  qui  s'intègre 

très  facilement.  Posons  pour  cela     y  —  uv,    n    et    v    désignant  deux  fonctions  de    t  ;    nous  en  tirons 

y.  =  u \-v  —  1    et  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  différentielle,  nous  obtenons 

dt  dt  dt  ^ 

dv  du  I  do  \  du 

u  — 1-  V  ——  —  uv  -+■  I  ou  u{  — T- V  )  -h  V  —r-  =  t. 

dt  dl  \  dt  I  dt 

dv 
Déterminons  v  de  manière  que  le  coefficient  de    w    soit  nul,  nous  avons      —  =  dt,    ou    v  =  e', 

du  j  _  j 

et  en  remplaçant  v  par  cette  valeur,  il  reste     e'-y—  =  ^     ou    du  =  te  'dt, 

u  ^  I  te-'dt-hC. 
En  intégrant  par  parties,  on  a 

/  te-'dt  ==  -  te-'  -r-  j  e-'dt  =  —te-'  —  e-'  =  —{t-^l)e-', 
et  par  suite  «  =  —  (/ -1- l)e-' -i- C. 

On  en  déduit  y  —  uv  =  Ce'—  (/  -t-  1). 

'/■'■ 
Remplaçons  maintenant    y   par  cette  valeur  dans  1  équation      —  =  x  —  y  —  t  —  H, 

dx 
nous  obtenons  ~ih    ~ ''' —      — 

nouvelle  équation  linéaire  i|ui  s'intègre  comme  la  précédente  et  qui  nous  donne 

ï  =  —  C/e»  H-  Ce'  -t-  1 . 

Les  ialégrales  générales  des  équations  proposées  sont  donc 

X  =  —  C/c' -1- CV -t- J ,  y  =  Ce'  -(i-+-l), 

C  et  G'  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

2.  Ecrivons  que  pour  <  =  0,  on  a  x  =  0,  ;/  =  0  ;  on  a  G  =  1,  C  =  —  1.  Nous  obtenons 
ainsi  les  inté).'ralcs  particulières  demandées 

x=l  — e'(t+l),  y=e'  —  {t^i). 

Éii  prenant  les  dérivées  de  x  et  de  y  par  rapport  à  <,  on  a 
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il  est  facile  alors  d'étudier  les  variations  de   r  et  de  y  quand  /  vario  de  —  x    à  -j-  x  , 


—  X 

croît 

-2 

crolt 

0 

croît 

-f-  X 

1 

croit 

e- 

(?7lrti'.) 

décroit 

0 

décroit 

X 

4-x 

décroit 

1  +  1 

e- 

décroît 

0 

(miu.) 

croit 

-+-  x 

et  de  coni^truire  la  courbe  correspondante. 

Elle  est  tangente  à  l'origine  à  l'axe  des  x   et  admet  pour  asymptote  la  droite    x  —  \.     Elle  ren- 

1 

contre  cette  asymptote  au  point  A  qui  correspond  à    t  =  —  1,     et  qui  a  pour  ordonnée    — 

La  branche   inlinie  correspondant  à     /  =  -h  x      est  parabolique  dans  la  direction  Ox. 


Puis 


/' 


t  +  ^)e-"dt 


3.    i°  L'aire  PAC   est  mesurée  par  l'inté- 
grale déûnie 

/         y  (Ix  ou  /  1/  rf.r, 

ou  en  rrmplaonnt  y  et  d.v  par  leurs  valeurs 

aire  OAC  =    /        p'.l--+:it-h^2)  —  e-'{l-h2)  \dt. 

En  intégrant  par  parties,  on  a 

/  (/^H-3/  +  2)e'rf< 

=  (<2  -H  3/  -h  2)e'  -  fi-il  -h  3)e'  dl  ; 

de  même 

f^il^aydl  =  (2/+3)e'  — 2  /  e''/? 

=  (2/-(-iy'. 
Nous  en  tirons  aisément 

!'(/-  + 3/ +  2)e'  =  {f'-hl-h  l)e'. 

e^'(2<  -H  3) 


2  2 .  '  4 


e^'(2<  +  3) 


[«''(<^-h3^  +  2)  — e^'(/  +  2)lrf<  =  *>'(/-  + <  +  l) !^ 


et,  par  suite, 

2"  Nous  avons  maintenant 


lire  OAC  = 


k-M 


ou  enfin 


aire  ABD  =  aire  CDBE  —  aire  ACEB, 
aire  ABD  =  /    y  dx  —        ydx  =  j    y  dx 

aire  ABD  =  /       y  dx. 


:^!jO  algèbre 

Nous  avons  calculé  plus  haut  Tintégrale  indéûnie 

r     ,            .  ,                       e^'m  H-  3) 
I  ydx  =  e'[l-^  +  t+l) ^^ '- 

4e  -  1 
nous  avons  donc  ^"^^  '        ~       4^2 

4.  La  tangente  à  la  courbe  au  point  (x,  ;/)  a  pour  équation 

X  —  a-  _  Y-i/ 
rfx  (ij/ 

~dt  'W 

X  — l^-e'(f^-l)         Y  — e'-i-<  — 1 


-e'(/-i-'2)  e'— 1 

Ecrivons  que  cette  tangente  passe  par  le  point     (1 ,  —  1),     nous  avons 

-e'(<-4-2)  e'-l 

Cette  équ3tion  admet  pour  racines  les  t  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  (1,  —1). 
Pour  discuter  le  nombre  de  ses  racines,  nous  l'écrirons  sous  la  forme 

(i)  ^±lp}.-i  =  o, 

e' 
et  nous  lui  appliquerons  le  théorème  de  Rolle. 

L'équation  dérivée  est     <-  — /  — 2  =  0;     elle  a  pour  racines     —1     et  2.  La  suite  de  Rolle  est 

—  00,     — i,     2,     H-œ, 
et,  en  remplaçant  t  par  ces  nombres  dans  le  premier  membre  de    i'équalion  (1  j,  on  obtient  des  résulUits 
de  substitution  dont  les  signes  sont  respectivement 

On  en  conclut  que  I'équalion  fl     admet  une   seule  racine  comprise  entre     —  x      et     — \.     Par 

suite,  par  le  point      1,-1      on  peut  mener  à  la  courbe  une  seule  tangente  dont  le  point  de  contact 

est  sur  l'arc  BD. 

Jean  SOUDET,  lycée  de  Rouen. 

Bonnes  solutions  par    MM.    .\MBHRn,   à   Ruines:    J.   Beichaix  ;    P.  Briz»rd:    (î.   Foucnv,  à  Roanne;    G.  Frp.v,  à  Alger; 
M.  L^MorrK,  lycée  Janson  :  Malplat,  au  140'  d'infanterie. 
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1571.  —  On  donne  un  polynôme  du  troisième  degré  quelconque  fix]  ri  on  forme  I'équalion 

Montrer  qu'elle  admet  deux  racines  réelles  et  deuv  seulement. 

Soit     /"(x)  =  ax' -f- Ax2 -H  ex -t- rf  ;     l'équation     o(x)  =  [f'{x)Y —  'îf(x)f'{x)  =^  0     est  du  quatrième 
degré  et  a  pour  premier  terme    —  Sn^x'  ;    la  fonction  f{x)  est  donc  égale  à    —  »     pour    x  =  zh  ao . 

Cela  posé,  prenons  la  dérivée  de  o(x)  ;  c'est    —•îf[x)f'"{x),    et,  comme  /^(x)  est  une  constante, 
l'équation  dérivée  se  réduit  à  f{x)  —  0. 

Si  cette  équation  a  ses  trois  racines  réelles  et  distinctes,    a,  ^,  y,    lu  suite  de    Rolle  relative  à 
o(x)  =  0    est  —  X ,    X,    %    Y,     -f-  X  ; 

les  signes  correspondants  de  o(x)  sont     — ,    +,     -4-,    -?-,    — ; 
l'équation     o(xj  =  0    a  donc  deux  racines  réelles  et  deux  seulement;  l'une,  avant   ï  ;  l'autre,  après  y. 
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Si  l'équation    f(x)  =  0     n'a  qu'une  racine  réelle,  ï.  la  suite  de  Rolle  de  o(x)  est 

oc  ,      a,  -r-  30  , 

elles  signes  de  o{x)  — ,     -i-,     —  ; 

le  résultat  est  le  même  que  précédemment. 

Si  l'équation    fix]  =  0    a  une  racine  simple   a  et  une  racine  double    p,   supposons,  par  exemple, 
a  <  3  ;     la  suite  de  Rolle  relative  à     9  x)  =  0     est  alors 

X  .       J,        ^,  --  30  , 

et  les  résultats  de  substitution  sont  — ,     ---,     0,     — ; 

l'équation     'f(x)  =  0     a  une  racine  réelle  avant  a  et  une  racine  triple  égale  à  ^. 

Si,  enfin,  l'équation     /"(i)  =  0     a  une  racine  triple  a,     ^(.r)  =  0    admet  a  comme  racine  quadruple. 

Dans  les  deux  derniers  cas.  les  racines  sont  toutes  réelles  et  le  théorème  est  en  défaut. 

L.  SIRE  et  REBOUILLAT,  à  Langres. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Bbochc,  .i  Marseille;    M.  Kodb?f.ïbe,  à  Compiègne  ;  M.  Lamotte,  à  Janson  ;   G.  Foccny,   à  Roanne  ; 
J.  SoDDET,  à  Rouen  ;  I'.  Bbizard;  Georges    Fbey  ;  J.  Lhebmitte  ;  P.  Albi-btint  ;  A.  Darmon  ;  M.  Bajma,  lycée  de  Nice. 
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1572.  —  Soient  dans  l'espace  deux  droites  OD,  OD'  situées  duns  un  plan  P,  un  point  w  pris  sur  la 
perpendiculaire  en  0  au  plan  P,  et  une  droite  quelconque  A.  On  considère  les  plans  variables  passant  par 
A   et  rencontrant  OD,  OD'  en  M  et  M'  : 

1°  Trouver  le  lieu  V  des  centres  des  sphères  S,  passant  par  les  points  0,  10,  M,  M'  ; 

2°  Trouver  la  surface  enveloppe  I  des  sphères  S,  et  construire  le  contour  apparent  de  S  sur  le  plan  P. 

3°  La  courbe  Y  est  une  conique  :  trouver  le  lieu  du  centre  de  cette  conique,  lorsque  la  droite  OD,  le 
point  ti)   et  lu  droite  A  restant  fixes,  la  droite  OD'   tourne  autour  du  point  0  dans  le  plan  P. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  U,  pour  plan  des  xy  le  plan  P,  et.  pour  axe  des  :,  la  perpen- 
diculaire au  plan  P  menée  par  le  point  0.  Soit  y  =  mx  l'équation  de  D'  dans  le  plan  P,  et  "ih  la 
cote  du  point  w. 

La  droite  A  n'interviendra  pas  dans  la  question:  il  n'y  a  que  sa  trace  sur  le  plan  horizontal  qui 
soit  à  considérer.  Autour  de  cette  trace  tournera  une  droite  mobile  qui  rencontrera  les  deux  droites  D 
et  D'  aux  points  M  et  M'.  Soient  a  et  é  les  coordonnées  de  ce  point  fixe. 

1°.  Soit  y — b  =  \(x  —  a)  l'équation  de  la  trace  mobile  du  plan  qui  passe  par  A  sur  le  plan  des 
xy  ;  cherchons  le  cercle  de  la  sphère  qui  passe  aux  points  0,  M,  M'  ;  le  centre  de  la  sphère  se  projettera 
au  centre  de  ce  cercle,  et  le  lieu  du  centre  de  la  sphère  sera  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle,  transporté 
parallèlement  à  0:  dans  le  plan     z  =  h. 

Le  cercle  dont  il  est  question,  passante  l'origine,  aura  pour  équation 
y(y  —  mx)  -i-{ux-h  uj/)(i/  —  b  —  ).,r  -!-  Xa)  =  0. 

En  annulant  le  terme  en  xy  et  égalant  les  coefficients  de  x*  et  de  y-,  nous  avons 
u  —  l'X  —  wi  =  0,  >.M  -+-  «  -H  1  =  0  ; 

d'ofi  nous  déduirons  immédiatement 

m  —  1  1  -H  m\ 


Le  cercle  demandé  a  donc  pour  équation 

(X-  -i-  l)y(y  —  mx)  -h  {y  —  b  —  Ix  -h  >.a)[(m  —  X)x  —  (ml-h  ï)y]  =  0, 
ou  X(X—  )u)(x'-4-î/-j  —  {m  —  y.){b  —  hi)x-h{m>'-hi){b  —  la)y  =  0. 
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Les  coordonnées  du  centre  de  ce  cercle  sont  données  parler?  deux  équations 

2)/À  —  m).r  —  (»î  —  '>Mf/  —  >.a)  =  0,  2X(X  —  m)y  -+-  [ml  -h  l):h  —  \a)  =  0, 

et  le  lieu  de  ce  centre  s'obtient  en  élirninant  X  entre  les  deux  équations. 

.T  X  —  m 

Nous  avons  d  abord,  par  division,       —  =  — ; —• 

y         ml  +  I 

puis,  la  première  équation,  divisée  par    X  —  m,     nous  donne     Tix  —In  +i  =  0. 

En  égalant  les  deux  valeurs  de  X  ainsi  trouvées,  nous  avons  do  suite  le  lieu  du  centre  : 

(1)  (2c — a)(x-\-my)-{-h{y —mx)  =  0. 

Celte  courbe  csl  une  hyperbole  qui  passe  à  l'origine  et  dont  les  asymptotes  sont  perpendiculaires 
aux  droites  D  et  D'. 

Il  n'y  a  qu'à  joindre  à  cette  équation  l'équation  ;  ^ /;  =  0  pour  avoir  les  deux  équations  du  lieu 
du  centre  do  la  sphère  mobile. 

2".  L'équation  de  cette  sphère  se  déduit  immédiatement  de  celle  du  cercle:  il  n'y  a  qu'à  ajouter  un 
terme  en   :-  et  un  en  :,  tel  que  la  sphère  passe  au  point  w.  Nous  obtenons  de  cette  façon 

X(X  —  m)(x'-  -+-  1/^  -t-  :-  )  —  (m  -  X)(è  —  Xrt).r  -+-  [ml  +  1)(6  -  Xn);/  —  2X(X  -  m)hz  =  0, 
équation  du  second  degré  en  X,  qui,  ordonnée  par  rapport  à  X,  devient 
l-{x'-i-]/^+  z-  —  ax  —  amy  —  2hz)  —  l[m{x-  -hy^-^  z-)  —  (6  +  am)x  —  (Om  -  n)y  —  'imhz]  -+-  h{y  —  mx)  =  0. 

L'enveloppe  s'obtient  en  écrivant  que  cette  équation  du  second  degré  en  X  a  une  racine  double. 
C'est  la  surface  du  quatrième  ordre 

(2)  [m{x-  -+-  y-  ■+■  z^'j  —  (b  -\-  am)x  —  [hm  —  a)y  —  2nihz  - 

—  ib(y  —  inx){x-  -t-  y-  -i-  :-  —  ax  —  amy  —  2hz)  =  0 . 

Cette  surface  admet  pour  ligne  double  le  cercle  imaginaire  de  l'inlini  ;  c'est  une  cyclide.  Elle  admet 
aussi  pour  points  doubles  l'origine  et  le  point  w.  Le  plan  z  =  h  est  un  plan  de  symétrie,  comme  on 
le  constate  en  remplaçant  :  par    z  -i-  h     dans  l'équation  de  l'enveloppe. 

Le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  P  renferme  sûrement  la  section  de  la  surface  par  le 
plan  z  =  II.  Il  nous  reste  alors  à  voir  s'il  ne  renferme  que  cet  élément.  Pour  cela,  nous  exprimerons 
que  le  plan  langent  en  un  point  [x,  y,  z)  est  vertical,  c'est-à-dire  que    fi  =  0    et  nous  aurons     z  =  h, 

d'abord,  puis 

[m(x-  -+  y-  -+-  Z-)  —  (h  -h  a7n)x  —  (bm  —  a)y  — •  'imkz]  —  ih{y  —  mx)  =  0. 

La  première  équation     z  —  h  =  0,     nous  donne  la  portion  du  lieu  que  nous  avions  prévue 

(3)  [m{x- -+-  y-)  —  (i  -H  am)x  —  [bm  —  a)y  —  mil']-  —  kb[y  —  mx){x'-  -+-  y-  —  ax  —  am.y  —  h-]  =  0  ; 
c'est  une  quartique  bicirculaire  que  nous  étudierons  dans  la  suite. 

La  seconde  équation,  combinée  avec  celle  de  la  surface,  nous  donne 

y  —  mx  =  0  et  x--hy^-T-z'- — ax  —  amy  —  ^hz  —  h{y—mx)  =  0. 

La  droite  y  —  mx  =  0  fait  donc  aussi  partie  du  contour  apparent  horizontal,  et  ceci  s'explique 
aisément  par  le  fait  que  ce  plan  coupe  la  surface  suivant  deux  cercles  confondus,  c'est-à-dire  touche  la 
surface  tout  le  long  d'un  cercle  vertical. 

La  sphère  x-  -i-  j/^  -+-  :-  —  ax  —  nmy  —  2hz  —  b[y  —  mx)  =  0  coupe  la  sphère  trouvée  en  annulant 
f.  suivant  un  cercle  qui  est  aussi  dans  un  plan  vertical  ;  par  consc(|uent,  elle  nous  donne  aussi  une  droite 
dans  le  contour  apparent  total,  qui  se  compose  ainsi  de  la  courbe  (3)  et  de  deux  droites. 

3".  l'our  avoir  maintenant  !>■  lien  du  centre  di}  la  courbe  1",  ijuand  m  varie,  il  sullit  de  prendre  les 
équations  obtenues  en  annulant  le>  dérivées  partielles  de  l'équation  de  I"  et  d'éliminer  m  entre  elles  ; 
ce  calcul  nous  donne 

2(a:  ■+■  my)  <r  ix  —  a  —  6m  =  0,  »t(2x  —  «)  -t-  i  =  0, 

nuis  Ax-a  b 

iy  —  b  2.T  —  « 
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Le  lii'u  est  donc  la  parabole 
(4) 


(2x  —  n)(A.r  —  n)  —  6(2//  —  //)  =  0. 
h 


j  "         "  "         /  n        I)  \ 
Cette  courbe  passe  aux  points      (— .    —  )>     (— ,     —  )     et  a  son  axe  parallèle  à   Oij.    Elle  est  très 

aisée  à  placer;  nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point. 


Remarques  géométriques.  —  1" 


La  droite  AMM'  passant  par  un  point  lixe  A,  1rs  deux  points  M  et  M' 
décrivent  deux  séries  homographiques  sur  les  droites 
D  et  D'  et  il  en  est  de  même  des  points  P  et  P'  milieux 
de  OM  etOM';  la  perpendiculaire  au  milieu  de  OM, 
PC,  et  la  perpendiculaire  au  milieu  de  OM',  P'C, 
décrivent  deux  faisceaux  homographiques  dont  les 
sommets  sont  à  l'intini.  Le  lieu  du  point  C  est  donc 
une  hyperbole  passant  aux  points  ;i  l'infini  sur  les 
directions  perpendiculaires  à  D  et  à  D' et  passant  évi- 
demment par  le  point  0. 

Les  asymptotes  s'obtiennent  en  prenant  les  homo- 
logues de  l'intini  Mi  et  M^,  et  élevant  des  perpendi- 
culaires sur  OMi  et  OM,'  en  leurs  milieux.  On  trou- 
verait aisément  d'autres  points  particuliers  de  cette 
hyperbole,  par  exemple,  les  points  de  rencontre  avec 
les  droites  D  et  D'. 

Cette  courbe  est  la  projection  sur  le  plan  P  {xOy) 
(lu  lieu  r  des  centres  des  sphères,  qui  est  évidemment 


situé  dans  le  plan     j  —  A  =  0. 

2°.  Il  est  facile  maintenant 
de  voir  ce  qu'est  l'enveloppe 
des  sphères  S.  En  effet,  ces 
sphères  passent  par  deux  points 
fixes  0  et  (u,  et  leurs  centres 
décrivent  l'hyperbole  F  ;  par 
conséquent  la  courbe  caracté- 
ristique de  l'une  d'elles  est  si- 
tuée dans  un  plan  passant  par 
Oi  et  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente à  r  ;  le  rentre  de  ce  cer- 
cle est  sur  la  t.mgente  à  la 
courbe  T.  Il  en  résulte  que 
l'enveloppe  est  engendrée  par  un 
cercle  qui  passe  aux  deux  points 
fixes  0  et  w  et  dont  le  centre 
décrit  la  podaire  de  l'hyperbole 
r  par  rapport  au  point  de  ren- 
contre de  Oz  avec  le  plan  de  V, 
z  —  /t  =  0.  La  trace  de  cette 
surface  sur  le  plan  -  =  0  est 
l'homothétique,  dans  le  rapport 
2,  |iar  rapport  au  point  0,  de 
la  podaire  de  cette  même  hy- 
perbole transportée  parallèle- 
ment à  G;  dans  le  plan  des  xy,  par  rapport  au  pomt  0.  La  section  par  le  plan     z  =  ih     est  la  même. 

La  surface  est  donc   une  cyclide.   Quant  au  contour  apparent,  il  est  facile  de  le  déduire  de  la  podaire  de 
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Ihvperbolc  :  ilsiimtde  porter  de  paît  cl  .laiUre  sur  chaque  rayon  vectcurdcla  podairçà  partir  tlu  point  de  cette 
podaire,  deux  longueurs  éççales  au  ravon  du  cercle  caractérisliquc,  ^lf  +  h\  o  étant  le  rayon  veclcur  de  la 
podaire'  On  trouve  ainsi  une  courbe  formée  de  deux  ovales  et  qui  est  Qgurée  en  même  temps  que  l'hyperbole 

cl  sa  podaire.  ,        ,  .  .       j,         .       , 

On  peut  voir  aisément  d'ailleurs  que  celte  enveloppe  est  la  transformée  par  inversion  d  un  cor.e  du  second 
dcré  •  il  sullit  de  prendre  pour  centre  d'inversion  le  point  0.  Chaque  sphère  se  transforme  en  un  plan  qui  passe 
auV'inllionio'og"'^'  ''"  P°'"^  '"  ''^  ^"'  ''^^  perpendiculaire  au  diamètre  de  la  sphère  qui  passe  en  0.  L'enveloppe 
de  ces  plans  est  donc  le  cône  supplémentaire  du  cône  ayant  pour  sommet  le  point  0  et  pour  base  la  conique 
r,  dont  le  sommet  est  l'homologue  de  w. 

Il  est  bon  de  remarquer  en  outre,  avant  de  terminer  l'élude  de  lenveloppc  des  sphères  S,  que  les  deux 
plans  menés  par  0(o  perpendiculairement  aux  asymptotes  de  r  coupent  la  surface  chacun  suivant  deux  cercles 
confondus,  et  que,  par  suite,  leurs  traces  sur  le  plan  P  font  partie  du  contour  apparent  sur  ce  plan. 

3°  Le  centre  de  Ihyperhole  P  est  à  l'intersection  des  deux  asymptotes,  c'est-à-dire  des  perpendiculaires  à 
OM  et  OM  en  leurs  milieux.  Quand  D'  tourne  autour  de  0,  le  lieu  de  .M',  est  une  droite  parallèle  à  D  ;  le  lieu 
du  'milieu  aussi.  Donc  la  seconde  asymptote  enveloppe  une  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  0  et  pour 
tangente  au  sommet  la  droite  que  l'on  vient  de  mentionner  ;  elle  décrit  un  faisceau  du  second  ordre,  homogra- 
pbique  à  la  série  M',  et,  par  suite,  à  la  série  Mi. 

La  seconde  asymptote  décrit  donc  un  faisceau  du  second  ordre  homographiqne  au  faisceau  du  premier 
ordre  qui  décrit  la  première. 

Le  sommet  de  celui-ci  est  à  l'infini  sur  Oy,  et  le  lieu  total  du  centre  est  une  cubique  ayant  un  point  double 
à  l'infini  sur  Ou  ;  mais  les  deux  faisceaux  ont  en  commun  un  rayon  à  l'infini  ;  si  donc  on  enlève  la  droite  de 
l'infini,  le  lieu  qui  reste  est  une  conique  ayant  un  point  à  l'infini  sur  Oy.  Comme  elle  n'a  pas  d'autre  point  à 
l'infini,  c'est  une  parabole  dont  il  serait  facile  de  trouver  les  éléments  principaux. 

bonnes  solutions  :  M.M.  IUiithklesiv  :  L.  Baluif  ;  M.  Uïotte,  lycée  Janson. 


1581.  —  On  considère  deux  faisceaux  d'hyperboles  équilalères  II  et  H',  les  hyperboles  de  chacun  des 
faisceaux  ayant  les  mêmes  asymptotes.  On  considère  en  outre  une  droite  A  yui  rencontre  une  hyperbole  11 
en  deux  points  M  et  N  et  une  hyperbole  H'  en  deux  points  M'  et  N',  telle  que  les  deux  segments  MN  et  M'N' 
aient  le  même  milieu  t».  Prouver  que  l'enveloppe  des  droites  A  est  une  hypocycloide  à  trois  rebroussements 
T  ayant  pour  cercle  or thoptique  le  cercle  Q,  lieu  du  point  <■>. 

Appliquer  ce  résultat  aux  cordes  communes  aux  hyperboles  H  el  \V  et  aux  tangentes  communes  à  celles 
qui  se  louchent  en  un  point. 

Prenons  pour  axes  les  deux  asymptotes  de  l'un  des  faisceaux  et  soient 

xy  =  >.,  [X  —  a)'-  -t-  2oi{x  —  a)(y  —  h)  —  [y  —  h)-  —  \j., 

les  équations  des  deux  faisceaux  d'hyperboles. 

Si  nous  désignons  par  nx -+■  vy -\-w  =  0  l'équation  de  l'une  des  droites  à,  nous  aurons  à  écrire 
que  celte  droite  passe  au  point  de  rencontre  de  ses  deux  diamètres  dans  les  deux  faisceaux.  Dr  ceux-ci 
ont  pour  équations     vy  —  ux  =  0,     v[{x—a)  +  ^(y  -  b)]  -  u[a(x  —  a)  -  (y  -  b)]  ^  0. 

Les  deux  équations  vy  —  ux=  0,  ux-\-vy  +  w  —  0, 

j;         J/    _  M' 

donnent  7  =  t  ~   "ï^' 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'aulre,  on  a  l'équation  langentielle  de  l'enveloppe 
uiu-  -+-  (•-)  +  2uo'(a  -I-  ai)  —  2u-^u(aï  —  b)  =  0. 

C'est  bien  là  l'équation  d'une  hypocycloide  à  trois  rebroussements. 

Le  point  w  étant  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  que  nous  avons  employées  précédemment 
au  calcul  do  x  et  y.  nous  aurons  le  lieu  de  ce  point  en  éliuiinant   u.  v,  w  entre  ces  deux  équations  et 
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cette  relation-ci.  Nous  obtenons  ainsi     «  =  ?/,     v  —  x,     «•  =  — 2xi/,     puis, 
—  2a7/(.f*  -+-  IJ-)  -h  ±ijx-{a  -h  aé)  —  2xij-{aoi  —  b]  =  0. 

En  supprimant  la  solution  étrangère     xy  =  0,     il  reste  le  cercle 
x'--h]r  —  [a-h  ib)x+[ax— l))y  =  0. 

Tel  est  le  lieu  du  point  w. 

11  est  facile  d'expliquer  pourquoi  la  solution  tî/  =  0  est  étrangère  :  en  effet  riiypocycloide  est 
tangente  aux  deux  axes  de  coordonnées,  cest-à-dire  aux  quatre  asymptotes  des  deux  faisceaux  ;  donc  la 
droite  ux-}-vij -h  w  =  0  vient  une  fois  coïncider  avec  chacun  des  axes;  alors  la  droite  vi/  —  ux  =  0 
coïncide  aussi  avec  l'axe  et  par  suite  tous  les  points  de  cet  axe  sont  des  points  de  rencontre  ;  mais  ce  ne 
sont  pas  des  points  <>,.  Cette  solution  lient  donc  à  la  façon  particulière  dont  nous  avons  fait  les  calculs. 

Pour  montrer  que  le  cercle  lieu  de  w  est  le  cercle  orlhoptique  de  l'hypocycloVde,  remplaçons  dans 

l'équation  de  cette  courbe   w   par    — ux—vy,     et  posons     —  m,    nous  aurons  Téquation  aux 

coefBcients  angulaires  des  tangentes  issues  du  point  (x,  y) 

(m-  -+-  {){mx-  —  y)  —  im[a  -f-  a/y   —  im-(ax  —  6)  =0. 

Le  produit  des  racines  est  —  ;  nous  aurons  donc  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux  tan- 

X 

gentes  rectangulaires  en  écrivant  que     m  = ^    e-t  racine  de  cette  équation.  Ceci  donne 

—  2j/(x-  -^  )/-)  -+-  'iiy'a-^  lô   —  •2.(j-'(ix  —  h)  =  0. 

En  supprimant  la  solution  "ly  =  U,  qui  a  été  introduite  par  la  façon  d'opérer  que  nous  avons 
adoptée,  il  reste  le  cercle     x'-  +  y'-  —  x  a-{-aé)-+-y(ai  —  6i  =  0,     qui  n'est  autre  que  le  lieu  du  point  w. 

Il  est  visible  que  ce  cercle  passe  aux  centres  des  deux  faisceaux.  D'ailleurs  la  solution  géométrique 
mettra  mieux  en  relief  les  positions  particulières  d-;  l'hypocycloïde  et  du  cercle. 


Solution  géométrique.  —  Cherchons  d'abord   le  lieu  du  point  w,  milieu   commun  de    M.N    et    M'N'. 

Menons  les  diamètres  Ow  et  O'to.  Dans  le  triangle  rec- 
tangle formé  par  A  avec  les  asymptotes  de  l'hyperbole  H, 
on  a  OtoA  =  2-iuPO; 

de  même,  dans  l'hyperbole  H', 

OVÏ  =  2.wPTr'. 
En    iijoutanl    membre    à    membre   ces    deux   égalités,    on 
trouve 

0^  =  2IÏ;JH>  -+-  liFO"')  =  scjatT'. 
R  étant  le  point  de  rencontre  des  asymptotes  OP  et  O'P'. 
Ce  dernier  angle  étant  fixe,  on  voit  que  le  lieu  du  point  (o 
est  un  cercle  passant    par  0  et  O'.  Cherchons   maintenant 
l'enveloppe  de  a. 

En  remarquant  que  le  lieu  de  w  est  un  cercle  q  passant 
(lar  0  et  en  considérant  le  triangle  isocèle  OwQ,  on  a  une 
délinition  simple  de  la  droite  a  : 

OA  étant  une  corde  fixe  d'un  cercle  o,   on  construit   le 

triangle    isocèle  O'uQ,    w    étant    un    point    variable    de   ce 

cercle,  et  on  cherche  l'enveloppe  de  OQ. 

La  droite  wQ  coupe  le  cercle  en  B  et  si  on  mène  BC,  parallèle  à  OA.  l'égalité  des  angles   AB<o   et   CBw, 

qui   résulte  de  l'égalité  des  angles   à   la  base   du   triangle  OwQ,  montre  que  A  est  la  bissectrice  d'un  angle 

variable  inscrit  dans  le  cercle  Q  et  dont  un  coté  BC  a  une  direction  fixe  pendant  que  l'autre  coupe  û  en  un 

point  A  lixe.  Sous  cette  forme  on  retrouve  un  des   modes  classiques  de  génération  de  l'hypocycloïde  à  trois 
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rebroiissements  qui  se  ramène  géométriquement  d'une  façon  très  simple  aux   définitions   habituelles  de  cette 
courbe.   Le  cercle  orthoptique  de  celte  hypocycloïde  est  d'ailleurs  le  cercle  '-!. 

La  fin  de  l'énoncé  ne  concerne  évidemment  que  des  cas  particuliers  de  ce  qui 
précode  et  est  démontrée  par  cela  même. 

Autre  solution  géométrique.  —  Si  on  considère  les  deux  diamètres  0<u 
et  O'o),  leur  correspondance  homographique,  facile  k  établir,  montre  que  le  lieu 
de  (0  est  une  conique  passant  par  0  et  0'.  La  considération  des  deux  points  où 
chaque  faisceau  coupe  la  droite  de  l'infini  montre  aisément  que  les  points  cycliques 
conjugués  par  rapporta  ces  deux  couples  de  points  font  partie  du  lieu,  qui  est 
donc  un  cercle  passant  par  0  et  0'. 

Cherchons  maintenant  les  droites  A  qui  passent  par  un  point  du  plan  P.  Le 
lieu  du  milieu  des  cordes  issues  de  P  et  prises  dans  le  premier  faisceau,  est  une  conique  passant  par  P.  Le 
second  faisceau  donnerait  de  même  une  autre  coniquu  coupant  la  première  en  trois  points  autres  que  P.  On 
trouve  ainsi  qu'il  y  a  trois  droites  A  passant  par  P.  Si  on  prend  P  en  un  des  points  cycliques,  et  si  on 
remarque  que  ces  points  sont  conjugués  par  rapport  aux  deux  faisceaux,  on  voit  aisément  que  la  droite  de 
l'infini  est  tangente  en  ces  points  k  l'enveloppe  cherchée.  L'enveloppe  est  donc  une  hypocycloïde  à  trois 
rebrousscments. 

A.  .-^"-LAGL'Ë. 
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1564.  —  Un  point  pesant  M  se  déplace  sans  frottement  sur  un  cercle  vertical  de  centre  O,  il  est  de 
plus  attiré  proportionnellement  à  la  distance  par  te  point  le  plus  élevé  du  cercle.  Soil  a  l'angle  de  OM  avec 
la  verticale. 


i"  Déterminer  en  fonction  de  a  l'accélération  angulaire 


df- 


Interprcter  l'équation  obtenue. 


2°  Vitesse  du  mobile. 

3°  Réaction  du  cercle. 

4»  Mouvement  dans  le  cas  des  petites  oscillations. 

I.  Soient  A  le  point  le  plus  bas  du  cercle,  B  le  point  le  plus  haut,  et, par  suite,  B.\  la  verticale  des- 
cendante. Orientons  le  cercle  dans  le  sens  de  la  llèche  et  appelons  a  l'angle 
de  OM  avec  OA  :  la  tangente  au  point  M  aura  pour  direction  positive  MT  et 
la  force  tangenlielle  sera  la  somme  des  projections  de  mg  et  de  la  force 
dirigée  suivant  MB,  mt.MB.  .Nous  avons  donc  de  suite  l'équation  du  mou- 
vement que  voici  : 

dv  I 

m  ——  =  —  mn  sm  i   f-  mk .  .MB  sin  —  : 

(//  ■'  2 

or     .MB  =  2K  cos  —  "•     i)ar  conséquent  l'équation  du  mouvement  devient 

(<;  — /.Rjsina. 


dv 
11 


Elle  nous  montre  de  suite  que: 

1°  Si  (j  =  AR,  le  point  est  en  é(|uilibre  sur  le  cercle  en  un  point  (iuelcon(|ue,  ou  plutôt,  parcourt 
le  cercle  d'un  mouvement  uniforme  ; 

2°  Si  fj  >  AR,  le  point  se  comporle  comme  un  pendule  qui  serait  placé  en  un  point  de  l'espace 
où  l'accéléralion  de  la  pesanteur  aurait  pour  valeur    g  —  ÂR  ; 

3°  Si  g  ■<  k\\,  le  point  se  comporte  encore  comme  un  pendule  attiré  vers  le  haut  et  soumis  à  la 
force  verticale  et  ascendante    wifAR  —  g). 
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Nous  savons,  d'autre  pari,  que     y  =  R— -.      L'équation  précédente  donne  donc   -— -, 


kR  —  g 


(/(-  R 


sin  a. 


du  rfa 

2.  Multiplions  l'équation  qui  donne  -—  par    2u  =  2R  —^>     nous  aurons 

dt  al 

du  doL 

•ic—-  =  —  min  —  AR)  sin  ï  ^-> 
dl  ^-^  dt 

d'oii  c-  =  2R((/  — /cRjcosa-^C. 

La  constante  C  se  détermine  en  supposant,  par  exemple,   que  le  mobile  soit  abandonne  à  lui-même. 

sans  vitesse  initiale,  en  un  point  Mo  du  cercle,  pour  lequel     a  =  xq  ;     on  a  alors 

C  =  —  ^R{g  —  A-R)  cos  a„. 

puis  V-  =  2R(g  —  A-R)(cosa  —  cosa,,;. 

La  discussion  de  cette  formule  nous  redonnerait  d'ailleurs  les  trois  cas  que  nous  avons  signalés, 

avec  l'allure  bien  connue  du  mouvement  pendulaire  dans  les  deux  derniers  cas. 


Nous  avons  ainsi     — -—  =  N  —  mg  cos  x  -f-  imkR  cos^  —■ 

R  !2 


3.  La  réaction  N  du  cercle  s'obtient  en  calculant  la  composante  normale  de  la  (brce  accélératrice, 
mv-       „  .     .      mv- 

~R 
puis,  en  tenant  compte  de  la  formule  qui  donne  u-, 

.N  =  'im(g  —  Â:R)(cos  a  —  cos  a,) +m7  cos  a — mkWï  -f-cosa), 
ou  N  =  3ml g  —  A-R)  cos  »  —  2rn(g  —  AR)  cos  a^  —  mAU. 

La  quatrième  partie  n'est  qu'une  question  de  cours  ;  elle  se  confond  avec  l'étude  des  petites  oscilla- 
tions du  pendule. 

Il  est  bon  de  remarquer  enlin  que  l'éfiuation  qui  nous  a  donné  v-  et  -jy  s'établit  aussi  immédia- 
tement par  le  théorème  des  forces  vives. 

Bonnes  solutions  :  MM.  L.  Boissieb,  h  Valence  :  J.  l.'nEiiMnTt:. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  G.  Forcpy,  h  Roanne  ;  Amblaru,  à  Ruines  :  H.  .Unois,  il  Nantes. 
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1662.  —  On  con>idère  l'équation  du  quatrième  degré 

nœ*  -t-  ihx^  +  dcx-  ■+-  idx  -1-  /"  =  0, 
dont  les  racines  sont  a,  i,  ■;.  '5- 

1°  Former  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  valeurs  de     y  = 'o^' — •><- 

(«  +  p)(t  +  ^) 

et  niontrer  que  si  on  connaît  une  valeur  de  y,  on  peut  calculer  a,  ^,  -(,  o. 

2°  Trouver  la  condition  pour  que  les  quatre  racines  soient  harmoniques.  Résoudre  ré(iuatiiin  du  quatrième 
degré  dans  ce  cas. 

3»  Voir  ce  qui  arrive  quand  l'cquation  donnée  a  une  racine  double,  une  triple  ou  une  quadrupla. 

E.  H. 

1663.  —  On  considère  la  courbe  gauche  donnée  par  les  équations 

X  =  Xi,  11  —  X3  -f-  3).^  ;  =  ).=  -t-4),. 

1°  Former  la  relation  qui  existe  entre  les  X  des  points  d'intersection  avec  un  plan,  en  déduire  ro(|uation 
qui  donne  les  X  des  points  où  le  plan  osculatoiir  coupe  la  rourbe  en  quatre  points  confondus  et  di'-montrcr  que 
ces  points  sont  dans  un  même  plan. 

2"  Former  les  relations  qui  lient  les  X  des  points  qui  appartiennent  à  une  sécante  triple. 
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3°  Montrei'  que  les  points  de  contact  des  plans  oscillateurs  menés  k  la  courbe  par  un  point  M  de  cette 
courbe  et  qui  n'ont  pas  leur  point  de  contact  en  M  sont  surune  même  droite  P. 

4°  Trouver  ré(iuation  du  plan  MD  et  l'enveloppe  de  ce  plan  lorsque  M  décrit  la  luiirbe. 

Ch.  BiocHE. 

1664.  —  Un  cercle  situé  dans  le  plan  de  comparaison  a  pour  diamètre  la  droite  AB,  A  étant  situé  sur  le 
grand  axe  de  la  feuille,  à  12'^"  k  gauche  du  centre  de  la  feuille,  B  étant  au  centre  de  la  feuille.  Un  limaçon  de 
Pascal  est  la  conchoïde  de  ce  cercle  par  rapport  au  point  A  et  à  la  longueur  C"". 

I.e  limaçon  est  la  base  d'un  cône  dont  le  sommet  S  de  cote  e""  est  projeté  au  centre  du  cercle  précédent.  La 
partie  solide  du  cùne  correspond  dans  chaque  plan  de  niveau  à  la  région  comprise  entre  lare  du  limaçon  exté- 
rieur au  cercle  générateur  et  l'arc  du  limaçon  intérieur  a  ce  cercle.  Le  cercle  donné  est  la  base  d'un  cylindre 
dont  une  génératrice  est  S.A.  Beprésenter  le  cylindre  solide  limité  au  plan  de  comparaison  el  au  plan  de  niveau 
de  cote  12'-"'°,  el  échancré  par  le  cône  limité  aux  mêmes  plans.  On  figurera  les  lignes  de  niveau  des  cotes  3-6-0. 

(Agréiiation  de  mathématiques,  1907.  -  Epreuves  délinilives.) 
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1589.  -  On  considère  un  triangle  isocèle  ABC,  dont  l'un  des  côtés  égaux,  AB,  est  fixe  et  dont  l'autre, 
AG,  ptcoie  autour  du  point  A.  On  demande  le  lieu  'du  centre  du  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle.  Cons- 
truire ce  lieu  et  trouver  la  surface  de  la  houcle  et  aussi  celle  qui  est  comprise  entre  la  courbe  et  l'asymptote. 

Prenons  A  pour  pôle  el  AB  pour  axe  polaire.  Soient  .V,  B',  C  les  milieu.\  de  BC,  GA,  AB  ;  G"  le 
milieude  .\'B' ;  0'  le  centre  du  cercle  d'Euler  du  triangle  ABG,  cercle 
qui  est  circonscrit  au  triangle  A'B'C'  : 

AB  =  AC  =  a  ;     angle  GAB  =  20  ;     AO'  =  r. 
On  a  r  =  A.V  —  O'A'  =  a  cosO  —  O'A'. 

C'A'  a 


Mais 


()  A'  = 


cos  0        4  ces  0 
L'équation  polaire  du  lieu  est  donc 

(0  r  =  a  cos  0  ■ 


4  cos  0 


Getle  équation,  transformée  en  coordonnées  rectangulaires,  devient 
(2) 


/  3a  —  ix 
»      4a;  4-  n 


3(1 


C'est  une  ciii>i(|ue  du  genre  di'  la  stroplioido,  ayant  pour  sonnnel  le   point     ix  =  —y     g  —  Oj, 

pour  point  double  U'  point    A    oi'i  les  tangentes  au  point  double  sont  inclinées  de  C.O"  sur    AB,    cl  pour 

a 
asymptote  la  droite     .c  =  —  — -• 

dii  .     . 

On  aura  les  points  où  la  langenle  csl  parallèle  a  .Vli  en  ;iniiulaiit  -^  de  (->].  On  a  ainsi 


/  3a  —  4.r 


Hax 


--=.-  =  0, 


(4a;  -+-  nY\/ 


'  lia  —  4a; 
4a.'  +  n 
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ou  (3rt  —  4x)(4x  -+-  a)  —  Sax  =  0, 


a^i 


La  valeur    x 
les  coordonnées 


d'où  ICr^  — 3rt-  =  0, 

4 

convient  seule  et  donne  pour  les  points  d'ordonnée  maximum  de  la  boucle, 
3« 


^.       .v  =  ±^wa-. 


Aire  ih  la  r.nurhp.  —   D'après   (I),   les  coordonnées  d'un  point    du   lieu   sont,   en    fonction   de    0, 
./■  =  rcosO,     i/  =  ;sinO,     ou 


(3) 


X  =  al  cos- 0 

\  4. 


La  dérivée  de  l'aire  est 
dlj  dx 


ij  =  a  tge(cos-0 \ 


=  y 
Donc 


,        /       -,  '  \       «   .  "-  a- 

-  =  —  ((-  Iga    cos^O x2sm  OcosH  = sin-6'4cos-0  —  i^i  =  —  (sin-6  —  sin-20' 

I  °    ^  4  /  2  -J 

U  =  -^1    I  sm'iidl  —  I  sin^  20. (/ol  ; 

/*.,„„         0         sinO  cosO  /'  .  f) 

/  sm-Orffi  = ,  /  sm-20c/0  =  - 


sin  28  cos  2't 


Far  conséquent     U  =  -— (sin20  cos  iO  —  sin20)  = sinOcosOfl  —  cos26j, 

8  4 


(4) 


sin^e  cosO. 


On  aura  l'aire  de  la  boucle  en  prenant  le  double  de    U    entre  les  limites     0  =  0     et     0  =  60",     ce 

qui  donne  pour  l'aire  de  la  boucle 

:5nV3 


U, 


Ifi 


L'asymptote      x=  — -      correspond  à      0=-^.      On 

aura  donc  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'asymptote  en 

prenant  le  double  de  U  entre  les  limites    0  —  60"    et    0  =  — , 

'2 
ce  qui  donne 


U,  =  - 


:}aV:{ 


Donc,  au  signe  près,     U,  =  l ... 

Cette  propriété  est  caractéristique  de  la  courbe  (l)  qui  est 
une  Iriseclrke  de  Mac-Laurin. 

La  question  proposée  revient  à  la  suivante  qui  a  été  pro- 
posée dans  le  journal  Mathesis  (1893,  question  852,  p.  274, 
Deprez)  : 
La  Iriseclrke  de  Mac-Laurin  esl  le  lieu  géométrique  du  centre  des  cercles  d'Euler  des  triat)(/lrtt  formés 
par  un  rayon  fixe  d'un  cercle,  un  rayon  variable  et  la  corde  joignant  leurs  extrémités. 


Kemarolks.  —  On  peut  encore  observer  que  : 

1»  Le  lieu  du  centre  de  gravi/''  du  triangle  ABC  est  Ir  cercle     (  .r  —  —  ) 


■r  =  -S-- 


2°  Le  lieu  de  l'orthoccntre  du  triangle  ABC  esl  la  stroplioide  droite     y  =  x\ 


=  A/i- 


100  PHYSIQUE 

;!"  Le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  cl  du  centre  du  cercle  e.cinscril  dans  l'angle    A    du  triangle    ABC 
est  la  quartique  o;/'(2a;  —  a)  =  x^{x  —  a)^. 

4°  Le  lieu  des  centres  des  cercles  exinscrits  dans  les  angles  ]i  et  C  du  trianijle  AHC  est  le  cercle  de  centre 
A  et  de  rayon  AB. 

5°  Le  lieu  des  pieds  des  fiissectrices  du  triangle  ABC  issues  du  snm>net  B  est  la  sextique 
[(x-  -+-  y^){x  —  "ia)  -+-  a^xf  =  (x-  -t-  y'^)[{x  ~  af  —  y-]^ . 

E.-N.  BARISIKN. 

Bonnes  solutions  :  MM.  1>.  BniZAno  ;  L.  Simon,  institutfur-ailjoint  ;'i  Doiidevillf  ;  G.  roicnv  :  Daiimon  ;  Rkbouii.lat,  à  Langres  : 
M.  Bajma,  à  Nici'  ;  Aubertini,  à  Nice. 

MM.  Lamotts,  lycée  Janson  ;  MozzicoN'Aor.i,  à  Belley  ;  P.  VVaiii.,  lycùe  .lanson,  ont  troiivi''  et  construit  la  cuiirbe,  mais  se 
sont  trompés  dans  le  calcul  de  l'aire. 
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1585.  —  Un  microscope  de  longueur  e  =  200"""  est  formé  d'un  objectif  mince  de  diamètre  a  =  4""" 
et  de  distance  focale     o  =  8"'™,     et  d'un  oculaire  mince  de  dislance  focale    f  =  40°"". 

Un  myope,  dont  les  limites  de  vision  nette  sont  o  =  150"""  et  A  =  300"'"',  regarde  dans  l'instru- 
ment. Quelle  est  la  latitude  de  mise  au  point,  c'est-à-dire  le  déplacement  maximum  qu'on  peut  donner  à 
l'instrument  sans  cesser  de  voir  nettement  l'image  : 

1°  En  supposant  qu'un  point  Ji'est  vu  nettement  que  si  son  image  rétinienne  est  rigoureusement  un 
point  ; 

2"  En  admettant  qu'une  luche  lumineuse  peut  encore  passer  pour  un  point  si  son  diamètre  apparent  est 
inférieur  à  l'(0,0003)? 

Nous  supposerons  l'oeil  situé  au  poiat  oculaire.  Commençons  donc  par  déterminer  l'anneau  oculaire, 
c'est-à-dire  l'image  d'un  objet  de  4"""  de  diamètre,  placé  à  200mm  d'une  lentille  de  40°""  de  distance 
focale.  On  trouve  facilement  que  sa  distance  à  l'oculaire  est  de  5'J°""  et  son  diamètre  n'  de  l""". 

1°  Supposons  d'abord  une  mise  au  point  rigoureuse.  Sjit  a;  la  distance  d.'  l'objet  à  l'objectif  et  p 
la  distance  de  l'image  objective  à  l'oculaire.  Les  équations  de  mise  au  point  sont 

111  ,^111 

(»)     7^2ôîr=r77  =  ?        ''        ^^^     7-1"=^=-"  40- 

Faisons     o  =  150;     (2)     donne    /j,  =  28,o71     et     (1)     donne     .ri  =  8,391. 

Kaisons     ?  =  300  ;  —  ;),  =  31,483,  —  r,  ^  S, 406. 

La  latitude  de  mise  au  point  est  donc    -r.,  —  x,  =  0,015. 

2"  D'une  manière  générale,  le  faisceau  qui  forme  l'imago  V  d'un  point  quidconque  a  cette  image 
pour  sommet  et  s'appuie  sur  l'anneau  oculaire  0.  Le  plan  A  pour  lequel  l'ieil  est  accommodé  coupe 
ce  faisceau  suivant  une  section  de  diamètre  MN  dont  l'observateur  perçoit  la  perspective  sous  un  angle 
MN 
OA  ' 

Soient  A,  cl  A^  les  doux  plans  situés  respectivement  aux  dislances  o  cl  â  de  l'anneau  oculaire. 
Supposons  que  l'image  P  se  forme  en  avant  de  A,  en  un  point  A',  dont  nous  désignerons  par  8'  la  dislance 
au  point  0.   Le  faisceau  correspondant  rencontrera  le  plan  A,  suivant  une  section  M|N,  telle  que  l'on 

ait        '    '   =         ,    cl  si  I'omI  de  l'observateur  est  accomniodé  au  punctum  proximum,  il   verra  cette 

a'  o' 

M  Ni 
section  sous  l'angle    — I; En  supposant  cet  angle  égal  à  0,0003,  nous  exprimerons  (juc  l'imago  A,  est 

aussi  raiiprocliéc  que  le  comporte  une  vision  nette.  On  trouve  ainsi     3'  =  143, o. 


ECOLE  CENTRALE  (EXAMENS  ORAUX;  Vil 

Supposons  maintenant  que  l'image  P  se  forme  en  arrière  de  Ao.  en  un  point  Ai  dont  nous  dési- 
gnerons par  A'  la  distance  au  point  0.   Le  faisceau  correspondant  rencontrera  le  pian  A^  suivant  une 

section  M^Ni   telle   que   Ton   ail    ^~-^  = ; — >     et  si   l'œil  de  l'observateur  est  accommodé  au 

a  X 

M,N, 

puiictum  remolum,  il  verra  cette  section  sous  1  angle En  supposant  cet  angle  égal  à  0,0003,  nous 

exprimerons  que  l'image  A',  est  aus*i  éloignée  que  possible.  On  trouve  ainsi     A'  =  323. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  refaire  les  calculs  précédents  pour  ces  deux  distances. 

Pour    o' =  143,5,     on  trouve    //,=  28,015     et     r,  =  8,390. 

Pour    A'  =  32ï  p,  =  34,921  .r,  =  8.i07. 

La  nouvelle  latitude  de  mise  au  point  est     r-,  —  x\  =  0,017. 

La  différence  est  in^igniliante.  Elle  deviendrait  plus  grande  avec  un  anneau  oculaire  plus  petit. 
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OIESTIONS  POSÉES  AUX   EXAMENS  ORAUX 
Arithmétique  (M.  Combette.) 

3900.  —  Démontrer  I.i  formule    a'xa^  =  a'. 

3901.  -  Reste  de  la  division  de  (7  904)='-  par  9. 

3902.  —  Démontrer  que  le  p.  g.  c.  d.  des  nombres  A  et  B  est  de  la  forme 

A  =  aA  -  ?B, 
I  et  ^  étant  des  nombres  premiers  entre  eux. 

3903.  —  Démontrer  que  si  m  est  premier,  le  nombre 

itUm  —  l)  ...  (m  —  p-4- 1)    _ 

p:  ~    "' 

est  divisible  par  m. 

3904.  —  Former  les  diviseurs  du  nombre    N  =  2'x3-Xo. 

3905.  —  Nombre  des  diviseurs  de    N  =  2'  x3x  5'. 

3906.  —  Si  a  est  un  nombre  entier,  non  divisible  par  5,  a'  est  un  multiple  de  5.  plus  un. 

3907.  —On   donne  les   deux  fractions  irréductibles    — -    —  ;  démontrer  que   pour   ciue  la   fraction       "'"*""      soit 

0(1  n  r  1  lid 

irréductible,  il  faut  et  suffit  que  ft  et  d  soient  premiers  entre  eux. 

3908.  —  Y  a-t-il  un  nombre  décimal  exact  qui  soit  égal  à  -^  ? 

1  >' 

3909.  —  Condition  pour  que  l'on  puisse  mettre  une  fraction  irréductible  —  sous  la  forme  — — 

3910.  —  Rapport  de  deux  grandeurs  de  même  espèce. 

3911 .  —  Un  billet  est  à  l'échéance  de  3.5  jours.  Sa  valeur  nominale  est  de  420'''.  On  demande  d'en  calculer  l'escompte, 
le  taux  d'escompte  étant  de  3,5  0/0.  Escompte  rationnel  et  escompte  commercial. 

3912.  —  Calculer  /2  *  ttt  près. 

3913.  -  Calculer    -  x  0,352    »    f^W  Pr^s. 

3914.  —  Calculer  -v'2,  r.-,  -'  à  prés. 

100   ^ 

3915.  —  Calculer  à  l  millimètre  près  la  longueur  d'une  circonférence  dont  le  rayon  est  0™,45. 

3916.  —  Dans  un  cercle   de  rayon    R  =  3,17,    calculer  la  longueur  de  l'arc  de  21»  à  1  1000  près. 

_J_  près  ;  -^  rt  -^  près  •  ^  '^  ~  prés. 

3918.  —  Donner  une   limite   supérieure  de  l'erreur  relative   de   la   racine  carrée   d'un    nombre  incommensurable. 
Prendre  pour  exemple  ^-,  en  prenant  pour  valeur  approchée    -'  =  3,141. 
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3919.  —Calculer  à  ^^  près  y/l^,      \/F+7î:     "  75^  ?'«    v'2  — v/I-     /r+TÎ. 

3920.  —  La  surface  d'un  cercle  est  14'>"i,5.  Calculer  son  rayon  à  1  millimètre  près. 

3921.  —  Calculer  à  — i—  près    ^/S,  fs,  f^. 

1000    "^  V        V        ï 

Algèbre  (M.  Combette.) 

3922.  —Résoudre:  d«  au  moyen  des  déterminants  ;  2»  par  la   méthode  dps  coefficients   indéterminés   les   systèmes 
suivants 


3x  — 2i/  +  5:  =  l,         I        3x  — 2i/H-43  =  1, 
•4x  +  J/    —  3z  =  2,  Sx  +  3j/  —  2:  =  2, 


3x  —  iy-f-iz  =  \. 
5.T  +  3?/  —  33  =  4, 
2.r  -  3y  +  2s  =  5. 


7x  — y   +22  =  3:        I        9j;  +  !/-^2r  =  4; 

3923.  —  Résoudre  les  systèmes 

3j  —  !/   -I- 4:  =  0.  ix  —  'y-hiz^O, 

2x  +  5y  —  3z  =  0,  3x  —  2i/  —  53  =  0, 

5.r-t-  iy-hz    =  0  ;  0J7  —  9(/  —  I    =0. 

3924.  —  Former  un  polynôme     fix]  ^  ax--i-bx  +  c,    sachant  que 

fla)  =  A,  f(?.)  =  B,  /-(r)  =  C. 

3925.  —  Dans  le  polynôme  f,x.  y,  z)  homogène  et  du  second  degré,  on  fait  la  substitution 

.r  ^  aX  +  l'Y  -I-  a"Z, 
y  =  PX  -f-  ?'Y  -I-  ,3-Z, 

3  =  rx  -f-  r'Y  -+-  rz  : 

trouver  les  coefficients  du  nouveau  polynôme  sans  expliciter  la  fonction  f. 

3926.  —  Condition  pour  que  le  polynôme  ax-  -i-2bxy-^ey- -h2ilx  +  2e!/+  f  :  1°  soit  décomposable  en  un  produit  de 
facteurs  du  premier  degré:  2»  soit  un  carré  parfait. 

3927.  —  Etablir  la  formule  Cf„  =  C^„-i -h  Cir-t-  En  déduire  C'^„  =  Cf,,-^  +  2C^T-2 -^- '^nT--2,  puis  démontrer  cette 
formule  directement. 

3928.  —  Calculer  la  somme    S  =  100.101.102 -i-  99.  lûO.iOl  -H  •  .  -i-  1.2.3. 

3929.  —  Somme  des  n  premiers  nombres  entiers  ;  somme  des  carrés,  des  cubes  des  11  premiers  nombres  entiers. 

3930.  —  Trouver  le  coefficient  du  terme  en  a^b-c-  dans  le  développement  de  (a  -h  fe -1- c)"  ;  le  coefficient  du  terme 
en  a'é'c' dans  (a -\-b  +  e-hd -{-et' ;  le  coefficient  du  terme  en  a'b^c'  dans  (a  h- h -t- c)'- ;  le  coefficient  du  terme  en 
a'b'c'il'  dans    (a  -t- 1  -t-  c  -t-  d)'^.    Nombre  des  termes  du  développement. 

3931.  —  a  étant    >  1,    montrer  qu'on  peut  trouver  m  assez    grand  pour  que  a"  soit  aussi   grand   que  l'on  voudra. 

3932.  —  Démontrer  que  les  puissances  d'exposants  croissants  d'un  nombre    a  <  1     tendent  vers  0. 

3933    —  Limite  de     (in )  >  de  (In f--^r^-* r)       lorsque  î)i  augmente  indéfiniment. 

\         m  /  \         m        2m-        .J»i'  / 

3934.  —  La  quantité     V  -  +  ^^2  -'-  v'2  +  ...  -1-  v'2     a-telle  une  limite? 

3935    Montrer  que  si  les  quantité-i  u  et  v  tendent  respectivement  vers  a  et  b,  l'expression  u'   tendra  vers  a''. 

3936.  —  Que  peut-on  dire  d'une  série,  sachant  que  le  terme  général  u„  tend  vers  —i  lorsque  h  augmente  indéfi- 
niment? Même  question,  sachant  que  — ^^  tend  vers  —  ;  que  'V'iu  tend  vers  —  :  que  lii/n  tend  vers  —  : 
que  n'M,  tend  vers  5  ;  que  n'u„  tend  vers  10. 

3937.  —  Étudier  les  séries  :    u,  =: 


h'  -3  '         "  ~  n=  +  2  n'-+  1 

3938.  —  Comment  peut  on  calculer  L5  en  se  servant  des  tables  décimales? 

3939.  —  Quelles  sont  les  caractéristiques  des  logarithmes  des  nombres  45,125  ;  0,0217  ? 

3940.  —  Connaissant    log  a  =  2,.'U2I3,    calculer    logvâ=-  On  donne    log  fc  =  1,48621  ;    comment  calculer  le  quotient 

*"  ;    on  rencontre-t-on  un  calcul  de  ce  genre  ? 
logft 

3941.  —  On  verse  250'  à  la  fin  de  chaque  année  :  le  taux  de  l'intérêt  étant  de  3,5  «/o,  quelle  sera  la  somme  capitalisée 
au  bout  de  10  ans? 

3942.  —  Quelle  sera  l'annuité  à  payer  pour  une  somme  de  1  000'  remboursable  en  9  ans,  le  taux  de  l'intérêt  étant  3»,'o. 
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3943.  —  Dérivées  des  fonctions  y  ■—  x  '  :  y  —  ^x^  i/ =  logx  5  ;  (/  =  logra;  i/ —  :i  -  3  cos- .t'  :  // =  (cos'  4a;=)' : 
y  —  L{2  +  Ig^  X')  ;  y  =  L(3  —  cos' 5j;')  ;  y  =  la;^ arc  tg  Sx' ;  y  =  \0''  x  sin'  5j-  ;  ly  =  T'^'.arc  tg  5j;'  ; 
y  =  SiJ-'  X  arc  tg  Sx*  ;      y  =  S»"-'  X arc  sin  ix-  ;  y  =  Vi ces'  8.c"  ;  y  =  Vl  —  sin'  5x=  ;             y  =  v^ô  —  tg-  4.r  ; 

.  1-, arc  sin  Sx' 

y  =  VS  -  3  cos=  4x=  ;         y  =  ^3  H-  4  sin=  8x'  ;  y  =  V4  tg'  X-  —  7x'  ;  y  =  ^T  —  Z  cos>  8x-  ;          y  =    3/^  __^^^,  ^i  ' 

3944.  -  Dérivées  de         y  =  x' ;  (/  =  (5cos2xV.  y  =  (ax- —  cos',i;'|=";  y  =  (arc  ces x')'=  ; 

(/ =  (3cos4x'  +  iK;  y  =  (3cos4x  — 1)3^=;  y  =  (cos  Sx)*'' ;  y  =  (arc  tg  Sx-)''' ; 

y  =  (4  — sin',r=X';  i/ =  (7  -  cos' 4x'K' ;  y  =  (5x'  + 1)"»»'^»  ;  y  ==  (ces' 4x=)»g»8'' ; 

y  =  (arc  cos  x')s">'  '',  y  =  (5  arc  ces  SxY"''^^  U  =  ^"'^^  X  (3  —  ces'  x'). 

3945.  —  Dérivée  seconde  de    y  =  f{it,  v),    u  et  »  étant  des  fondions  de  x. 

3946.  —  Calculer    y'  =  -^  .     sachant  que    cos-'  (x  —  3y)  +  Sy^  =  L(7x). 

ox 

3947.  —  Primitives  des  fonctions  suivantes  : 

y'  =  sin'  .r  ;  y'  =  sin-  x.cos^  x  ;  y'  =  sin'  x.cos'  x;  y'  =  cos-  .r  ;  y'  =  cos'  x  ;  y'  =  tg  x  : 

y  =  tg'x;  y  =  tg'x;  y'^tg'x:  n' = -^  ■■         ^/'^^^  y'=lin^'' 

y  =  sin  /  3.r  +  ~)  sin  f  Sx  -+-  -^  j  ;       y'  =  sin  l  i.r  +  -^  j  sin  ^  2.f  —  y  j  :      ?/'  = 

y'  =  5x  X  8  ''  ;  y'  =  8-'=  X  15x  ;  (/'  =  4x-  X  lO"^'  ;  y'  =  ox=  X  T-''  ; 

_  3x'  +  2  1  ,  _         5x+l  ,  _        X  ,/==£lzii.       „■  _         ■^'  ~  ' 

^  -    x  +  3    '       ^   -  x-^  +  5x  -t-  0  ■      ^   ~  (x-2)(x  +  3)-       "         3x=-l'       -^         (.r-3)''       "         (x  +  3)=(a;  + 4|  ' 
_  X  + 1  ,  _      2x— 1  ,  _       4x  — 1  ,  _       2x+3  ,  _       3x  +  l  ^       2x-Hl       _ 

^''-iï^rrT'       ^'-x=-l-x-M'      '-'  ^  (x-l)=  +  l  '      ■''  ~  (x  +  l)»+2'       ^        (x-l)=  +  2'       ■'        (x-ip+3' 

_       5,r  + 1  ,  _      3x  +  2  ,  __     Sx  , 2x'  ,  ^         2x  -  1         . 

y   -  Ijc-iy^^r       "   ^(,i._Hl)=  +  4'        ^^.x'-r        ■''  -(a;+l)(x-+l|'       ^         (x-2)(x-  +  ir 
7x  ,  1-T       .         ,  _         X        .         ,  _        5x  ,  _        Sx       .         ,  _        Sx       . 

■'  "^  v'x'^  -  3  '        ^  ~  v^l  —  8x'  '        ■'    "  v/SF +1  '        ■'  ^  v/9  -I-  4x'  '       "     ""  y/Sx-  —  2  "        "  v/1  -I-  3x' 

^x  Sx=  3x  —  1  ,         1x  +  x' 

y'  ^  :  y  =  :  y  :=  -^r^^^  ;  y  =   ,- 

y/8x'  —  5  ■  v'4  —  3x«  \/lx'  -+-  3  v'Sx'  —  1 

3948.  —  Trouver  les  fonctions  y  qui  vérifient  les  équations  : 

10     y"  =  y,  2"     y"  —  ky  =  0,  3"     y"  —  9y  =  0. 

3949.  —  Variations  des  fonctions  suivantes  : 

x'  —  t  x'  —  1  x'  -I-  1  x=  -+-  1   .  _  3.x-  —  1 

3950.  —  Rendre  minimum  la  somme    x' +  y',    sachant  que    xhf  =  k. 

3951 .  —  Maximum  du  produit    Z  =  .r'y\    sachant  que    2x'  +  5y'  =  2. 

3952.  —  Maximum  du  produit    Z  =  .i'y',     sachant  que    2x= -4- 3y=  =  10. 

3953.  —  X  désignant  l'infiniment  petit  principal,  ordre  infinitésimal  et  partie  principale  des  infiniment  petits 
suivants  : 

X  —  sin  X,  X-  —  sin=  x,  j'  —  sin'  x,  .;-  —  sin  x-,  3.r=  —  sin  3.i-*,  a.c*  —  sin  3.r-  -l- sin  2x, 

l-cos3.r,  x'(l— cos3x),  .r'(l  —  cosx)  ^  cos  3x  —  S'?*-^,  cos  3.c -1- sin  3x  -  Si-''. 

sin-  .(• 

3954.  -   Démontrer  la  formule      ^^"^  ~  ^*''*    =-^^.     En  déduire  la  limite  de     — —^    l"^"'^   ^  te'"^  ^'''■*  "' 

o{a)  —  o(h)         o'(c)  (.(■  —  «)' 

0  étant  racine  d'ordre  a  de  f(x). 

3955.  —  Limites  des  expressions  suivantes  : 

x=  — tg3.r*  .X  sin=  ,r  —  tg' 5.r  dx' —  tg' x.sin  4x  x'  —  sin  o.r.tg-  3.r 

sin  4x-     '  sin2x'  '  tg6x.sin2x'       '  sin=4x.tg8x 

(1  _  tgx)toigr,  1 1  —  tg=  Sxj'o's^''-',  (H-sinUx)'-»'?'-'-  (1  —  2  sin  x')'2=»'s^-'. 

3956    —  Limite  de  h"    pour  h  infini. 

3957.  —  Limite  de     (  1  H j  ,    quand  m  tend  vers  0. 

3958.  —  Limite  de    (1  +  tgx)''"'?^    quand  x  tend  vers  -y 

3959.  —  Résoudre  les  équations 

x'  —  i  =  0,  [X  +  yi]''  =  t,  .r^-f-  i  =  0. 

3960.  —  Condition  pour  que  l'équation    ./'  +  ;)X-  -f-  çx  -(-  r  =  0    ait  une  racine  double. 

3961.  —  Conditions  pour  que  l'équation  /'(x)  =  x' +  px' +  çx -H  »•  =0  ait  une  racine  triple.  Démontrer  que  si 
^(x)  =  0    a  une  racine  triple,  le  polynôme  f{x)  est  divisible  par  la  dérivée  f'{x). 
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3962.  —  On  suppose  que  l'équrition  f\x\  =0  a  toutes  >es  racines  égales  ;  démontrer  que  f{x]  esl  divisible  par  sa 
dérivée.  Démontrer  la  réciproque. 

3963  —  Etant  donnée  l'équation  \iX^ -^  X,x- -h  AiX -^  X^  =  0  dont  les  racines  sont  i.  .ï,  -.•,  former  léqualion 
admettant  comme  racines     i+l,     ?-i-l,    V"*"'- 

3964.  —  Equations  aux  sommes  deu.v  à  deux  des  racines  de  l'équation    n.r'  -i-  fti=  +  c.r  +  rf  =  0 . 

3960.   —  Eliminer  .T  entre  les  équations    x^ -t-  px  +  q  =  0,    Sx-  ~i-  p  =  0. 

3966.  —  Eliminer  x  entre  les  équations    a;^  H-  pu-  ç  =  0,    3.r-  +p  —  y  =  a. 

3967.  —  Etant  donnée  l'équation  /■(j)  ^  jr"  +  px* -t-qj- +  r  =  0,  on  pose  y  =  f'{x)  ^  3x- -^  ip^r -^- q.  Former 
l'équation  qui  admet  pour  racines  les  valeurs  de  y  obtenues  en  substituant  à  .i-  les  racines  de  la  première  équation. 

3968.  —  L'équation  f{x)  =  0  ayant  toutes  ses  racines  réelles  et  distinctes,  démontrer  qu'il  en  est  de  même  de 
l'équation    f{x)  -h  'ifix)  —  0. 

3969.  —  Si  une  équation  f{x)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles,  l'équation  f'[x)  =  0  aura  aussi  toutes  ses  racines 
réelles.  Si    f{x)  ^  [x- —  i)",    l'équation    f"'{x}:=0    a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre    — 1    et   -4-1. 

3970.  —  On  considère  l'équation  (1=  —  4)"»  =  0.  Démontrer  que  l'équation  obtenue  en  dérivant  dix  fois  le  premier 
membre  par  rapport  ,i  a;  a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre    —  2    et   -h  i. 

3971.  —  f{x)  étant  un  polvnome  entier  de  degré  m,  si  l'on  a  : 

A")  >  0.  /"(«)  >  0-  r(a)  >  0,  .        ...,  /■-(«)  >  0, 

a  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation    f{x)  =  0. 

3972.  —  Etudier  les  équations 

a'  — 3x— 2  =  0,  x^  —  âx  +  i  =  0,  .t'— Su- 2  =  0,  *•' —  3x- —  J- -(- 1  =  0,  j;  •  —  8.1; -1- 3  =  0, 

x''  —  'x-hl  =  0,  iX'  —  2,/-  -f-  1  =  0,  j:^  —  x'  -I-  3  =  0. 

3973.  —  Etudier  l'équation  .c'-h.T— 3=  0.  Calculer  la  somme  des  carrés  des  racines,  la  somme  des  i|uatrièmes 
puissances. 

3974.  —  On  donne  l'équation  .(■  —  3j-  —  7  =  0;  appliquer  le  théorème  de  Descartes,  puis  le  théorème  des  lacunes. 
Calculer  l'unique  racine  positive  par  la  méthode  des  parties  proportionnelles. 

3975.  —  Résoudre  les  inégalités  suivantes  : 
3  —  2j;  X-  3x  x-  .c  —  1    ^    .1-  ^1  .r-  j-  1     ^  2.r  —  1 

>  r-  .,..  .  .   > 


.r  —  1  .r  -t-  1  2.r  -1-  1         .r  —  1 

.r  .<-+_2_ 


Trigonométrie   M.  Comiikiik.) 


:597(>.  —  Résoudre  l'équation    sin  /  4.r ^  I  =  cos  (  3  r  ■+-  -^ 

3977.  —  Calculer  sin  2a  en  fonction  de  tga. 


3978.  —Calculer    sin —     en  fonction  de  sin  a  ;    tg —     en  fonction  de  tg  n  ;    tg  —     en  l'onction  de  tga. 

3979.  —  Calculer  sin  3a  en  fonction  de  sin  2a  ;  cos  3a  en  fonction  de  cos  2n  ;    tg  3n  en   fonction  de  tg  2(i.  Nombre  de 
solutions. 

2a 

3980.  —  Calculer    cos connaissant  cos  a. 

3981 .  —  Calculer    sin  —     et    cos  —  ■ 

8  8 

3982.  —  Calculer  sin  15"  et  cos  15°. 

3983   —  Calculer  sin  90  et  cos  9o,  de  façon  à  obtenir  le  résultat  à     prés.    Calculer  sin  18''  et  cos  18°. 

lOOCO    "^ 

3984.  —  Rendre  calculables  par  logarithmes  les  expressions  suivantes 

sin  a -f- sin  6,  tga-4-tg(). 

3985.  —  Sachant  que    a  -4-  6  -4-  c  =  t,    en  déduire 

cos'  a  -+-  ces-  b  +  cos-  c  ->-  2  cos  a  cos  h  cos  c  =  t . 

3986.  —  Expression  trigonométrique  des  racines  d'une  équation  du  second  degré. 


3087. —  Késoudrc  l'équation    5  cos(  .r -f- —  ) -(- 4cos(  x —)  =  h. 


3988.  —  liésoudre  l'équation    a  cos  (x -t- a) -f- 6  cos  (x  ^-  P)  =  c. 

3989.  —  Etablir  les  formules    a  —  fc  cos  C  +  c  cos  B,  ...     Si  l'on  donne  A,  H,  i:,  ijui-  fournissent  ces  équations  pour 
n.  II,  c?  Y  a-t-il  lics  cas  où  elles  ne  fourniraient  pas  de  solutions? 


ÉCOLE  CENTRALE  (EXAMENS  ORAUX)  40o 

3990.  —  On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle    ABC.    Calculer   les  angles  de  ce  triangle.  Calcul    de   tg  -^  et  discus- 
sion. Si  a,  b,  c  ainsi  que  la  surface  S  sont  commensurables,  tg  ---  est  aussi  commensurable. 

3991.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  2p,  A  et  B. 

3992.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  '(,  .\,    6  rr  c  =  m. 

3993.  —  Distance  de  deux  points  inaccessibles. 

3994.  —  On  donne   deux  axes  Ox,   Oy   et  deux  points  A  et  B  sur  Oj/.    Maximum  de   Pangle  i  sous  lequel  on   voit  le 
segment  AB  d'un  point  M  Tariable  sur  Ox. 

3995.  —  a,  b,  c  désignant  les  faces.  A,  B,  C  les  dièdresd'uii  angle  trièdre,  démontrer  la  relation 

cos  a  =  cos  6  cos  c  -t-  sin  6  sin  c  cos  X. 
Déterminer  à  l'aidn,  de  cette  formule  la  distance  de  deux  points   sur  la   terre,  étant  données  leurs  latitudes  A,  h'  et  leurs 
longitudes  (,  /'.  Supposant  que  l'angle  trouvé  soit  de  52  grades,  quelle  est  la  distance  en  mètres. 

3996.  —  Résolution  algébrique  ettrigonométrique  de  l'équation  binôme  x^  —  1  =  0.  Si  a  désigne  une    racine,  i--  est 
aussi  racine.  Si  %  et  ,3  sont  racines,  le  quotient  -7-  est  aussi  racine. 

3997 .  —  Résoudre  les  inégalités 

3  sin-  X  —  2  sin  a;  -+- 1 


<  —. >       3  —  T  sin  X  <  /î  —  4  cos'  x. 


Géométrie  analytique  (.M.  Lebesgle.) 

3998.  —  Condition  pour  que  l'orthocentre  d  un  triangle  soit  confondu  avec  l'origine  des  coordonnées. 

3999.  —  Lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  à  deux  ou  plusieurs  points  fixes  est  constante.  Centre 
du  lieu. 

4000.  —  Lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  points  fixes  sont  dans  un  rapport  donné.  Centre  du  lieu. 

4001.  —  On  donne  deux  axes  quelconques  Ox,  Oij  et  une  droite  mobile  .\B  ;  lieu  du  point  .M  tel  que  ^-^  =  A-,  la 
droite  AB  restant  parallèle  à  elle-même,  ou  pivotant  autour  d'un  point  fixe  P. 

4002.  —  Puissance  du  point  de  coordonnées  1,  1  par  rapport  au  cercle  d'équation  x-  -^  y-  —  2r  -r-  3t/  —  3  =  U. 
4003. —  Lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux  cercles  donnés. 

4004.  —  Condition  pour  que  quatre  points  soient  sur  un  même  cercle.  Interprétation  géométrique  de  la  condition 
trouvée.  Cette  condition  étant  remplie,  comment  obtiendra-t-on  l'équation  de  la  circonférence  qui  contient  les  quatre  points? 

4005.  —  Construire  la  courbe  y  =  x  +   |  x  |   . 

4006.  —  Points  d'inflexion  de  la  courbe  y  ^  x^  — x^. 

4007.  —  Construire  la  courbe  ,;■'  =  y  ;  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  la  première  bissectrice. 

4008.  —  Trouver  les  centres  de  la  courbe  y  =  sin  x. 

4009.  —Sous-tangente  en  un  point  d'une  courbe.  Cas  de  la  parabole.  Courbes  pour  lesquelles  la  sous-tangente  est 
égale  au  double  de  l'abscisse  changée  de  signe. 

4010.—  Trouver  l'équation  d'une  courbe  sachant  que  la  longueur  interceptée  sur  la  normale  entret'axe  des  x  et  la  courbe 
est  constante. 

4011.  —  Construire  la  courbe    \x- -t- y-){x -+- y) — 5x-  -i-'y-  ^  0. 

4012.  —  Equation  de  la  circonférence  en  coordonnées  polaires.  Ecrire  que  la  circonférence  passe  par  un  point  donné. 
Que  devient  cette  circonférence  lorsque  le  centre  s'éloigne  à  l'infini  sur  une  droite  passant  par  le  pôle  ? 

4013    —  Trouver  l'équation  de  la  tangente  à  une  courbe  en  coordonnées  polaires.  En  déduire  l'expression  de  tg  V. 

4014.  —  Normales  menées  du  pôle  à  une  courbe  en  coordonnées  polaires. 

4015.  —  Equation  polaire  des  coniques  rapportées  à  un  foyer  et  à  l'axe  focal  correspondant.  Equation  focale  des 
coniques. 

2  1 

4016.  —  Construire  les  courbes    3=   cos  — u  ;    ^  = 

3  sin2u 

401 7 .  —  Construire  la  courbe    3x=  —  Ixy  -f-  5y-  —  x  -t-  3j/  =  0 . 

4018.  —On  considère  la  courbe  x' -I- 6x1/ —  3)/= +  2r  —  3// -h  1  =0;  (|uelli'  est  la  position  du  point  <■  =  —  t, 
y  =  2    par  rapport  à  cette  courbe  '? 

4010.  —  Position  du  point  x  =  2,  y  = 'i  par  rapport  a  la  conique  d'équation  x- —  2x1/  —  3y--h2y  —  1  =:  0  ; 
trouver  dans  quelle  partie  du  plan  par  rapport  aux  asymptotes  se  trouve  ce  point.  Equation  générale  des  coniques  ayant 
même  centre  et  mêmes  asymptotes  que  la  conique  ci-dessus. 

4020.  —  Que  représente  l'équation  x-  —  6xy  -+-  3y'-  -i-ôx  -1-  I  =  0  ?  Equation  de  l'ensemble  des  asymptotes.  Démon- 
frei-  (jue    f[x,  y)  h- À  =:  u    représente  l'ensemble  des  asymptotes  pour  une  valeur  convenablement  choisie  de  X. 


40G  ÉCOLE  CENTRALE  lEXAMENS  ORAUX. 

4021 .  —  Equation  de  l'ensemble  des  asymptotes  de  la  conique    x-  —  2if-h  xij  —  3x  +  y  ~  l  =0. 

4022.  —  Exprimer  qu'une  équation  du  second  degré  à  deux  Tariables  représente  une  droite  double. 

4023.  —  Equation  des  axes  de  la  conique  dx-  -i-  5xy  -h  iy-  -t-  Sx+ly  +  5  =  0. 

4024.  —  Réduction  de  l'équation    {x  -h  yf  -h  2x -h  Zy -^  i  =  0. 

4025 .  —  Même  question  pour    j=  —  6xy  -i-  9y-  —  Hx  -^  iy  -h  ^  =  0 . 

4020.  —  Réduire  l'équation  d'une  conique  à  la  forme  y-  ^  2px -+-  qx'.  Genre  de  la  conique  suivant  le  signe  de  q. 
Signification  géométrique  de  p. 

4027.  —  Que  représente  l'équation  trinôme  (/-=;  -2px -h  gx-.  Foyers  de  cette  courbe. 

4028.  —  Equation  générale  des  cordes  de  longueur  donnée  dans  la  courbe 

^  +  11-1=0. 
a-  b- 

4029.  —  Equation  générale  des  coniques  dont  on  donne  les  directions  asymptotiques.  Théorème  sur  les  portions  de 
tangente  à  une  hyperbole  comprises  entre  les  asymptotes  et  la  courbe. 

40;îO  —  Homothétie.  Etablir  les  formules  permettant  de  passer  d'un  point  d'une  figure  au  point  coirespondant  de  la 
figure  homothétique  ;  montrer,  en  partant  de  ces  formules,  que  si  on  fait  subir  à  la  transformée  une  translation,  la  courbe 
obtenue  est  homothétique  de  la  première. 

4031.  —  Que  représente  l'équation  3x'  +  iy-  —  1  =  0.  Equation  générale  :  1"  des  coniques  égales  :  2»  des  coniques 
semblables  à  la  proposée. 

4032.  —  Equation  générale  des  coniques  dont  les  asymptotes  font  un  angle  de  3°.  Calculer  l'excentricité  de  ces  coniques. 

4033.  —  Equation  générale  des  coniques  passant  par  quatre  points  Que  devient  cette  équation  quand  deux  des  points 
s'éloignent  indéfiniment  ? 

4034.  —  Que  peut-on  dire  des  coniques  passant  par  l'intersection  d'une  conique  /■  =  0  avec  une  circonférence    0  =  0? 


4035.  —  Equation  générale  des  circonférences  tangentes  en  deux  points  à  l'ellipse 


—  1  =  0. 


y 


4036.  —Exprimer   que  deux    coniques  sont  bitangentes.    Appliquer    aux  deux    coniques    —  +  -^-1  =  0     et 

{x-^)'-*-{y-  ?j'-R'  =  0. 

4037 .  —  Perpendiculaire  commune  aux  deux  droites 

x  =  a,  X  =  mz  -h  h, 

y  =  b.  Il  =  nz  +  k. 

4038.  —On  donne  une  droite  x  —  n:-^li,  y  =  bz-i-k.  Equations  générales  des  droites  coupant  la  droite 
donnée  et  l'axe  des  :  sous  le  même  angle. 

4039.  —  Puissance  d'un  point  par  rapport  à  une  sphère. 

4040.  —  Equation  générale  des  sphères  passant  par  les  trois  points  (1,  0,  0),  (0,  1,  U),  (0,  0,  1).  Cette  équation  est 
linéaire  par  rapport  a  un  paramètre  variable.  D'une  façon  générale,  que  représente  l'équation  S, +  ).S;  =  0,  S,  et  S- 
étant  les  premier:!  membres  des  équations  de  deux  sphères? 

4041.  —  Equation  d'une  sphère  coupant  les  trois  axes  sous  le  même  angle. 

4042.  —  Equation  générale  des  sphères  coupant  le  plan    3x-hy  —  2z  +1=0    sous  un  angle  de  30°. 

4043.  —  Equation  générale  des  sphères  tangentes  à  0:  et  à  la  droite  x  —  az-hh,    y  =  bz-i-k. 

4044.  —  Equations  générales  des  circonférences  rencontrant  les  trois  axes  de  coordonnées.  De  combien  de  para- 
mètres doivent  dépendre  ces  équations  .' 

4045.  —  Inversion.  Etablir  dans  l'espace  les  formules  permettant  de  passer  d'un  point  d'une  figure  au  point  corres- 
pondant de  la  figure  inverse. 

4040.  —  Plan  normal  à  une  courbe  gauche.  Quelle  relation  a-t-on  si  le  plan  normal  à  une  courbe  gauche  passe 
constamment  par  un  point  fixe.'  Qu'exprime  cette  relation'? 

4047.  —  Trouver  les  surfaces  dont  tous  les  plans  tangents  sont  parallèles  à  une  direction  donnée. 

4048.  —  Plans  tangents  communs  aux  deux  sphères 

x=  -^  ;/»  t-  :=  —  2x  -H  1  =  0,  x-  -t-  y^  -t-  :'  —  10;/  -+-  2  =  0. 

4049.  —  Équation  d'un  cylindre  parallèle  à  la  direction  x  =  y  =  z,  dont  la  directrice  dans  le  plan  des  xy  est  la 
conique     x'- -t  ly^  +  &x  =  0. 

4050.  —  Equation  du  cône  de  sommet  (0,0,1)  ayant  pour  base  la  circonférence  x'  +  y-  —  3x  -i-  y  —  2  =  0.  Trouver 
les  génératrices  de  ce  cône  à  une  distance  donnée  de  l'origine. 

4051 .  —  Que  représente  l'équation    — ^ —  =  L(l  —  x)  —  L(l  +  y)? 

4052.  —  Kqu.ition  générale  des  surfaces  de  révolution. 

4053.  —  On  donne  le  cercle  x'  -+-  y' —  2x -t-  21/  —  3  =  U  dans  le  plan  des  xy.  Equation  des  surfaces  engendrées  par 
ce  cercle  :  1"  en  tournant  autour  de  Ox  ;  2°  en  tournant  autour  de  (»;/.   Intersection  des  deux  surfaces. 

4054.  -  Equation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  parallèle  au  pian  des  xy.  rencontrant  0:  et  tangente  à  la 
sphère  X''  +  y'  -h  i'  —  <ix  -i-  T  —  0.  En  partant  de  l'équation  obtenue,  comment  verrait-on  que  l'on  a  alfaire  à  une  surface 
réglée?  [A  iuicre.) 
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CONCOURS  DE  1907  (Suite) 


ÉCOLE  DES  MINES  DE  SAlNT-ÉTIENNE 

Physique  et  Chimie. 

I.  —  On  prépare  du  chlore  par  l'action  de  l'acide  chlorhydriiiue  sur  du  bioxyde  de  manganèse  contenant 
comme  impuretés  du  carbonate  de  chaux  et  de  la  silice.  Pour  l'usage  auquel  il  est  desliné,  le  gaz  ainsi  préparé 
ne  doit  pas  contenir  plus  de  10  o/o  d'acide  carbonique  en  volume. 

On  demande  : 

lo  Combien  le  minerai  peut  au  maximum  contenir  de  cluuix  (comptée  en  CaO)  pour  cent  de  manganèse 
(compté  à  l'état  métallique). 

2°  La  densité  du  mélange  contenant  en  volume  90  "/o  de  chlore  et  10  "/„  d'acide  carbonique. 

Le  mélange  gazeux  est  conservé  à  l'abri  de  la  lumière.   Ca  =  40,  Mn  =  o5. 


IL  —1665.  On  gonfle  un  pneumatique  de  bicyclette  dont  la  capacité  est  de  l',5  quand  il  [est  gonflé. 
On  utilise  pour  cela  une  pompe  dont  le  piston  a  une  course  de  36i="i  et  une  section  de  2°"'-  et  dont 
l'espace  nuisible  est  négligeable.  L'air  est  sec,  la  température  de  27o  pendant  toute  la  durée  de  l'opération  et 
la  pression  atmosphérique  normale.  Après  avoir  gonflé  le  pneu  à  une  pression  P  par  un  nombre  entier  n  de 
coups  de  piston,  on  entend  le  clapet  de  la  valve  ne  se  lever  au  (n-t-1)'""'  coup,  que  lorsque  le  piston  a  déjà 
franchi  une  course  de  I3nii. 

On  demande  : 

i"  La  valeur  de  la  pression  P. 

2°  L'élévation  de  température  qui  augmenterait  cette  pression  de  -^atmosphère. 

20  bis  La  foi'ce  qu'il  faut  appliquer  au  piston  pour  l'enfoncer  à  fond  de  course  au  n'^"  coup. 

30  Le  nombre  entier  n  de  coups  de  piston  qu'il  a  fallu  pour  obtenir  la  pression  P,  en  supposant  qu'au 
début  de  l'opération  la  chambre  à  air,  presque  complètement  vide,  ne  contenait  qu'une  petite  quantité  d'air, 
inférieure  à  une  cylindrée  de  la  pompe.  On  demande  d'évaluei'  cette  quanlité  d'air. 

4°  Si  l'air  au  lieu  d'être  sec  était  humide,  faudrait-il  un  nombre  plus  grand  ou  plus  petit  de  coups  de  piston 
pour  gonfler  le  pneu  à  la  même  piession  1'? 

.^o  Donner  pour  le  40°  coup  de  pistou  la  courbe  des  pressions  à  l'intérieur  de  la  pompe.  On  portera  les 
pressions  en  ordonnées  et  les  différentes  positions  du  piston  eu  abscisses.  La  cliiunbre  à  air  est  supposée 
avoir  déjà  atteint  sa  capacité  de  l',5. 


Note.  —  Les 


sultats  ne  sont  demandés  (lu'à 


Matliéntatigues . 

1666.  —  le  On  considère  un  cercle  G,  deux  points  quelconques  de  l'espace  A  et  B,  un  point  Q  dans  le  plan 
du  cercle.  On  mène  un  plan  par  A  et  la  polaire  de  Q  par  rapport  au 
cercle. 

On  demande  le  lieu  de  l'intersection  de  ce  plan  et  de  la  droite  liQ  quand 
Q  varie,  A  et  B  restant  fix'  s. 

2°  Etudier  les  changements  de  forme  de  ce  lieu  ([uand  B  varie,  .\  restant  fixe. 
3°  Chercher  dans  quel  cas  ce  lieu  est  une  sphère. 
Axes  et  notations  obligatoires  : 
Le  plan  xOy  est  le  plan  du  ceixle  C  qui  a  son  centre  à  l'origine. 
Le  plan  zOx  passe  par  A. 
Coordonnées. 

Coordonnées  de  A  :  x„,  0,  zo  ; 
I!  :  .ri,  y,,  3,  ; 
Q    ■■     ^,     '?,    0. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


Epure  de  géométrie  descriptive. 

1667.  —  Ombre  iropbe  d'une  surface  de  révolltio.n. 

La  surface  est  engondrée  par  la  rotation  d'un  cercle  C,  C  de  44"""  de  rayon, 
de  centre  w,  w'  et  situé  dans  un  plan  de  bout  B'  incliné  de  45»  sur  le  plan 
horizontal. 

L'axe  de  révolution  osz'  est  vertical  ;  il  est  dans  le  plan  de  iront  et  à  BO""" 
à  droite  du  point  avant  A,  A'  du  cercle. 

On  demande  de  déterminer  le  contour  apparent  de  la  surface  et  la  ligne 
d'ombre  propre  (à  l'exclusion  des  ombres  portée  et  autoportée)  dans  l'hvpothèse 
de  l'éclairage  normal  à  4oo. 

Résultats  à  l'encre  de  Chine  avec  distinction  des  parties  vues  et  cachées. 
Reproduire  à  l'encre  (traits  continus  de  couleur)  les  constructions  pour  la  mise 
en  place  d'un  point  courant  du  contour  apparent  et  de  sa  tangente,  celle  d'un 
point  de  l'ombre  propre  (sans  tangente),  et  les  points  et  tangentes  remarquables. 

Calcul  triyotionié trique. 

On  donne  dans  un  triangle 

b  —  1  567"',3,  c  —  i  334'",2,  A  =  o':s',o984. 

Calculer  le  côté  a,  les  angles  R  et  C.  l'aire  du  liiangle  et  le  rayon  du  cercle 
exinsciit  tangent  au  côlé  b. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1668.  —  On  donne  y  =  aj:-{-b+^ca---\-'Zdx-i-f.  Trouver  une  relation  entre  y  et  ses  dérivées  succes- 
sives, qui  ne  contienne  pas  c,  d,  f.  Dire  ce  que  représente  y  par  rapport  à  cette  relation. 

W.   MÉRiGOT,  à  Paris. 

1669.  —  Un  considère  un  cercle 

a;^  +  !/-  —  2aj;  —  0, 
rapporté  k  un  diamètre  Ox  et  à  la  tangente  Oy  à  l'exlreniité  de  ce  diamètre,   et  im   point  .M  mobile  sur  ce 
cercle. 

1°  Soit  ù  l'angle  du  ravon  vecteur  O.M  avec   Ci  et     — ;—  = r-     la  vitesse  angulaire  de  ce  ravon 

vecteur  autour  du  point  0.  On  suppose  en  outre  qu'à  l'origine  des  temi)s  le  rayon  OM  coïncide  avec  Oy 
(0=  -ç-l-  Trouver  les  équations  du  mouvement  du  point  M,  la  vitesse  de  ce  point,  l'accélération  et  cons- 
Iruir'e  l'hodographe. 

2o  Soient  Mx'  l'axe  OM  prolongé  et  My*  l'axe  perpendiculaire  orienté  dans  le  sens    0-f-  — .    On  suppo.se 

un  plan  entraîné  avec  ces  deux  axes  dans  le  mouvement  précédent  et  on  demande  les  équations  du  mouve- 
ment d'un  jioint  de  ce  plan.  Trouver  le  point  qui  a  une  \ilesse  nulle,  son  lieu  dans  le  plan  moliile  et  aussi  dans 
le  plan  fixe. 

3»  Trouver  le  lieu  des  poinls  du  plan  mobile  qui  ont  une  vitesse  égale  à  celle  du  jiuint  .M. 

Ce  lieu  est  un  cercle  dont  on  demande  l'équation  dans  le  plan  mobile.  On  demande  aussi  le  lieu  dans  le 
plan  fixe  du  point  de  ce  cercle  qui  est  le  plus  rapproché  du  point  U. 


B*(i-LK-noc.  —  mr.  coMTE-jACQurr. 


h-  J{édacleur-Gér„ul  :  II.  VUIBEHT. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


SUR  LÀ  THÉORIE  DES  ENVELOPPES 

par  M,  J.  Lebel,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Montpellier. 


On  définit  ordinairement  les  enveloppes  au  point  de  vue  ponctuel  par  rintermédiaire  des  positions 
limites  des  points  de  rencontre  de  deux  lignes  infiniment  voisines.  Cependant  il  est  au  moins  aussi 
naturel  de  prendre  pour  base  la  notion  de  contact.  Non  seulement  on  arrive  facilement  ainsi  à  trouver 
les  enveloppes,  mais  je  me  propose  de  montrer  qu'en  dirigeant  convenablement  les  opérations,  on 
peut  expliquer  d'une  façon  plus  satisfaisante  certaines  singularités. 

Étant  donnée  une  famille  de  courbes  (C)  dépendant  d'un  paramètre  l,  je  vais  démontrer  directe- 
ment qu'elles  sont  en  général  tangentes  à  une  certaine  ligne  fixe  (E)  que  j'appellerai  leur  enveloppe. 

Imaginons  d'abord  que  l'on  ait  exprimé  les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  (C)  en  fonction 
d'une  variable  t.  Nous  aurons  des  équations  de  la  forme 

(1)     x^f{t,l),  [-2)    y  =  9{t,i). 

Marquons  sur  celle  ligne  (C)  un  point  M  dont  le  paramètre  t  sera  une  certaine  fonction  de  X.  Nous 
allons  cbercher  à  la  déterminer  de  manière  que  la  courbe  (E)  engendrée  par  M  soit  toujours  tangente 
en  ce  point  à  la  ligne  (G)  correspondante. 

Gomme  t  et  /  varient  en  même  temps  le  long  de  la  courbe  (E),  on  aura  pour  cello-ci  : 

d,.^Kdt-^^dl,  dy^^dt-^^dl, 

ôt  ôK  ^         dt  dl 

tandis  que  pour  la  courbe  (C)  l  étant  constant,  il  faudra  faire     dl  —  0.     Les  paramètres  directeurs  des 
tangentes  aux  deux  courbes  seront  donc  respectivement  proportionnels  à 


ôf    dt         df 

dl    dl     '    dl  ' 

ôg     dl         dg                               df 
~dr  dl  "^  dl             ^^              dt  ' 

àg 

dl 

le  contact 

àf/àg 
ôt  \  ôl 

dt         dg\        dg^àf    dtdl\_ 
dl        dl  1       ôt  \  dt    dl  ^  dl  J 

df    dg         dg     df   _  ^ 
ôl     ôl        dl     dl 

ou  simplement 

(3j 

L'élimination  de   /  et  /  entre  (1),  (2)  et  (3)  donne  l'équation  de  l'enveloppe  (E). 
Imaginons  maintenant  que  le  paramètre    (    ?oil  l'abscisse  d'un  point  de  la  courbe  (C).  Les  trois 
équations  deviennent 

(!')    x  =  t,  (2')     y  =  g{x/i),  (3')    ^=0. 
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On  obtient  l'équation  de  l'enveloppe  en  éliminant  À  entre 

ônix,  l) 
y  =  3(x,  X),  -^^^  =  0. 

Supposons  eiilin  que  les  courbes  (C)  soient  déûnies  par  l'équation  générale 

(4)  F(^->  î/.  '■)  =  'J- 

On  reviendrait  au  cas  précédent  en  larésolvant  par  rapport  à  y.   Mais  si  l'on  considère  celte  équa- 
tion comme  détinissant  y  en  fonction  de  x  et  de  ).,  on  aura 

dV_  dF^ 

_  d.-^—  dy^  —  dl  =  0,  du=-^d.v-^dl. 

Comme  celle  diirérenlielle  totale  est  égale  a     —  dx  +  -ji-  rfA,     on  aura 


ô¥ 

dl 

ô'i. 

Ou 

Donc,  <•»  général,  l'équation      --f  =  0     équivaudra  a     — =  U, 

et  l'équation  de  l'enveloppe  résultera  de  l'élimination  de  À  entre  les  équations 

OFix,  y,  \) 

nx,y,i)  =  o,  ^ ^;/'    :=  0. 

On  en  déduit,  comme  théorème,  que  le  point  de  contact  de  chaque  courbe  (C)  avec  l'enveloppe  est  la 
position  limite  de  son  intersection  avec  une  courbe  voisine  de  la  famille. 

Mais  il  faut  remarquer  que  ~-  peut  aussi  s'annuler  en  un  point  de  (C)  où  la  dérivée  y-  aurait  une 

valeur  infinie.  C'est  ici  le  lieu  de  rappeler  le  paradoxe  classique  qui  met  en  défaut  la  théorie  ordinaire 
lorsque  l'équation  générale  des  courbes  (C)  est  résolue  par  rapport  au  paramètre  X.  Ici  aucune  objection 
ne  subsiste,  car  si  l'éciuation  générale  est  de  la  forme     F(.r,  y)  —  )■  =0,     l'équation  (5)  devient 

)i  1  1 

—L  —  — _  et  l'enveloppe  est  encore  définie  par  -y—  =  0. 

Considérons,  par  exemple,  les  cercles  de  rayon  a  dont  le  centre  décrit  or.  Ils  ont  pour  équation 
générale  

(a;  —  /.)■■'  +  y-  —  «-  =  0  ou  ,c  ±  va-  —  y'  —  1  —  Q. 

ÔV f/__ 

Alors  -ô^--^^i^—C/ 

et  l'équation  y'  — a'-  =  0  définit  l'enveloppe,  sans  qu'il  soit  nécessaire,  comme  on  a  l'habitude  de 
faire  pour  ce  problème  connu,  d'associer  avec  précaution  des  demi-cercles  pour  revenir  directement  à  la 
recherche  des  intersections. 

A  titre  d'indication,  montrons  que  la  même  im'lliode  pourrait  être  suivie  dans  l'espace.  Soient 

X  =  l\u,  i),  ).),  !/  =  y[u,  y,  X),  :  =  h\U,  r,  l) 

les  équations  (jui  définissent  une  famille  de  surfaces  (S)    dépendant   du    paramètre  X.   En    un  point 
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M(w,  V)  de  l'une  d'elle?,  les  cosinus  directeur?  j,  i,  ;  de  la  normale  sont  proportionnels  à 


'>.'/ 

i)z 

ôz 

iJ.r 

àx 

<)'J 

,)u 

au 

àll 

du 

Ou 

Ou 

O'I 

àz 

' 

ôz 

<h- 

0, 

0,1 

ûv 

ôv 

âv 

Ov 

Oo 

Oo 

Marquons  un  point  M  sur  une  surface  (S),  et  faisons  varier   u  et  i'   en  même  temps  que  À.  .Nous 
aurons 

.  <if    ,  àf  Of 

ax  =  — —  au  H — 7!-  dv  -^ — r^  aA, 
Ou  Ov  a/. 


Si  nous  voulons  que  M  décrive  une  surface  tangente  à  (Sj,  nous  devrons  avoir  pour  tout  déplace- 
ment infiniment  petit  adx -h  pdy  ~h -{dz  =  fl. 

Of      0<j       Oh 


dx  dy  dz 

dx  Oij  Oz 

Ou  Ou  Ou 

Ox  Oij  Oz 

Ov  Ov  Ov 


0, 


condition  qui  se  réduit  k 


01  01  t)/ 

Of  Orj  Oh 

Ou  Ou  Ou 

d£  Ofi_  Oh_ 

Oo  Oc  Ov 


Prenons  en  particulier  comme  paramètres  u,  v,  les  coordonnées  rectilignes  .r,  y.  1!  vient 

Oh 


0 

0 

dl 

1 

0 

Oh 

0 

1 

Oh 

=  0 


0/~ 


On  voit  encore,  comme  précédemment,  que  si  l'équation  de  lasuiface  variable    S)  est  donnée  sous 
la  forme     Fix,  y,  z,  /)  =  0,     tout  le  long  de  son  intersection  avec  la  surface     — —  '  i!'  "' —  =  0. 

elle  se  raccorde  avec  une  surface  lixe  dont  on  obtient  l'équntion  en  éliminant  À.   On  observe  la  même 
singularité  que  pour  les  courbes. 

Enlîn  notons  que  les  équations  dont  on  s'est  servi  donnent  tous  les  résultats  qui  concernent  les 
points  sinyuliers  des  courbes  et  des  surfaces  variables. 
Exercice  proposé  :  Trouver  l'enveloppe  de  la  courbe 

V?  H-  2XQ  dz  va-  —  y-  =  0, 
P  et  Q  étant  des  fonctions  données  de  x  et  de  y.   On  pourra  faire  une  application  simple  en  prenant 
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par  .M.   G.  Cotty,  élèTe  de  l'Kcole  normale  supérieure. 


M.  Valensi  a  exposé  dans  la  Revue  de  Mathémaliques  spéciales  d'avril  1907  une  transformation  telle 
que  connaissant  le  moyen  de  construire  la  tangente  à  une  courbe,  on  soit  en  mesure  de  construire  la 
tangente  à   la  courbe  transformée.  Je  me  propose  d'exposer  une  transformation  ponctuelle,  qui  n'est 
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autre  que  le  produit  de  deux  transformations  analogues  à  la  précédente  et  qui  offre,  comme  celle-ci,  des 
propriétés  remarquables  relativement  à  la  sous-tangente  d'une  courbe  et  à  colle  de  sa  transformée. 

i"  Définition  de  la  Iransformation.  —  Au  point  (a;,  y)  d'un  plan  dans  lequel  sont  tracés  deux  axes 
quelconques  xoy,  nous  faisons  correspondre  le  point  (X,  Y)  tel  que  l'on  ait 


X  =— , 


a  et  b  étant  deux  longueurs  quelconques. 


De  ces  deux  relations  résulte 


Y  =  —, 

a-  y 

A  la  courbe  (y),     f{x,  y)  =  0,     correspond  la  courbe  transformée  (r)  ayant  pour  équation 

Quelles  que  soient  les  longueurs  a  et  b,  on  a  toujours     Xx  =  (^^  Y(/  =  b-  ; 

d'oiJ,  en  différentiant,  Xdv  -+-  xdX  =  0,  Ydy  +  yd\  =  0. 

-L  .'/  _  t   y 

X     dy         X    dY 

"rf^  rfX" 

1       y 

ce  qui  exprime  que  la  quanlile j—    est  uu  invariant  de  toutes  les  transfonii.itions  considérées,  a  et 

X     dy_ 

dx 
b  étant  quelconques. 

Interprétons  géométriquement  ce  résultat  d'analyse. 

On  sait  que     —  -r—     est  l'expression  analytique  de  la  sous-tangente  à  la  courbe  {•;)  au  point  (ar,  y). 

Le  théorème  suivant  e.st  donc  établi  : 


Théorème.  —  Ae  rapport  de  la  sous-tangente  en  un  point  m  d'une  courbe  à  l'abscisse  de  ce  point  et 
le  rapport  analriijW]  pour  la  courbe  transformée  au  point  M,   transformé  de  m,  sont  égaux. 

Conséquences  :  l.  — Si  on  connaît  la  variation  du  rapport  de  l'abscisse  à  la  sous-tangente  pour  une 

courbe,  on  connaît  aussi  la  variation  de  ce 
^f  il  rapport  pour  la  courbe  transformée. 

H.  —  Si  on  sait  construire  la  tangente  en  un 
point  d'une  courbe,  on  sait  aussi  construire 
la  tangente  au  point  de  la  courbe  transformée. 


Fig.  1. 


rig.  2. 


En  effet,  soit  »i(.r,  y]  et  M(X,  Y)  son  transformé.  Connaissant  m  on  sait  construire  M.   Soit  ml   la 
liingente  à   i-,)  en  m  ;  clieiclmns  à  coiistruiie  la  langriite  MT  à  (l'i  en  ^L 
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Nous  avons,  si 


op  =  X, 


oP  =  X, 


/)(    _    PT 
op  oP 

d'où  la  construclioii  de  PT  par  une  quatrième  proportionnelle,  au  moyen  de  IvT  parallèle  h  ml. 

Ai'PLiCATio.NS. — I.  —  (y)  est  la  droite     nx  +  vy  —  l=0.     (r)  est  l'hyperbole     xy  —  ua-!/  —  vh-x=0, 
ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

Si  nous  reprenons  les  notations  de  la  ligure  précédente,  nous  voyons  que     —  —  ■ 

oF         op 

Or,  ot  est  constant  et  égal  à   —  :   d'autre  part,     ou  =  — ■ — 
*"  n  '  '  oP 


Donc, 


oP"  =  (i-u.oT . 


qT    _    oP 
oP  a-u 

Nous  retrouvons  ainsi  une  propriété  caractéristique  de  l'hyperbole,  qui  est  connue. 

U.  —  Donnons  un  exemple  de  construction  graphique  d'une  courbe  par  points  et  tangentes. 

Considérons  l'ellipse    -r  -h-— 1=0,     les  axes  étant  supposés  rectangulaires. 

Sa  courbe  transformée  est  la  Kreuzcurve,  qu'on  rencontre  fréquemment,    — ^  H 1=0. 

^         y' 
Pour  l'ellipse,  on  sait  que  (fig.  li) 

opxol  =  a-  et  de  même  oqxos  =  b-, 

d'oîi  la  construction  de  la  Kreuzcurve  considérée,  en  menant  les  parallèles  aux  axes  par  les  points  d'in- 
tersection d'une  tangente  variable  à  une 
ellipse  avec  les  axes. 

Le  procédé  donné  pour  la  construction 
générale  de  la  tangente  convient. 

Nous  construisons  ainsi  la  courbe  par 
points  et  tangentes  et  obtenons  la  courbe  de 
la  ligure  3. 

On  construirait  de  même  la  courbe 

a-         b^ 
— r  —  1  =  0 

'-      y- 

en  partant  de  l'hyperbole 

X-       y- 


h- 


—  1  =  0. 


Fig.  3. 


On  pourrait  ainsi    multiplier  les  exem- 
ples. 

Citons  seulement  le  cas  des  courbes 
X"'  —  k"'-hj  =  0. 

On  sait  que  pour  une  telle  courbe  le  rapport  de  la  sous-tangente  à  l'abscisse  est  le  même  pour  tous 
les  points  de  la  courbe  et  que  celle  propriété  est  caractéristique  de  ces  courbes.  En  effet,  dans  ce  cas,  la 
transformation  considérée  transforme  la  courbe  en  une  couri)c  homothétique  par  rapport  à  l'origine, 

-"■-^?/  =  o. 

Terminons  en  faisant  remarquer  que  cette  transforiiialion  ofl're  des  analogies  apparentes  :  1°  avec 
l'inversion,  le  produit  des  deux  aires  omp  et  oMP  étant  d'ailleurs  constant;  'i°  avec  l'homothétie,  le 
produit  de  doux  transformations  considérées  n'étant  autre,  du  reste,  qu'une  honiothétie. 
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Mathématiques  générales. 

1576.  —  Trouver  l'aire  engendrée  par  un  arc  de  la  chaînette      i/  =  ^[e~  -h  e~~  )      en  tournant: 
1°  autour  de  fa.re  des  .c  ;  2°  autour  de  l'axe  des  rj  . 

Soient  .r,  el  x..     (x,  <  j-.)     les  abscisses  supposées  positives  des  extrémités  de  l'arc  considéré. 
(°  L'aire  engendrée  par  cet  arc  tournant  autour  de  Oc  est  égale  à  l'intéjfrale  déliaie 

A  =  2-  /    %jds. 

On  peul  écrire     ?/  =  rz  cli  — i     du  =  sh — dx,     puis 
a         ■  a 

ds-  =  dx-  ^-dy-  =  {  1  -t-sh-  —  )dc'-  =  ch- —  dx-, 

\  a  /  a 

et  comme  .s  varie  dans  le  même  sens  que  x,     ds  =  ch  —  dx. 

a 

Nous  eu  déduisons  A  =  2-a  /    "ch-  —dx. 

J-T,  a 

X  1  /  2x  \ 

Pour  calculer  l'intégrale  indélinie,  nous  remplacerons    ch- —    par     — (  1 -t- ch — •);      nous  avons 

rt  2  \  ffl    / 

/  ch-  —  dx  =  —  /  /  I  -^ch  ^^  ]dx  =  —  (  .r-h  —  sh  —  )' 
,  '  a  "2  J    \  a   J  2  \  2  a    ' 

[a  /       '>r>  ^x,  \1 

X.  —  .r,  -H  -^  (  sh —  fh  ^-^  )     ■ 

2°  1,'aire  engendrée  par  le  même  arc  tournant  autour  de  0//  est  donnée  par  la  formule 

A,  =  2-  /    'xds  =  2-  /    '.rch  —  dx . 

Jx,  Jx,  a 

En  inti'grant  par  parties,  on  a 

/"      1    ^  j  ,    ^         /*      ,    -^    ,  1    a:         „    ,    X 

I  rcli  —  ar  =  T.rt  sh /  a  sh  —  dx  =  axsh a-ch  —■> 

J  a  a       .'  a  a  a 

cl  \,=  27:alx.,  sh  ^  -  ,r,  sh  ~- a  (ch  ^  -  ch  --]  1  • 

|_  a  a  \        "  rt  /'  J 

Louis  SIRE,  lycée  de  Nancy. 

Bonnes  solutions  par  MM    A.  Darmon,  ('■tmliant  h  Paris  ;  .1.  L'iiKnMirrR  ;  It.  Manen,  à  Albi  :  (1.  Foocnv,  iv  Roanne  ;  M.  Lamotte, 
lycée  Jnnson. 


1577.  —  Sur  la  conique  ?/  =  A  c' +  2Rx)/ -|- Gi/^,  on  preni  deux  points  N  el  N',  in/lnimenl 
voisins  de  l'origine  et  ayant  des  abscisses  égales  et  désignes  contraires.  Montrer  que  la  di/fcrence  entre  l'arc 
NN'  et  sa  projection  conique  sur  l'axe  des  x,  le  centre  projectif  ayant  pour  coordonnées  x  =  0  et 
y  =  ."{R,     R  rayon  du  cercle  nsculalear  au  point  0,  est  un  infiniment  pelit  du  ciniiuicnie  ordre. 

Désignons  par  .VI  et  M'  les  projections  coniques  des  points  N  et  N'  sur  Ox.  Nous  prendrons  pour 
infiniment  petit  principal  l'abscisse  x  (supposée  positive)  du  point  N,  et  nous  développerons  par 
rapport  aux  puissances  ascendantes  de  x  l'arc  NN'  et  la  longueur  MM'  ;  il  nous  sullira  alors  de  vérifier 
que  ces  deux  développements  sont  identiques  jusqu'aux  termes  en  .v  exclusivenieul. 
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L'équation  de  la  conique  s'écrit 

(1)  Ci/--l-(2Ba'— 1)?/-hAj- =  0: 

résolvons-la  par  rapport  à  '/,  et  prenons  seulement  la  délermination  qui  s'annule  pour    .r  =  0  ;     nous 

obtenons  

1  —  -iBr  -  /(  !  —  'îèxf  —  4ACx2 

y^ 2c — ' 


=  -A^M— 2Bi— [1  -4Bx-i-4fB^  — AC)z2]2"  I 


On  peut  développer  [1  —  4Br  -h  4i^B^  —  AC).r-^  -  par  la  formule  du  binôme,  et  ce  développement 
sera  valable  pour  des  valeurs  de  .r  suffisamment  petites.  Mais  pour  obtenir  rapidement  ce  développe- 
ment, nous  constaterons  d'abord  qu'il  commence  par  un  terme  en  x-,  et  nous  écrirons  avec  des  coeflî- 
cients  indéterminés 

y  =  IX-  -^  S.r'  -+-  -j'i'  +  •  •  -, 
puis  nous  remplacerons  ij  par  celle  valeur  dans  l'équation  (l). 
Nous  avons 

C[^x'^-\-  pa^-l-vx^H-  ■■■Y  +  {'mx-  l)(M2H-3a'4-va'H ) -t- Ax-'  =  0, 

ou,  en  divisant  par  x^, 

Ca-2(a-l-  px-!-Yx2-i----)-;-i-(2Ba;  —  l)(,i -h  «a--i_  vx^ -)- ■••) -t-  A  =  0. 
Écrivons  que  dans  le  premier  membre  le  terme  indépendant  de  x,   les  coedicienls  de    r  et  de   x^ 
sont  nuls,  nous  avons 

_3(+A  =  0,  :2Ba-3  =  0,  C»-  +  2Bi  — Y  =  0; 

nous  en  tirons  «  =  A,  3  =  2AB,  y  =  A(AC-i-4B-), 

et  par  suite  y  =  Ax- -h2ABa:' +A(AC  -t-  4B'^)x*  h . 

r+'    

Mais  on  a  arc  NN'  =  /        /!  +  y'^dx. 

Or  y'  =  2Ax-t-6ABx2-(-4A{AC-f-4B^)x' -(-•-•, 

(l+^'^j^  =  ri-+-[2Ax-H6ABx2-|-4A(AC-i-4B^)x^4---]-l^, 

ou.  en  développant  par  la  formule  du  binôme, 

j  1 

(l^_y'2)2   _  l_^-_  r-2Ax-+6ABx-2-^4A(AC  +  4B-)x'-i---]2 

[2Ax  -t-6ABx-  +  4A(AC  4-  4B2)x^  -+-■••]' 


à! 
et,  en  nous  arrêtant  au  terme  en  x', 

(i  ^  y"-)  ''-   =  {-^  2A^x=  -H  12A2Bx'  -  SA^A^  —  4AC  —  25B-)x'  - 


On  en  déduit 


/ 


(1  -H  y'^y  rf c  =  X  + 1-  A-x'  -H  3A-^Bx'  -  -^  (A^  —  4AC  —  2oB^)x^  -i- 


et 


4  4A- 

(2)  arc  NN'  =  2 r  -i-  —  A-x^ (A-  —  4AC  —  25B2)x5  +  ■  •■ . 

i  5 

L'ordonnée   du   centre   de  courbure  au  point  0  est  la  limite  de    - —    quand  le  point  (.r,  y)   se 

ty 

rapproche  de  l'origine.  Du  développement  de  y  on  tire 

y  x^  1 

lim.  ^  —  A  ;  on  a  donc  lim.  —  =  — -  • 

X-  ty         2A 
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L'ordonnée  du  centre  de  courbure  est  donc    -^\    par  suite  l'ordonnée  du  centre  de  projection  S 


3 

est    — r'    et  l'équation  de  la  droite  SN  est 
2A 


Y- A  _J_ 

-IK  ^       2A 


X 

faisons     Y  =  0,     nous  avons  l'abscisse  du  point  M, 


X 


2Av 


H'-^r 


[2A 


2Ai/        4A-.7- 


ou,  en  remplaçant  ;/  par  son  développement, 

OM=x^-^^'--^a■'+-g-(iA^+3AC+12B^)a;=^-, 

et  par  suite 

(3)  Âm  =  2x -h  i^  x^  +  -^  (2A^  -H  3AC  +  12B^)a;^  -*-■•• 

Si  l'on  compare  les  développements  (2)  et  (3),  on  voit  que  la  différence     arcNN'  — M'.M     est  un 

infiniment  petit  du  cinquième  ordre. 

Charles  BAKKAULT,  lycée  dOrléans. 


1578. Un  povil  pesant  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  placide  dans  un  plan  vertical.  Déter- 
miner cette  courbe  de  telle  sorte  que  la  composante  verticale  de  la  vitesse  du  point  mobile  soit  constante. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  x  une  horizontale  et  pour  axe  des  y  une  verticale  dirigée  vers  le 
haut. 

Le  théorème  des  forces  vives  nous  donne 

^'-C-2gy,  ou  !^-^^=C-2gy, 

dy-  r  dx-        ,  1  _  p      Q 
ou  encore  "rf^    rf^  ^  M  ~  ^  ~  -^■'• 


Mais   par  hvpothèse,    —  a  une  valeur  constante  n  ;  donc  cette  relation  devient 
'         •  ^  dt 

dx'         C  —  a^  —  2gy         „        231/  C  —  a- 

ou  =  =^^  =  C, ^-^^  en  posaiil  L-,  =  ; — 

dy^  rt*  a'  fl" 

\_ 
,            231/ \"-" 
ou  encore  rf.r  =  ±  (  C, ' - 1    dy. 

s 

a-  /          -gi/  \  ' 
On  en  tire  immédiatement  ar  4- C.  =  ±  — -f  C, jf- j     » 

oa,  en  élevant  au  carré,  (.r  +  C.;-  =  77-71  G, j—  )  • 
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Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point    x  =  —  Co,      y  =  -z—^  f     l'équation  devient 

9a-.r-  +  8g'iy'  =  0. 
Elle  représente  une  courbe  du  troi-ième  degré  qui  a  un  point  de  rebroussement  à  l'origine. 

M.  LAMOTTE,  lycée  Janson. 
Solutions  analogues  ij:ir  MM.  K.  Manen  et  Louis  Sibe. 


1579.  —  Un  arc  de  cercle  a  une  longueur  de  3  ddcimclres  ;  sa  corde  une  longueur  de  2  décimcires,o  ; 
trouver  le  rayon  du  cercle  à  1""  prés. 

Désignons  par    2a    la  mesure  en  radians  de  l'angle  au  centre  qui  intercepte  l'arc  considéré,  nous 

avons,  en  prenant  le  millimètre  pour  unité  de  longueur  et  en  appelant  R  le  rayon, 

Ra  ^  150,  Rsina  =  123. 

a  130         6 

Nous  en  tu'ons  •     —. — =  -—  et  /Ta)  s;  ox  —  6  sin  a  =  0^ 

sina         123         5  '^  ' 

Cette  équation  va  nous  permettre  de  calculer  a. 

On  voit  aisément  qu'elle  admet  une  seule  racine  comprise  entre   U   et    — > 

et   comme      fl  —  ]=  '-^ — Sy'^     est  négatif,  et     fl^\  =  -^  —  3/3     est  positif,  la  racine  est  com- 
prise entre   —et  —  ■ 
^  4        3 

H  sera  plus  facile  de  calculer  l'angle  cherché  en  grades.  Si  nous  désignons  sa  mesure  en  grades 
par  X,  nous  avons     a  =  ,     et  l'équation  devient 

et  la  fonction  f{.v)  a  même  signe  que  la  fonction 

les  logarithmes  étant  pris  dans  le  système  à  base  10. 

Nous  pouvons  écrire  g{x)  =  log-  — log240 -+-  logj-- —  logsinx. 

Or  log- =  0,49715 

—  log  240  =  3,61979 


et  log-^  =  2,11694 

Pour    X  ■=  63,3,     on  trouve  9(63,3)  =  1,99984  <  0, 

et  pour    X  =  63,4  9(65,4)  =  0,00009  >  0. 

La  racine  est  donc  comprise  entre  OS'^'^SO'  et  63'^'',40\ 
Mais  nous  avons     Rsina;=125     ou     logR  =  logl23 — logsiua-. 

Sion  remplace  a>  par  e5-',30\  on  a     logR  =  2,10490,     et  pour     x  =  65i'''',40\     log  R  =  2,16448. 
Or  on  a  log  146  =  2,16435,  log  146,2  =  2,16493. 

On  en  conclut  (jue  R  est  compris  entre  146  et  146,2;  par  suite  sa  valeur  à  1°""  près  est  146°"°. 

1'.  BRIZARU. 

Solutions  exactes  par  MM.  M.  L.\.motie,  lycée  .lanson,  et  G.  Foucrï,  à  Roanne. 
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1580.  —  Un  point  pesant  est  assujetti  à  rester  sur  le  côté  extérieur  d'un  cercle  vertical  de  rayon  R. 
On  le  place  au  point  le  plus  haut  avec  une  vitesse  initiale  Va.  Trouver  ta  position  du  point  oit  le  mobile 
quitte  le  cercl-,  avec  les  données  suivantes:     <;=98l,     R  =  82,     «0  =  90.     [Unités  Q..  G. '&.) 

Prenons  pour  axe  des  r  le  diamètre  horizontal,  et  pour  axe  des  ;/  le  diamètre  vertical  (dirigé  vers 
le  haut)  qui  passe  par  la  position  initiale  Mo. 

Soit  M(x,  y)  la  position  du  point  pesant  à  un  instant  quelconque   /.  En  appliquant  le  théorème  des 
forces  viveSj  on  a  r-  =  C  —  2;;i/, 

et  comme  à  l'instant     /  =  0,     on  a     vl  —  C— %R,     R    désignant 
le  rayon  du  cercle,  on  en  déduit     C  =  uj  4-  â^R,     et  par  suite 
(1)  v-=^vl  +  1gYi-'igy. 

Les  forces  qui  sollicitent  le  point  M  sont  :  1°  le  poids  MP  =  mg, 
2°  la  réaction  du  cercle  MN;  nous  désignerons  par  N  la  valeur  algé- 
brique de  cette  réaction,  comptée  positivement  vers  l'extérieur  du 
cercle. 

Projetons  ces  forces  sur  la  normale,  sens  positif  MO,    et  écri- 

.    -    '"^'' 
vons  que  la  somme  des  projections  est  égale  a 


La  projection  de  MP  est     .MQ  =  mg  coso,     ou,  puisque     cos  o  =  -|r-5 
de  la  réaction  est    ^  N  :     on  a  donc 


MQ 


R 

'»9>J 


la  projection 


R 


mv- 


^=-^{9>J-"-')^ 


ou,  en  remplaçant  w*  par  sa  valeur  (1),     N  = -—{3gy — vl — 2jR). 

H 

Pour  que  le  point  reste  sur  le  cercle,  il  faut  que  N  soit  positif. 

711 

Pour     (/  =  R,     on  a  N  =—{gK-vl). 

Donc,  si     y^>.jR,     le  point  quitte  immédiatementle  cercle  dés  la  position  initiale  M,. 

Si    «o<;.7K,     la  réaction  commence  par  être  positive,  le  point  reste  sur  le  cercle.  Quand  y  décroit. 


.N  décroit,  et  s'annule  en  changeant  de  signe  pour    y  = 


3.7 


Il  en  résulte  que  le  point  pesant  quitte  le  cercle  au  point  qui  a   pour  ordonnée 
vérilie  aisément  que  cette  valeur  est  positive  et  plus  petite  que  R. 
Pour    3  =  981,    R  =  82,     y»  =  90,     on  a 

i'g-^2gR    _    18776 
3^^  327 


2</R 


3;? 


et  on 


o7%4. 


A.  DARMON. 

lionnes  solutions  l'iir  .M"'  Madeleine  Ja.semun  ;  parM.M.  G.  Foicnv,  à  Roanne;  M.  Lauotte,  lycée  Janson. 
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MECANIQUE 


1582.  — Axes  reclangulaires     ox,oy,oz. 

Vn  point  matériel  de  masse  m  est  attiré  par  un  centre  fixe  P,  situé  sur  ox,  proportionnellement  à  la 
distance  à  ce  centre,  la  force  à  la  dislance  r  ayant  pour  intensité  mic-r.  On  lance  le  mobile  de  l'origine  avec 
une  vitesse  initiale  donnée  en  grandeur  i'„. 

1°  Le  vecteur  vitesse  initiale  ovo  étant  dans  le  plan  zox  et  faisant  avec  ox  un  angle  a,  former  l'équation 
de  la  trajectoire  du  mobile;  calculer  la  longueur  du  diamètre  conjugué  de  ox  dans  cette  trajectoire. 

2°  L'angle  a  variant,  trouver  le  lieu  des  points  que  le  mobile  atteint  avec  une  vitesse  passant  par  rtti 
point  A  de  ox  {en  direction). 

3°  L'angle  a  variant,  trouver  le  lieu  des  foyers  des  trajectoires. 

4°  Le  vecteur  vitesse  initiale,  ov^,  se  déplaçant  dans  un  plan  W  mené  par  oy,  former  l'équation  de  la 
surface  S  engendrée  par  les  diverses  trajectoires  du  mobile. 

n"  Enveloppe  des  surfaces  S  quand  le  plan  n  tourne  autour  de  oy. 

1"  Soit  a  l'abscisse  du  point  F.  Portons  les  axes  parallèlement  à  eux-nirmes  en  ce  point  et  cher- 
chons l'équation  de  la  trajectoire  dans  le  nouveau  système. 

Si  nous  désignons  d'une  façon  générale  par  a,  b,  c  les  composantes  de  la  vitesse  initiale  i-,,,  et  que 
nous  intégrions  les  trois  équations  différentielles  du  mouvement, 

d-x  ,.  d'-y  ,„  d-z 

-W--"'^  1^=-'-^''  IF--''- 

nous  avons  de  suite  les  équations  du  mouvement,  et,  par  suite,  celles  de  la  trajectoire  : 

X  =  — a  cos  bt  -H  —  sin  kt,  y  =  --s'mkt,  :  =  —  sin  kt. 

Dans  les  trois  premières  parties,  c  est  nul  et  a^  -+-  h-  =  uj  ;  la  trajectoire  est  plane  ;  c'est  une 
ellipse  du  plan  des  xy,  l'ellipse 

Dans  les  calculs  précédents,  nous  avons  échangé  les  axes  oy  et  o:  indiqués  dans  l'énoncé,  afin  de 
placer  la  trajectoire  dans  le  plan  des  xy.  Ceci  ne  change  évidemment  pas  le  problème. 

Le  diamètre  conjugué  de  ox-  a  pour  équation  fj  =0,  c'est-à-dire  x—  ^  =  0.  Les  coordonnées  de 

b 

ha  V 

ses  extrémités  sont     y  =  ±  —,    x  =  ±  -—>     et  sa  demi-longueur  est  — -  • 
k  k  k 

2°  Soit  .r„  l'abscisse  d'un  point  de  ox;  les  points  en  lesquels  la  tangente  passe  en  ce  point  sont 
situés  sur  sa  polaire. 


'-^) 


=  1, 


et  l'on  aura  le  lieu  de  ces  points  en  éliminant  a  et   b  entre  l'équation  de  l'ellipse,  celle-ci  et  la  relation 
a^->rb^  —  vl.  Ce  calcul  est  aisé  et  donne 

vl^xl  —  3.-) 


(2)  (xxo  —  a-)-  -H  xly- 


A-2 


Le  lieu  est  un  cercle  ayant  pour  centre  un  point  de  l'axe  des  x,  le  point  d'abscisse  — . 

Xa 

3°  Pour  avoir  le  lieu  des  foyers,  il  faut  d'abord  former  l'équation  tangentielle,  en  déduire  l'équation 


'rjo  mécamquh: 

aux  coofOcienfs  angulaires  des  langentes  issues  d'un  point,  puis  écrire  qu'elle  se  réduil.  à  /((ni^-i-l^  =0. 
L'équation  langentielle  s'obtient  en  coupant  l'ellipse     {f>x  —  ay')'-  -h  A-a-j/^  —  *-3-  =  0       par  la  droite 
vx  -+-  vy  -i-  ir  =  0,     ce  qui  donne,  en  éliminant  ;, 


U--    [hx  —  ay)-  -^  k-ihj-  j  —  /y-a-(«x  +  vy)-  =  0, 


puis  en  exprimant  que  celte  dernière  équation  est  un  carré  parfait:  nous  avons  ainsi 
(^2  +  k-y.-):i-u-  +  //i^tJ-  +  iabx^uv  —  k^xhv-  =  0. 
Cela   fait,  écrivons   que  la    droite   courante   du  plan  passe  au  point  (x,  tj)  et  remplaçons  w  par 
—  (mx -h  fîy)  dans  l'équation  précédente,  nous  aurons 

in--l-  A'ï-ji-M-  -+-  b-oL-v^  ■+-  2ahoi-uv  —  k-oi-(ui  -^  vyY  =  0. 
11  n'y  a  plus  qu'à  égaler  à  0  le  coefficient  de  uo  et  à  égaler  entre  eux  les  coefficients  de  ii-  et  v^; 
nous  obtenons  k'-ry  =  nh,  n- —  6-  -+-  A-»^  =  A*(a;-  —  y-); 

d'autre  part,  nous  avons  a^-h  b-  =  i\,-, 

et  l'élimination  do  a  et  6  entre  ces  trois  équations  est  immédiate;  elle  donne 


Tel  est  le  lieu  des  foyers;  c'est  une  quartique  bicirculaire. 


A- 


4°  Écrivons  que  le  vecteur  a,  b,  c  se  déplace  dans  un  plan  fixe  mené  par  oz,     y  —  mx  =  0,     nous 

aurons     b  —  ma  =  0,     et  le  lieu  de  toutes  les  positions  du  point  M  s'obtiendra  en  éliminant  a.  b,  c,  kt 

entre  les  cinq  équations 

a  ,  b      .     ,  c      .     , 

X  =  —  acos kt-^—-  sm  l'I.  y  =  -r  sm  kl,  z  =  — r-  sm  A^ 

A  •'A-  k 

b  =  ma,  a--i-i^-=-c-  =  vl. 

Les  trois  premières  donnent  a,  h,  r,  et  les  deux  autres  deviennent 

y  =  m  (.r  -1-  a  cos  kl),  {x-\-a  cos  kl)-  -h  y*  -^  z-  =  —4-  sin-  kl. 

L'élimination  s'achève  alors  sans  peine  et  l'on  trouve  le  lieu 

-^-i-y^-^-J  =   -^  1  1  _  '■'     ^  y      .        ou  y-{i  -F  m-]  +  mh-  -^  -l-\  (y  —  mx)'-  —  m=aJ     =  0. 

Ce  lieu  est  un  ellipsoïde  ayant  pour  plan   cyclique  le  plan    y  =  mx,    comme  il  est  aisé  de  le 
vérifier  analytiquement  et  géométriquement. 

5"   Pour   avoir   l'enveloppe    de   cette    surface   quand    ni    varie,    il    suffit   d'écrire    que    l'équation 
en  VI  a  une  racine  double.  On  trouve  ainsi 

Cette  enveloppe  est  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  ox. 

Remarques  géométriques.  —  i.n  première  partie  est  une  question  de  cours  :  le  lieu  du  point  M  est  une 
cllip?!'  ,'i\.inl  pniir  ccnlii'  Ir  [Miiiii  l>,   p,iss;inlau  point  o  et  dont  deux  diamètres  conjugués  sont  ox  et  In  p.iral- 

lèle  an  vecteur  i-o  menée  par  le    point  P.  La  longueur  de  ce  dernier  est  -^^• 

Quand  oi  varie,  le  diamètre  suivant  ox  reste  fixe,  l'autre  garde  une  longueur  constante  et  son  extrémité 
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décrit  lin  cercle.  I.a  polaire  du  point  A  est  une  corde  parallèle  à  ovo,  qui  passe  par  un  point  (ixe  A'  de  ox  ; 
elle  a  une  longueur  constante  aussi,  et,  par  suite,  son  extrémité  décrit  un  cercle. 

Quand  le  plan  de  la  trajectoire  tourne  autour  de  or,  l'extrémité  du  second  diamètre  décrit  un  cercle  dans 
le  plan  y  — mx=  0  (plan  parallèle  au  plan  donné  mené  par  le  point  P).  Le  lieu  de  cette  ellipse  est  donc  bien 
un  ellipsoïde,  parfaitement  défini  par  ce  cercle  et  l'une  des  trajectoires. 

M.  Louis  Sire  a  envoyé  une  très  belle  solution  de  ce  problème,  où  il  monti-e  en  plus  que  le  lieu  des  foyers  est  un  ovale 
de  Cassini,  et  que  la  sphère  de  Monge  de  l'ellipsoïde  variable  est  lixe. 

Solutions  aussi  complètes  de  MM.  Aldibebt.  G.  Cottv,  L  Iî*llif  et  4.  Boiteclous.  Solutions  satisfaisantes  de  M.M.  C.  Foccht 
et  Y.  Dl'val,  lycée  Hoche. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1670.  —  Soit  f{x)  =  aoa;'  -I-  ia^x^  -+-  Ga^x^  ■+-  ia,,x  +  a*. 

Démontrer  que  les  deux  polynômes  du  quatrième  degré 

dx  '   dx''        L  dx'^  J  '  L  dx-  J  dx   '  dx-  '   dx^  \_  dx  J    dx^ 

prennent,  quand  on  y  substitue  Tune  des  racines  de  l'équation    f(x)  =  0,     des  valeurs  indépendantes  de  la 
racine  choisie.  Calculer  ces  valeurs  en  fonction  des  coefficients  de  f. 

Th.  L. 


1671.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution   (P),  d'équation    x--i-ti'-  =  ip:. 

i"  Déterminer  le  mouvement  d'un  mobile  qui  se  déplace  sur  le  paraboloïde  de  façon  que  sa  projection  sur 
0;  ait  un  mouvement  uniforme  et  que  sa  projection  sur  xOij  obéisse  à  la  loi  des  aires.  Nature  de  la  projection 
de  la  trajectoire  sur  xOy. 

2°  On  considère  toutes  les  trajectoires  (C),  obtenues  en  laissant  seul  constant  le  rapport  de  la  vitesse 
suivant  0;  à  la  constante  des  aires.  Démontrer  que  toutes  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  (C)  sont  tangentes 
à  un  même  paraboloïde  de  révolution  (Q\  de  même  axe  et  de  même  sommet  que  (P).  Trouver  le  lieu  des 
points  de  contact  avec  (Q)  des  tangentes  à  une  même  courbe  (C)  et  le  lieu  des  traces  de  ces  tangentes  sur 
xOy. 

3°  Chercher  l'hodographe  relatif  à  une  trajectoire  déterminée.  Cbercher  également  le  lieu  (P)  des  extré- 
mités des  vecteurs  accélération.  Construire  la  projection   de  (T)  sur  xOy. 

Si  on  considère  parmi  toutes  les  trajectoires  précédentes  celles  qui  correspondent  à  une  même  valeur  de 
la  constante  des  aires,  les  courbes  (r)  correspondantes  engendrent  une  surface  de  révolution,  dont  on  cher- 
chera l'équation  et  dont  on  construira  la  méridienne  principale. 

J.  Ha.^g. 


DEUXIEME   PARTIE 


ANALYSF. 


1595.  —  Trouver  les  Irnjectnirr.t  orlhoqnnnJes  d'un  s^jutcmp  de.  cercles  langeiits  n  deux  droites  rectan- 
gulaires. 

Prenons  ces  deux  droites  pour  axes  des  x  et  des  y,  et  étudions  l'un  des  deux  systèmes  de  cercles 
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tangents  à  ces  droites,  par  exemple  celui  dont  le  lieu  des  centre?  est  la  première  bissectrice.  Ce  sys- 
tème de  cercles  a  pour  équation  x^-hy'  —  ^tx — ily -h  l- =  0,  et  l'on  déduit  de  là  t  =  x -\-y  dz  \/Jx7/ 
et  x  —  t^y'(ii  —  t)  =  0. 

{ 

Pour  avoir  l'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales,  il  faut  changer  w'  en et 

y' 

éliminer  /.  Ce  calcul  donne  successivement 

^'/  —  y  -t-  '(  l  —  y')  =  "i  et  xy'  —  y  -I-  (1  __  y')[x  +  ?/  +  \/ïxy)  =  0, 

en  prenant  dans  t  le  signe     -!-     du  radical. 

Cette  équation  ditTérentielie  est  visiblement   une  équation  homogène,    et  elle  s'intègre  en  posant 
y  =  «X,     puis,     y'  =  ii'x  -+-  ii.     Ceci  donne     u'x-h  u  —  m  h-  (1  —  u'x —  h)(I  h-  î/  -h  \/2«)  =  0, 


et  l'on  en  déduit 


it'{u-h  v^w)  _    l 


(1  —  «/)(!  +u-+■^/-2u) 


Sous  cette  forme,  les  variables  sont  séparées,    et,  en  posant     u  =  2o'-,     on  est  ramené  à  une  itité- 
rrale  d'une  différentielle  rationnelle 

dx  2u-  -+-  2y 

=  '*^^~. r-, ^ — -, ::-::—«"• 

X  1  —  4u*  +  2y(l  —  2u-) 

11  faut  maintenant  décomposer  en  éléments  simples 


cette  fraction  est  égale  à 


(1  —  2y-){2w--K2u4-l) 
B  Ci!-4-D 


1  —  yv/2      1-1-  iV-       -"^  ~^  -''  "*"  ' 
Le  calcul  de    A    est  immédiat,  ainsi  que  celui  de    B:    pour  avoir    A,    on  multiplie  par      1  —  l' s/^, 

puis  on  fait     u  =   -=;     on  trouve  ainsi      A  = — ^ ^  =  1  ;     de  même,     B  =  1. 

2 

Ajoutons  alors  les  deux  premières  fractions:  nous  aurons      - — "^  „  ;     ensuite  retranchons  ce 

1  —  2t)- 

résultat  du  premier  membre,  nous  aurons      ^ !: -. 

(1 -2«'-i)(2w=-t-2u-Hl) 

Le  numérateur  est  divisible  par     1  —  2u-,     et,  ce  facteur  supprimé,  il  reste      ^^— .     et  la 

^^  2r-  -H  2y  -H  1 

décomposition  est  faite. 

Chacune  des  intégrales  est  alors  immédiate  et  l'on  a 

'^  "H"  =  7f  (  ^^^  +  «  v/2)  -  L  (1  -  r  ^/2))  -  L(2y«  +  2«  +  1), 

^ /l-l-Dv/2\v^            1 
puis  .T  =  C     = 

\1  — y/2/       2u--H2t;  +  l 

Remplaçons  maintenant    y^/ï  par     V  ^,  nous  auions  linalement  |iouréquation  générale  des  trajec- 
toires orthogonales 

r-^y-^^x,,=c\^^±.ff,  ou  x -^  y -^ /-îî^  =  CpI^^l^l^F  ; 

L^x—i/yJ  L        x  —  y        J 

dans  cette  équation,  le  radical  a  le  double  signe. 
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Pour    C  =  U,     on  trouve  la  première  bissectrice,  qui  est  bien  l'une  des  trajecloires  orthogonales, 
comme  cela  est  évident  a  priori. 

REBOUILLAT,  à  Langres. 

Autres  solutions:  MM.  G.  Cottî  ;  G.  Foocrï  ;  Amhlar»,  à  Ruines;  M.  Coxstanuaki.   Nous  publions  encore  la  solution  de 
M.   G.  Cotty. 

Autre  solution.  —  Soit  (x,  ij)  un  point  du  plan  ;  posons    x  r=  r(l  -(- cos  o),    y  =  )(|  -(-  .■^in  'i  . 

Les  paramètres  r  et  cp,  ce  dernier  délini  à  ih-  près,  définissent  univoque- 
ment  le  point  et  peuvent  constituer  un  système  de  coordonnées  de  ce  point. 
En  considérant  la  signification  géométrique  de  o,  on  se  rend  compte  aisément 
que  tg  ç  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  trajectoire  orthogonale 
passant  au  point  (r,  ç).  C'est  ce  que  nous  allons  exprimer  analvtiquement. 
On  a 

dx  =  dr(l  +  cos  ç)  —  r  sin  odo,  dij  =  dr{\  -t-sin  o)  -t- >•  cos  9do. 

L'éijuation  différentielle  des  trajectoires  cherchées  est  donc 

d»-(i  4- sin  o) -I- r  cos  od-- 

î ; L  —  t££  ^ 

dr({  +  cos  o)  —  r  sin  orfo         °  '  ' 
rfr(cos  o  —  sin  y)  +  rdo  =  0, 

dr  _  d<f 

/2sin(?--j) 

Cette  équation   différentielle  admet  des  intégrales  sin3M?ière.s  évidentes.    En  effet,  si     <?  = -^  +  A-,     r   est 

4 

indéterminé.  Les  courbes  correspondantes  sont  les  deux  bissectrices  des  axes,  résultat  évident  géométriquement. 

1 

Elle  admet  comme  intégrale  générale     '■  =  Ctg(-|- jr)'      fl'oi',    en   posant     lg( -^  —  —  )  =  t 

et  exprimant  cos  o  et  sin  'f  en  fonction  de  t. 


(T) 


-^'(-f.i^l^)-      -c/'(,.-^i--|^) 


Les  trajectoires  (T)  ainsi  définies  sont  toutes  homothétiques  par  rapport  à  l'origine.  —  Construisons,  par 
exemple,  celle  qui  correspond  k    C  =  I  ;     c'est  la  courbe  (Ti). 

\ 

A  cause  de  l'ambiguïté  existant  sur  le  signe  de  «  *  ,  k  chaque  valeur  de  t  correspondent  4  points  formant 
un  rectangle  ayant  pour  centre  l'origine  et  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes.  Eu  outre,  on  pas.se  de  a;  à  y 
(au  signe  près)  en  changeant  t  en  —  t.  Ceci  joint  au  résultat  précédent  montre  que  : 

1°  La  courbe  (Ti)  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  et  par  rapport  k  leurs  bissectrices. 

2°   Pour  construire  (Ti),  il  suffit  de  faire  varier  <  de  0  à   +  ao ,    en  prenant  par  exemple  le  signe  +  devant 
1 

t'^'  ,  de  construire  la  branche  de  courbe  correspondante  et  de  la  leplier  par  symétrie  autour  des  8  demi- 
axes  précédemment  indiqués. 

Dans  cet  intervalle,  on  trouve  que  x   ne  s'annule  que  pour    <  =  0    (alors  y  est  nul  aussi  et,   —  tendant 

X 

vers  i,  la  tangente  est  la  bissectrice  intérieure  de  xoy)  et  pour  «  =  ^/2-t-  1  qui  est  racine  double.  En  ce  point 
la  courbe  est  tangente  à  oy.  Ce  sont  les  seules  valeurs  annulant  x.  On  en  conclut  que  y  ne  s'annule  que  pour 
t  —  0    dans  l'intervalle    (0,-i-x). 

Pour    <  =  +»,    X  et  y  sont  infinis,     —     tend  vers  1  et    y  —  x    tend  vers  0;  donc   l'asvniptote  est 

X 

y  —  x. 

Si  nous  essayons  de  construire  la  courbe  avec  ces  données,  nous  prévoyons  un  maximum  de  .r  entre  0  et 
v/i-H  1     et  un  minimum  pour    (v''2-l-  1),    et  de  même  un  maximum  et  un  minimum  pour  y. 
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La  considération   de      —     et    — ^      mène   k  la  résolution  d'équation;-  du   troisième  degré  en    ^   non 
dt  de 


(T.) 


2+1 


(v/2  +  l)v/^^ 


-I- X      +x  -t- X  asymptote   :     bissec 

I  triée  de  xoy. 


Singularités 


tangente  :  bissectrice 
de  aroj/. 


la  courbe  est  tangente 
à  oy. 


résolubles,  déterminant  ces  maxima  et  minima.  Nous  ne  les  développerons  pas  ici,  elles  ne  nous  fourniraient 
pas  de  résultats  plus  précis. 
(Ti)  est  la  courbe  ci-dessus. 

Remarque.  —  La  considération   des  deux  cercles  passant  en  un   point  double  donne  une  idée  des  tangentes 

en  ces  points. 

G.  COTTY. 


ECOLE  CENTRALE  (191)7) 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (Suite). 


Géométrie  analytique  {Suite). 

4055.  —  Recherche  des  centres  dans  les  quaJriques.  Quadriques    qui  contiennent   leur  centre.  Distinguer  un  cône 
d'un  cylindre  par  les  équations  du  centre. 

4056.  —  .Mener  parla  droite    x  —  3  =  — - —  =  -^— —       un  plan  tangent  à  la  quadrique    .r-  —  2ij°  +  3î'  =  1. 


If 


1  =  0. 


4057.  —  Condition  pour  que  la  droite    x  —  olz  +h,  y  =  'jiz  +  k    soit  tangente  h  l'ellipsoïde      "t  "*"  77  "^ T 

Condition  pour  que  le  plan    px  -+-  f/i/  +  rz  +  s  =  0    soit  aussi  tangent  à  l'ellipsoïde  donné.   Conditions  pour  que  la  droite 
et  le  plan  ci-dessus  soient  perpendiculaires.  En  déduire  le  lieu  du  pied  de  cette  perpendiculaire. 

4058.  —  Plan  diamétral  conjugué  à  la  direction  o.  ':,  -■  dans  l'ellipsoïde.  Montrer  que  si  la  direction  se  dépbi-e  paral- 
lilernciit  h  un  plan,  le  plan  diamétral  tourne  autour  d'une  droite  fixe.  Quelle  est  cette  droite  ? 

4059.  —  Kcrire  qu'une  quadrique  se  décompose  en  deux  plans;  est  un  cylindre  parabolique.  Que  peut-on  dire  des 
(luadriqucs  telles  que  les  trois  plans  decoordonnées  donnent  comme  sections  des  paraboles  ? 

40U0.  —  La  surface  d'i'quation  PQ  =  R  est-elle  toujours  un  paraboloïde.  Qu'arrivet-il  si  P  -  0,  Q  -  0  sont  des 
plans  parallèles  ' 

40U1 .  —  Dans  quel  cas  la  section  d'une  quadrique  par  son  plan  langent  se  réduit-elle  à  une  droite  double  ? 

40UU.  —  l.ieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  un  point  fixe  et  a.  une  droite  fixe  est  constant.  Traiter  le  pro- 
blt-me  dans  le  idan,  puis  dans  l'espace.  Etude  des  sections  delà  surface  obtenue  ;  démontrer  géométriquement  que  celte  sur- 
f.ice  est  de  révuliitioii. 
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4063.  —  Lieu  des  points  à  égale  distance  de  deux  droites  de  l'espace. 

4064.  —  Etudier  la  surface  représentée  par  l'équation  x'  —  3y-  +  iyz  —  ôj;  4-  73  =0.  Sections  par  des  plans  paral- 
lèles au\  plans  de  coordonnées. 

4065.  —  Etudier  les  surfaces  suivantes  : 

3//-  +  li/z  —  Sz-  +  'ifi  —  5^0,  )/-  —  :=  -t-  lixy  -h3x  —  3  =  0,  x-  -t-  .i)/-  —  3'  +  dxy  —  3.T  +  3  =  0, 

xz  +  Sx  —  iy  =  0  (Génératrices  redilignes). 

4066.  —  On  donne  la  surface  .t:  -+-,r  -^  :  =  0.  Étudier  la  section  par  le  plan  1/  =  0.  On  fait  tourner  cette  section 
autour  de  O3  et  on  coupe  la  surface  engendrée  par  le  plan  ax  +  by  +  cz  =  0.  Projection  de  l'intersection  sur  le  plan 
3  =  0.    Équation  de  cette  projection  en  coordonnées  polaires. 

4067.  —  Surface  engendrée  par  une  droite  s'nppuyaiit  sur  trois  droites  données.  Ou'Mrrive-t-il  lorsque  les  trois  droites 
Sont  parallèles  à  un  même  plan  ? 

Mécanique  (M.  Lebesgue.) 

4068.  —  Etudier  le  mouvemenl  dont  la  loi  est    x  =  sin- 1  +  2  cos  /. 

4069.  —  Mouvement  périodique.  Démontrer  que  si  on  a  affaire  à  un  mouvement  périodique  de  période     .     on  a 

.'■  =  /'(sin  (u()  -I-  cos  (u( .  aisin  at) . 

4070.  —  Accélération;  ses  projections  sur  la  tangente  et  sur  la  normale  principale. 

4071.  — Quel  est  le  mouvement  correspondant  à  une  accélération  normale  nulle?  Exprimer  analytiquement  que  la 
vitesse  et  l'accélération  sont  portées  par  la  même  droite. 

4072.  —  Mouvement  dans  lequel  l'accélération  est  constante  en  grandeur  et  en  direction. 

4073.  —  Diagramme  des  espaces.  A  quoi  correspondent  les  points  les  plus  hauts  ou  les  plus  bas,  les  points  d'inflexion? 

4074.  —  Qu'est-ce  qu'un  mouvement  uniformément  varié  ?  Comment  varie  la  ïitesse  ?  Si  on  suppose  le  mouvement 
circulaire,  à  quelle  force  correspond  ce  mouvement  ? 

4075.  —  Qu'est  ce  que  l'hodographe  ?  Quand  l'hodographe  est-il  un  cercle  ou  une  courbe  sphérique  ?  Déterminer  un 
mouvement  dans  lequel  l'hodographe  est  une  ligne  droite. 

4076  —  Si  le  point  qui  décrit  l'hodographe  a  un  mouvement  rectiligne  uniforme,  quelles  seront  les  propriétés  du 
mouvement  ? 

4077.  —  Composition  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme  et  d'un  mouvement  rectiligne  UEiiforménient  varié;  nature 
de  la  trajectoire,  direction  de  l'axe.   Cas  où  les  deux  mouvements  sont  portés  par  la  même  droite. 

4078.  —  Mouvement  de  tran.^lalion.  Montrer  que  si,  d.niisie  mouvemoiit  d'un  corps,  trois  arêtes  restent  constamment 
parallèles  à  elles-mêmes  et  forment  les  arêtes  d'un  trièdre,  ce  corps  décrit  un  mouvement  de  translation. 

4079.  —  Mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe  ;  propriétés.  Quel  est  le  moment  de  la  vitesse  d'un  point  par 
rapport  à  l'axe  ?  Comment  est  l'accélération  quand  le  mouvement  de  rotation  est  uniforme? 

4080.  —  Si  un  corps  a  un  point  ûxe  et  si  deux  points  de  ce  corps  décrivent  des  cercles  dans  des  plans  parallèles,  le 
corps  est  animé  d'un  mouvement  de  rotation. 

4081.  — Mouvement  hélicoïdal.  Montrer  que  dans  le  mouvement  d'un  corps,  si  une  droite  de  ce  corps  ne  fait  que  glisser 
sur  elle-même  et  qu'un  point  de  ce  corps  décrive  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  dont  cette  droite  est  l'axe,  tout  autre 
point  du  corps  décrit  une  hélice  de  même  pas  sur  un  cylindre  de  même  axe. 

4082.  —  Composition  de  deux  mouvements  dont  un  est  de  translation. 

4083.  — Quand  on  compose  un  mouvement  de  rotation  et  un  mouvement  de  translation,  obtient-on  toujours  un 
mouvement  hélicoïdal  ?  Quelle  est  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  ? 

4084.  —  Mouvement  des  projectiles  en  prenant  trois  axes  dont  aucun  n'est  vertical. 

4085.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  circonférence  sans  frottement.  Y  a-t-il  des  positions  possibles 
d'équilibre  ? 

4086.  —  Pendule  simple  ;  calculer  la  tension  du  fil  en  un  point  M  en  fonction  de  la  vitesse  v  du  mobile  (de  masse  ml, 
en  ce  point. 

4087.  —  Mouvement  d'un  point  sur  un  plan  incliné  sans  frottement.  Dans  quel  cas  peut-il  y  avoir  équilibre  ? 

4088.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  courbe.  Positions  d'équilibre  du  mobile  delà  courbe.  Que 
se  passe-t-il  s'il  y  a  frottement  ?  Y  a-til  analogie  avec  ce  qui  se  passe  dans  le  cas  du  plan  incliné  ? 

4089.  —  Appliquer  le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  vibratoire  simple. 

4090.  —  Qu'appelle-t-on  lignes  de  force?  Supposons  qu'une  ligne  de  force  est  une  droite, peut-on  choisir  les  conditions 
initiales  de  façon  que  le  mouvement  soit  rectiligne  et  dans  la  direction  de  cette  ligne  ? 

4091.  —  Qu'estce  qu'un  champ  de  force,  une  ligne  de  force,  une  surface  de  niveau?  On  suppose  que  les  lignes  de 
force  sont  des  droites  parallèles  entre  elles  ;  démontrer  que  les  trajectoires  sont  planes. 

4092.  —  Une  force  unique  peut-elle  remplacer  un  système  de  forces  quelconques  appliquées  ,à  un  corps  solide?  Sinon 
à  quoi  peut  se  réduire,  en  général,  un  pareil  système  ? 

4093.  —  Moment  d'une  force  par  rapport  à  un  plan  parallèle  P.  Ce  moment  a-t-il  un  signe?  Comment  le  déterraine- 
t-on  ?  Application  à  la  détermination  des  coordonnées  du  centre  des  forces  par.allèles. 
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4094.  —  On  suppose  un  corps  solide  en  équilibre  sous  l'action  de  quatre  forces  ;  que  peut-on  dire  de  ces  forces  ?  Etant 
données  trois  forces,  peut-on  trouver  des  droites  par  rapport  auxquelles  la  somme  des  moments  soit  nulle  ?  Que  peut-on 
dire  dans  le  cas  de  cinq  forces  ? 

4095.  —Equilibre  du  levier.  Comment  réalise-ton  la  fixité  d'un  point?  Frottement.  Comment  réalise-t-on  la 
suspension  d'une  poulie  ?  Frottement. 

4096.  —  Kquilibre  du  cabestan. 

4097.  —  Bascule  de  Quintenz. 

4098.  —  Equilibre  des  moulles. 

Géométrie  et   Géométrie  descriptive  (M.  Arnal.) 

4099.  —  Puissance  d'un  point  par  rapporta  une  circonférence,  axe  radical  de  deux  circonférences.  Centre  radical  de  trois 
cercles. 

4100.  —  Etudier  la  variation  de  l'angle  a  sous  lequel  on  voit  un  segment  de  droite  AB  d'un  point  M  variable  sur  une 
droite  ii/. 

4101.  —  Mener  une  circonférence  passant  par  deux  points  donnés  et  tangente  à  une  circonférence  donnée. 

4102.  —  Déterminer  deux  longueurs  connaissant  leur  somme  et  leur  produit. 

4103.  —  Problème  de  la  moyenne  et  extrême  raison. 

4104.  —  Kapport  anbarmonique  île  quatre  points  en  ligne  droite.  Faisceau  anharmonique.  Faisceau  harmonique. 

4105.  —  Démontrer  que  dans  un  faisceau  harmonique  une  parallèle  à  l'un  des  rayons  est  divisée  par  les  trois  autres 
en  deux  parties  égales. 

4-106.  —  Etant  donnés  trois  points  d'une  division  anharmonique  et  la  valeur  du  rapport  anharmonique,  trouver  le 
quatrième  point. 

■*'07.  —  Démontrer  que  si  A,  B,  C,  1)  sont  quatre  points  fixes  d'un  cercle,  M  un  point  variable  sur  ce  cercle,  le 
rapport  anharmonique  du  faisceau  M.ABCD  est  constant. 

4108.  —  Inversion.  Démontrer  que  dans  un  quadrilatère  inscriptible  le  produit  des  diagonales  est  égal  à  la  somme  des 
produits  des  côtés  opposés. 

4109.  —  Dans  un  plan  P,  une  droite  AX  pivote  autour  du  point  A.  Lieu  des  projections  d'un  point  S  extérieur  au 
plan  sur  la  droite  variable  AX. 

4110.  —  On  donne  deux  droites  AB,CD  perpendiculaires  â  un  plan  P  et  ayant  leurs  pieds  A  et  C  dans  ce  plan  ;  trouver 

sur  une  droite  X  du  plan  P  un  point  M,  tel  que  les  angles  HMA  et  mîc  soient  égaux. 

'***'••  —  Démontrer  que  si  par  un  point  A  d'un  plan  P,  on  mène  différentes  droites  dans  ce  plan,  celle  qui  faille  plus 
grand  angle  avec  le  plan  Q  est  la  perpendiculaire  à  l'intersection  BC  des  deux  plans. 

4112.  -  Trièdres  supplémentaires.  Théorème  fondamental. 

4113.  —  Pôle  et  polaire  par  rapport  à  une  circonférence.  Pôle  et  plan  polaire  par  rapport  à  une  sphère. 

4114.  —  Démontrer  que  dans  une  ellipse,  le  produit  des  distances  des  loyers  h  une  tangente  est  constarit. 
^'H5.  —  Trouver  sur  une  droite  le  point  dont  la   cote  et  l'éloignement  sont  dans  le  rapport    . 

4116.  —  On  donne  une  droite  par  ses  projections  ;  trouver  le  point  de  la  droite  tel  que  la  somme  ou  la  dillérence  do 
la  cote  et  de  l'éloignement  soit  égale  à  une  longueur  donnée  /  ;  lieu  des  points  dont  la  somme  ou  la  différence  des  distances 
a  deux  plans  perpendiculaires  est  constante. 

'*'*"•  ~  Trouver  sur  une  droite  un  point  tel  que  la  somme  des  carrés  de  la  cote  et  de  l'éloignement  soit  égale  à   L-. 

4118.  —  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  rencontrant  deux  droites  données. 

4119.  —  Mener  par  un  point  d'un  plan  une  droite  de  penle  donnée  située  dans    le  plan. 
''''20.  —  Intersection  de  deux  plans  en  géométrie  cotée. 

4121.  —  Intersection  d'une  droite  avec  les  plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  les  plans  de  projection  Par  le  point 
de  rencontre  avec  le  premier  bissecteur,  mener  ime  perpendiculaire  à  ce  plan. 

4122.  —  Distance  d'un  point  à  un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente. 
^■•23.  —  Distance  de  deux  plans  parallèles  en  géométrie  cotée. 

4124.  —  Normale  commune  à  deux  droites  en  géométrie  cotée. 

*'25  —  Etant  données  les  projections  d'une  droite,  la  projection  horizontale  d'une  autre  et  la  projection  horizontale 
lie  leur  perpendiculaire  commune,  trouver  les  ])rojections  verticales  de  ces  deux  droites. 

4126.  —  Angle  d'une  horizontale  et  d'une  frontale. 

4127.  —  Angle  de  doux  droites  en  géométrie  cotée. 

4128.  —  On  donne  deux  plans  par  leurs  lignes  de  pente  :  angle  de  ces  deux  plans. 

4129.  —  On  donne  deux  plans  par  leurs  traci'S  ;  effectuer  un  changement  de  plan,  tel  que  les  nouvelles  traces  verticales 
soient  parallèles 

4130.  -  Amener  un  point  a.a'  dans  im  plan  donné  l'iQ  par  une  rotation  autour  d'un  axe  0.-,  0:'. 

4131.  —  On  donne  deux  droites  de  même  longueur  :  Ali  dans  le  plan  horizontal,  CD  dans  le  plan  vertical.  Déterminer 
l'axe  d'une  rotation  qui  pernnatrait  d'amener  A  en  C,  B  en  D. 
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4132.  —  On  donne  unaxe  et  une  droite  rencontrant  cet  axe  ;  iimener  la  droite  par  une  rotation  autour  de  l'axe  à  une 
distance  /  d'un  point  donné. 

4I3!{.  —  On  donne  deux  points  o  et  ft  dan^  un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente.  Construire  dans  ce  plan  le 
triangle  équilatéral  de  côté  nb . 

4134.  —  On  donne  un  plan  P  par  son  échelle  de  pente  et  deux  points  «,6  hors  du  plan  Trouver  sur  le  plan  P  un  point 
qui  soit  le  troisième  sommet  du  triangle  équilatéral  dont  a  et  6  sont  les  deux  autres  sommets. 

4135.  —  Intersection  dune  droite  et  d'un  prisme  triangulaire,  intersection  d'une  droite  et  d'une  pyramide,  en  géométrie 
cotée. 

4136.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  prisme  triangulaire  ayant  sa  base  dans  le  plan  de  comparaison. 

4137.  —  On  donne  un  plan  par  sa  ligne  de  pente;  sur  l'horizontale  de  cote  3  on  prend  deux  points  a  et  6  et  sur 
l'horizontale  4,  un  troisième  point  c:  le  triangle  abc  est  la  hase  d'un  prisme  dont  les  arêtes  ont  pour  direction  cd 
[c{i),  <i(6)J.    Intersection  avec  une  droite   e{Sif{Oi. 

4138.  —  Intersection  iVune  pyramide  triangulaire  et  d'un  prisme  quadrangulaire,  dont  les  hases  reposent  sur  le  plan 
horizontal. 

4139.  —  On  donne  les  projections  d'une  pyramid  ■  triangulaire  reposant  sur  le  plan  horizontal  et  un  triangle  dans  un 
plan  horizontal.  Ombre  portée  sur  la  pyramide  par  le  triangle. 

4140.  —  Résoudre  un  trièdre  connaissant  les  trois  faces;  deux  faces  et  le  dièdre  compris;  une  face  et  les  deux  dièdres 
adjacents:  deux  faces  et  le  dièdre  opposé  à  l'une  d'elles:  les  trois  dièdres. 

4141.  —  Qu'est-ce  que  réduire  un  angle  à  l'horizon?  Construction  graphique. 

4142.  —  On  donne  sur  le  plan  horizontal  troi.s  points  a,  b.  c:  ce  sont  les  traces  des  trois  arêtes  d'un  trièdre  trirec- 
tangle;  trouver  les  projections  de  ce  trièdre  et  la  cote  du  sommet. 

4143.  —  On  donne  la  projection  horizontale  d'un  trièdre  trirectangle  S.\BC  et  la  trace  n  de  l'arête  SA  sur  le  plan 
horizontal;  trouver  les  traces  b  el  c  des  arêtes  SB  et  SC. 

4144.  —  Déterminer  la  projection  d'un  tétraèdre  régulier  dont  la  base  est  située  dans  un  plan  donné  par  sa  ligne  de 
pente,  connaissant  les  projections  de  deux  des  sommets  appartenant  à  cette  base. 

4145.  —  Construire  un  tétraèdre  régulier  dont  la  base  est  dans  le  plan  PiQ'  et  dont  une  arête  nh,  a'b'  est  donnée  sur 
une  horizontale  H.  H'  de  ce  plan. 

4146.  —  On  donne  un  point  rf,  (/'  sur  l'arête  sa,  s'il'  d'un  tétraèdre.  Faire  passer  par  ce  point  un  plan  tel  que  la  section 
du  tétraèdre  soit  un  triangle  isocèle  dont  on  donne  la  longueur  des  cotés  égaux. 

4147.  —  Inscrire  une  sphère  dans  un  tétraèdre. 

4148.  —  Construire  les  projections  d'un  cube  ayant  une  diagonale  verticale  et  quatre  arêtes  de  front. 

4149.  —  Construire  les  projections  d'un  cube  dont  on  connaît  :  les  projections  d'une  arête  XB  et  la  projection  hori- 
zontale, en  direction  seulement,  d'une  arête  adjacente. 

4150.  —  Projections  d'un  cube  d'arête  a,  ayant  sa  base  dans  un  plan  donné  PiQ';  on  connaît  l'angle  que  fait  l'arête  AB 
du  cube  avec  la  trace  horizontale  iP  du  plan. 

4151.  —  On  donne  les  projections  ab,  a'b'  de  l'arête  d'un  parallélépipède  rectangle,  la  projection  horizontale  ne  d'une 
arête  adjacente  et  la  longueur  de  la  troisième  arête.  Construire  le  parallélépipède. 

4152.  —  Construire  les  projections  d'une  pyramide  hexagonale  régulière  dont  la  base  est  située  dans  un  plan  donné 
par  ses  traces:  on  donne  le  centre  de  la  base,  la  longueur  d'un  côté,  l'angle  que  fait  un  côté  avec  la  trace  horizontale  du 
plan,  et  enûn  la  hauteur  de  la  pyramide. 

4153.  —  On  donne  une  pyramide  quadrangulaire  dont  la  bn«e  est  sur  le  plan  horizontal.  Couper  cette  pyramide  par 
un  plan  tel  que  la  section  soit  un  parallélogramme. 

4154.  —  Déterminer  un  plan  passant  par  un  point  situé  sur  larète  d'une  pyramide  et  tel  que  le  périmètre  de  la  section 
soit  minimum. 

4155.  —  Déterminer  les  projections  du  dodécaèdre  régulier  reposant  par  une  de  se»  f  ice>  sur  le  plan  horizontal. 

4156.  —  Trouver  sur  la  ligne  de  terre  un  point  d'où  l'on  voie  deux  verticales  données  sous  le  même  angle. 

4157.  —  Mener  par  un  point  donné  une  droite  rencontrant  une  droite  donnée  sous  un  angle  a. 

4158.  —  ."Henerune  droite  s'appuyant  sur  deux  droites  données  et  faisant  des  angles  donnés  avec  les  deux  plans  de 
projection. 

4159.  —  Mener  par  un  point  donné  une  droite  faisant  l'angle  i  avec  le  plan  horizontal  et  l'angle  3  avec  une  horizon- 
tale donnée. 

4160.  —  Dans  le  plan  PiQ'  mener  par  le  point  a  une  droite  faisant  l'angle  ?  avec  la  ligne  de  terre. 

4161.  —  Faire  passer  par  un  point  donné  une  droite  à  une  distance  donnée  d'un  point  donné  et  ,i  une  autre  distance 
donnée  d'une  droite  donnée. 

4162.  —  Mener  dans  le  plan  PaQ'  une  droite  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizont.al  et  distante  de  xi/  d'une  lon- 
gueur donnée. 

4163.  —  Dans  un  plan  PiQ'  mener  une  droite  qui  fasse  un  angle  x  avec  le  plan  vertical  et  telle  que  la  distance  entre 
ses  traces  soit  égale  à  une  longueur  /. 

4164.  —  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  faisant  un  angle  x  avec  le  plan  horizontal. 

4165.  —  Mener  par  un  point  donné  un  plan  faisant  des  angles  donnés  a  et  J3  avec  les  deux  plans  de  projection. 

4166.  —  On  donne  la  trace  horizontale  xP  d'un  plan  et  deux  points  A  et  B  sur  celte  trace;  trouver  la  trace  verticale 
du  plan,  sachant  que  la  somme  de  ses  distances  aux  deux  points  A  et  B  est  2/. 


428  ECOLE  CENTRALE  (EXAMENS  ORAUX) 

4167.  —  Déterminer  dans  un  plan  donné  par  ses  traces  un  point  tel  que  le  produit  des  distances  de  ce  point  aux 
traces  du  plan  soit  égal  à  k-. 

4168.  —  Mener  par  un  point  donné  un  plan  également  incliné  sur  les  deux  plans  de  projection  et  tel  que  les  traces 
fassent  entre  elles  un  angle  donné  a. 

4169.  —  Mener  par  une  droite  de  prOfll  un  plan  tel  que  ses  traces  fassent  entre  elles  dans  l'espace  un  angle  donné  ï. 

4170.  —  Par  un  point  M  faire  passer  un  plan  qui  fasse  des  angles  égaux  avec  trois  droites  données. 

4171.  —  Projections  d'un  cercle  situé  dans  un  plan  donné  par  ses  traces,  connaissant  le  centre  et  le  rayon. 

4172.  —  Tracer  une  circonférence  passant  par  trois  points,  dans  un  plan  donné  par  sa  ligne  de  plus  grande  pente. 

4173.  —  On  donne  un  cône  par  sa  base  et  son  sommet  s,  s'.  Inscrire  dans  ce  cône  une  corde  parallèle  à  une  direction 
donnée.  —  Même  problème  pour  un  cylindre. 

4174.  —  On  donne  dans  un  plan  défini  par  son  échelle  de  pente  un  cercle  o  par  son  centre  et  son  rayon.  C'est  la  base 
d'un  cône  de  sommet  donné.  Mener  à  ce  cône  un  plan  tangent  par  un  point  donné.  —  Même  problème  pour  un  cylindre. 

4175.  —  On  définit  un  cône  par  son  sommet  et  sa  base  circulaire  dans  un  plan  donné;  mener  à  ce  cône  un  plan 
tangent  par  un  point  donné. 

4176.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  de  profil;  ce  cercle  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  s,  s':  mener  par  un 
point  a,  a   du  plan  vertical  le  plan  tangent  à  ce  cône. 

4177.  —  On  donne  un  cylindre  par  sa  base,  qui  est  un  cercle  dans  un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente,  et  la 
direction  des  génératrices.  Mener  à  ce  cylindre  des  plans  tangents  parallèles  à  une  direction  donnée. 

4178.  —  Mener  un  plan  tangent,  parallèle  à  une  droite  donnée,  à  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle  à  la 
ligne  de  terre. 

4179.  —  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  qui  coupe  une  droite  A  suivant  un  angle  i  et  une  droite  B  suivant  un 
angle  ,3. 

4180.  —  Construire  les  projections  d'un  cercle  donné  par  son  centre  et  son  rayon,  dans  un  plan  donné  par  ses  traces. 
On  donne  ensuite  un  point  s,  s',  la  ligne  de  rappel  .«s'  passant  par  le  point  de  rencontre  a  des  traces  du  plan.  Contours 
apparents  du  cône  ayant  pour  sommet  .<,  s'  et  pour  base  le  cercle  <lonné. 

■4181.  —  Contours  apparents  d'un  cône  de  sommet  s,  .s'  et  dont  la  b.ase  est  un  cercle  o,  o'  situé  dans  un  plan  de  profil. 

4182.  —  Projections  d'un  cercle  donné  dans  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Ce  cercle  est  la  base  d'un  cône  de 
révolution  de  hauteur  /t;  contours  apparents  du  cône. 

4183.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  parallèle  à  .iy\  déterminer  les  ases  des  projections  de  ce  cercle.  Contours 
apparents  d'un  cône  ayant  pour  sommet  .<,  s'  et  pour  base  le  cercle  considéré. 

4184.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  de  bout.  C'est  la  base  d'un  cône  de  révolution  de  hauteur  /i.  Déterminer 
les  contours  apparents  de  ce  cône. 

4185.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  par  son  axe^  perpendiculaire  à  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  par 
les  projections  d'une  génératrice.  Contours  apparents  du  cône. 

4186.  —  On  donne  un  tétraèdre  régulier  SABC  reposant  par  la  face  .ABC  sur  le  plan  horizontal  et  on  considère  le 
cône  de  sommet  .\  ayant  pour  base  le  cercle  circonscrit  au  triangle  BSC.  Contour  apparent  horizontal  du  cône. 

4187.  —  Même  problème  en  prenant  pour  base  :  1°  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  liSC;  2°  le  cercle  inscrit  dans  un 
carré  lui-même  inscrit  dans  le  triangle  BSC. 

4188.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  PiQ';  déterminer  les  axes  des  projections  de  ce  cercle  sur  les  plans  de 
projection.  Contours  apparents  du  cylindre  ayant  ce  cercle  pour  base  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une 
direction  B,  IV. 

4189.  —  On  donne  le  rabattement  d'un  plan  défini  par  ses  traces  sur  le  plan  horizontal;  dans  ce  rabattement  est  une 
courbe  fermée;  trouver  les  projections  de  cette  courbe  et  les  contours  apparents  du  cylindre  ayant  cette  courbe  pour 
base  et  ses  généraliires  parallèles  à  une  direction  donnée. 

4190.  —  Contours  apparents  d'un  cylindre  de  révolution  donné  par  sa  base  circulaire  dans  un  plan  de  bout  l'aQ'; 
ombre  propre  et  ombre  portée,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles  à  une  direction  donnée. 

4191.  —  Contours  apparents  d'un  cône  défini  par  son  sommet  s,  s'  et  sa  base  qui  est  un  cercle  donné  dans  un  plan 
de  bout.  Ombre  propre,  ombre  portée  par  le  cône  sur  le  plan  horizontal. 

0<  4192.  —  Ombre  du  cône  os,  o's'   tur  le  plan  horizontal. 

4193.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle  .^  la  ligne  de  terre  :  déterminer  les  généra- 
trices de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  de  ce  cône,  les  rajons  lumineux  étant  parallèles  ;i  une  direction 
donnée. 

4194.  —  On  donne  deux  cônes  de  sommets  s,  s';  (,  V  ayant  pour  bases  deux  cercles  dans  le  plan  de  bout 
l'jlj';  mener  à  ces  deux  cônes  des  plans  tangents  parallèles. 

4195.  —  .Normale  commune  à  un  cône  (dont  le  sommet  s,  .i'  est  dans  le  plan  lioi  izoiital|  et  à  un  c\  lindre 
ijonl  les  génératrices  sont  île  front,  les  bases  étant  deux  cercles  dans  un  même  plan  de  bout  PaQ'. 

419G.   —  .Normale  commune   à   deux  cylindres  dont    les  bases  sont   deux    cercles   situés  dans  le    plan 

-  Intersection  d'une  droite  et  d'un  cône  défini  par  son  sommet  et  par  sa  base    circulaire,  dans    le    plan    de 
comparaison. 

4198.  —  On  donne  un  plan  par  sa  ligue  de  pente  ;  une  horizontale  de  cote  3  contient  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  R, 
situé  dans  le  plan  et  qui  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  s  de  cote  6.  Intersection  avec  la  droite  ab  (o  =  7,6  =  9). 
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41 99.  _  Oa  donne  deux  droites  par  leurs  projections;  mener  une  liorizontale  de  longueur  5  s'appuyant  sur  les  deux 
droites  données. 

4200.  —  On  donne  un  cône  de  sommet  s.s'  et  dont  la  base  dans  le  plan  horizontal  est  une  ellipse.  On  demande  de 
mener  par  le  point  p,  p'  du  plan  de  bout  PaQ',  les  tangentes  à  la  section  du  cône  par  ce  plan. 

4201.  —  Déterminer  sur  un  cylindre  ou  un  cône)  de  révolution  à  axe  Tertical,  les  points  dont  le  rapport  de  la  cote  à 
1  eloignement  soit  égal  à  un  rapport  donné. 

4202.  —  On  donne  un  cône  à  axe  vertical,  un  plan  qui  le  coupe  suivant  une  ellipse.  Trouver  les  projections  de  la  section, 
effectuer  le  développement  du  cône  et  construire  la  transforméede  la  section  avec  la  tangente  en  un  point.  Points  d'inflexion. 

4203.  —  Étant  donnés  deux  points  sur  un  cône  par  leurs  prujections,  déterminer  le  chemin  minimum  sur  la  surface 
du  cône  entre  ces  deux  points. 

4204.  —  On  donne  un  secteur  OAMB  et  un  cercle  u  inscrit  dans  ce  secteur  :  on  enroule  le  secteur  de  façon  à  en  faire 
un  cône  de  révolution;  trouver  sur  ce  cône  les  projections  de  la  circonférence  w. 

4205.  —  On  donne  une  sphère  et  un  plan  sécant  PiQ';  trouver  le  sommet  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  suivant  le 
cercle  de  section. 

4206.  —  .Mener  par  un  point  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal  et  coupant  une  sphère  donnée 
suivant  un  cercle  de  rayon  donné. 

4207.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  une  sphire. 

4808.  —  Couper  une  sphère  donnée  par  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre  et  tel  que  la  section  soit  un  cercle  de 
rayon  donné.  On  donne  ensuite  un  point  s,  s',  sommet  d'un  cône  ayant  pour  base  le  cercle  d'intersection  ;  contours  appa- 
rents de  ce  cône. 

4209.  —  Étant  donné  un  plan  PzQ',  trouver  les  points  êquidistants  de  Pi  et  de  ïQ'  ;  puis,  étant  donnée  une  sphère, 
trouver  les  points  de  cette  sphère  êquidistants  de  Pi  et  de  iQ'. 

4210.  —  Ombre  d'une  droite  sur  une  sphère. 

4211.  —  Ombre  de  la  sphère  éclairée  par  des  rayons  à  43^.  Ombre  propre  et  ombre  portée  sur  le  plan  horizontal. 

4212.  —  Ombre  propre  d'une  sphère  éclairée  par  un  point  lumineux  pris  sur  la  ligne  de  terre. 

4213.  —  On  donne  une  sphère  par  son  centre  et  son  rayon  et  une  droite  graduée.  Intersection  de  la  droite  de  la  sphère. 

4214.  — Différentes  méthodes  pour  déterminer  l'intersection  dune  droite  et  d'une  sphère.  Généraliser  pour  une  surface 
de  révolution  quelconque,  à  axe  vertical. 

4215.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  et  une  sphère  ;  trouver  les  génératrices  du  cône  tangentes  à  la  sphère. 

4216.  —  Construire  une  sphère  dont  le  centre  soit  en  projection  horizontale  sur  une  droite  donnée  et  qui  coupe  les 
deux  plans  de  projection  et  un  plan  donné  parallèle  à  la  ligne  de  terre  suivant  trois  cercles  égauv. 

4217.  —  Déterminer  une  sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  à  un  plan  donné  ;  par  deux  points  et  tangente  à 
deux  plans  donnés. 

4218.  —  Contours  apparents  d'un  cône  de  révolution  tangent  au  plan  horizontal  et  au  plan  vertical,  dont  on  donne  la 
génératrice  de  contact  avec  le  plan  horizonlal. 

4219.  —  Déterminer  la  sphère  tangente  à  un  cône  et  à  un  cylindre  (ou  à  deux  cônes,  ou  à  deux  cylindres)  aux  extré- 
mités d'un  même  diamètre. 

4220.  —  Déterminer  un  cylindre  de  révolution  de  rayon  donné,  qui  soit  tangent  à  la  fois  au  plan  horizontal  et  à  un 
cône  de  révolution  donné.  On  donne  la  direction  horizontale  des  génératrices. 

4221.  —  On  donne  l'axe  de  révolution  et  le  rayon  R  d'un  cylindre  ;  placer  sous  ce  cylindre  un  cylindre  de  révolution 
tangent  au  plan  horizontal  et  au  cylindre  précédent,  les  génératrices  devant  être  parallèles  à  une  horizontale  donnée  mii,  m'n'. 

4222.  —  On  donne  un  cylindre  oblique  ayant  sa  base  dans  le  plan  horizontal;  mener  un  cylindre  de  révolution 
parallèle  à  une  direction  donnée,  de  rayon  donné  et  tangent  à  la  fois  au  plan  horizontal  et  au  cylindre  donné. 

4223.  — Trouver  la  projection  horizontale  d'un  point  d'une  surface  de  révolution  à  axe  vertical,  connaissant  sa  projec- 
tion verticale,  l'axe  de  la  surface,  ainsi  que  la  section  par  un  plan  de  front. 

4224.  —  On  donne  un  axe  vertical  et  une  circonférence  C,  C,  située  dans  un  plan  de  front.  Cette  circonférence  en  tour- 
nant autour  de  l'axe  engendre  une  surface  ;  trouver  la  projection  verticale  d'un  point,  connaissant  sa  projection  horizontale. 

4225.  —  On  donne  dans  un  plan  de  bout  une  courbe  tangente  à  la  trace  horizontale  iP.  Par  le  point  le  plus  à  gauche 
a  on  fait  passer  un  axe  vertical  et  on  fait  tourner  la  courbe  donnée  autour  de  cet  axe.  Connaissant  la  projection  verticale  m' 
d'un  point  de  la  surface  engendrée,  trouver  la  projection  horizontale  m  et  le  plan  tangent  en  ce  point. 

4226.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  de  bout  :  on  fait  tourner  cette  courbe  autour  d'un  axe  vertical  passant  par 
l'un  des  foyers  de  l'ellipse  projection  du  cercle  ;  nature  delasurface  engendrée.  —  On  donne  la  projection  verticale  d'un  point 
de  la  surface  ;  trouver  la  projection  horizontale  de  ce  point. 

4227.  —  On  donne  un  axe  vertical  et  une  courbe  quelconque  par  ses  deux  projections.  La  courbe  en  tournant  autour 
de  l'axe  engendre  une  surface  de  révolution.  Connaissant  la  projection  verticale  d'un  point  de  cette  surface,  trouver  la 
projection  horizontale  elle  plan  tangent  en  ce  point. 

4228.  —  On  donne  la  projection  verticale  d'un  point  d'une  surface  de  révolution  dont  l'axe  est  de  front  ;  trouver  sa 
projection  horizontale;  plan  tangent  en  ce  point. 

4229.  —  -Mener  à  un  tore  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

4230.  —  Courbe  de  contact  d'un  cône  de  sommet  s,  s',  circonscrit  à  une  surface  de  révolution  d'axe  vertical,  dont  la 
méridienne  est  dans  le  plan  de  front  de  l'axe. 

4231.  —  Construire  le  cylmdre  circonscrit  à  une  surface  de  révolution  donnée,  parallèlement  à  une  direction  donnée. 
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4232.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  ase  vertical  et  un  plan  sécant  par  ses  traces.  Trouver  le  sommet  du 
cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde  suivant  la  section  de  la  surface  par  ce  plan. 

4233.  —  Ombre  propre  du  tore  à  axe  vertical,  les  rayons  lumineux  étant  h  43°. 

4234.  —  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  tangent  h  un  paraboloide  de  révolution  dont  Tase  est  vertical. 

4235.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

4236.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  paraboloide  de  révolution  à  axe  vertical.  Démontrer  que  la  section  d'un 
paraboloide  de  révolution  par  un  plan  se  projette  suivant  un  cercle  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe. 

4237.  —  Mener  à  un  hyperboloïde  de  révolution  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

4238.  —  Mener  parallèlement  à  une  droite  donnée,  un  plan  tangent  à  un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  et 
qui  fasse  avec  le  plan  horizontal  un  angle  donné. 

4239.  —  Intersection  d'une  droite  avec  un  hyperboloïde  de  révolution,  dans  le  cas  où  la  droite  rencontre  l'axe  de 
l'hyperboloïde. 

4240.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  par  la  méthode  de  Rouché.  — 
Même  problème  au  moyen  d'un  paraboloide  hyperbolique. 

4241 .  —  On  donne  un  paraboloide  à  plan  directeur  horizontal  par  deux  génératrices  de  l'autre  système  :  !•  prendre  un 
point  sur  la  surface  ;  2°  mener  par  ce  point  le  plan  tangent  à  la  surface. 

4242.  —  .Mener  à  un  paraboloide  hyperbolique  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

4243.  —  On  donne  un  paraboloide  hyperbolique  par  deux  directrices  et  le  plan  horizontal  comme  plan  directeur  de 
l'autre  système.  Mener  un  plan  tangent  parallèle  à  la  direction  du  rayon  lumineux  R,R'. 

4244.  —  On  donne  deux  droites  dont  les  projections  verticales  sont  parallèles;  placer  sur  ces  deu\  droites  une  frontale 
de  longueur  donnée  ;  quelle  est  la  frontale  la  plus  courte  que  l'on  puisse  appuyer  sur  les  deux  droites. 

4245.  —  On  considère  un  cylindre  tangent  aux  deux  plans  de  projection  ;  ce  cylindre  est  de  révolution.  —  Trouver  sur 
sa  surface  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  des  distances  aux  deux  plans  de  projection  soit  égale  à  A-'. 

4246.  —  Même  problème  pour  un  cône  de  sommet  s,s'  dont  la  base  est  un  cercle  donné  dans  le  plan  horizontal. 

4247.  —  Tangentes  horizontales  dans  l'intersection  de  deux  cônes.  —  Points  le  plus  haut  et  le  plus  bas  dans  l'intersec- 
tion de  deux  cylindres. 

4248.  —  Détermination  des  asymptotes  dans  l'intersection  de  deux  cônes. 

4249.  — On  donne  un  cyUndre  et  un  cône,  le  cylindre  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  une  génératrice  dn  cône; 
intersection  des  deux  surfaces. 

4250.  —  Intersection  de  deux  cylindres  ayant  leurs  bases  circulaires  dans  le  plan  horizontal;  constructions,  points 
remarquables,  etc. 

4251 .  —  Intersection  de  deux  cônes  dont  on  donne  les  sommets  et  les  bases  circulaires  dans  un  même  plan  de  bout. 

4252.  —  Intersection  d'un  cylindre  à  base  circulaire  (dans  le  plan  horizontal)  avec  un  cylindre  de  révolution  parallèle 
à  la  ligne  de  terre. 

4253.  —  Intersection  de  deux  cylindres,  l'un  à  génératrices  horizontales,  l'autre  à  génératrices  quelconques.  —  Ligne 
des  points  doubles  en  projection  verticale. 

4254.  —  Intersection  de  deux  cônes;  l'un  de  sommet  s,.s'  a  pour  base  le  cercle  o,o'  donné  dans  le  plan  de  bout  PaQ'  ; 
l'autre  de  sommet  /,('  a  pour  base  le  cercle  c,c\  dans  le  plan  PiR'. 

4253  —  Intersection  de  deux  cônes  dont  on  donne  les  sommets  s,s',  t,l'  et  dont  les  bases  situées  dans  deux  plans  Pal!', 
]'xK  de  même  trace  horizontale,  se  projettent  horizontalement  suivant  des  cercles  de  centres  0  etC. 

4256.  —  intersection  de  deux  cônes  dont  on  donne  les  sommets  sur  xy  et  les  bases  circulaires  dans  deux  plans  verticaux 
de  même  trace  verticale. 

4257.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  vertical  ;  c'est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  des  horizontales 
de  direction  donnée  ;  dans  le  plan  horizontal,  on  donne  un  autre  cercle,  base  d'un  cylindre  dont  une  génératrice  est  donnée. 
—  Intersection  de  ces  deux  cylindres;  y  a-t-il  pénétration  entière,  tan^^cntielle  ou  arrachement. 

4258.  —  On  donne  un  cylindre  dont  la  base  est  le  cercle  o.o'  dans  le  plan  vertical  et  de  génératrices  parallèles  à  ah,a'b'. 

Un  autre  cylindre  parallèle  à  jri/  a  pour  base  dans  le  plan  de  proûl   RyS'  un  cercle  tangent  au  plan   PO' 
(parallèle  ;i  la  ligne  de  terrcf  et  au  plan  horizontal.  Trouver  l'intersection. 

-4259.  —  Intersection  de  deux  cônes,  l'un  de  sommet   s,  s'   et  de  base  c,   l'autre  de  sommet  (,  V 
et  de  base  f ,.  (c  et  e,  sont  deux  cercles  concentriques  dans  le  plan  horizontal  de  projection). 

4260.    —    Intersection  , 

d'un  cône  de  sommet    s,  .s'  s>        ;  5't 

ayant    pour    base    le   cercle 

o,  o'  dans  le  plan  horizontal 

et  d'un  cylindre  vertical  dont 

la  base  est  l'hyperbole  équi- 

latère   d'asymptotes    oa.  ob, 

indiquée  sur  la  figure  (3  ilis- 

positions|. 

4'J61.  —  On  donne 
deux  plans  de  bout  Pa^',  R?S'  :  dans  le  premier, 
on  considère  une  coni(|ue  de  centre  o.u  projetée 
horizontalement  suivant  le  cercle  0:  c'est  la  base 
d'un  cône  de  sommet    s,  s'  ;  dans   le  second  on 
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donne  un  point  c,  t',  centre  d'un  cercle  de  rayon  R  situé  dans  le  plan  :  c'est  lu  base  d'un  cylin.lre  parallèle  i 
section  des  deux  surfaces. 


Inter- 


F 

D; 

/G 


On  donne  un  cube  dont  la  face   ABCD  est  dans  le  plan  liorizontal.   Intersection  d'un  cylindre  de  génératrices 
parallèles  à  Al!  ayant  pour  directrice  le  cercle  inscrit  dans  la  face  BCGF  et  d'un  cône  ayant  pour  sommet 
(,       le  rpilleu  S  de  l'arête  GH  et  jiour  directrice  le  cercle  inscrit  dans  la  face  ABCD. 

4263.  -  Même  figure.  Intersection  du  cône  de  sommet  C  ayant  pour  base  le  cercle  inscrit  dans 
la  face  EFGH  avec  le  cène  de  sommet  G  qui  a  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  la  face  ABKK. 

4264.  —  Même  figure.  Intersection  des  cônes  ayant  pour  sommets  les  points  H  et  G  et  pour  bases 
respectives  les  cercles  inscrits  dans  les  faces  de  profil  BCGF  et  ADHE. 

4265.  —  On  donne  un  tétraèdre  régulier  SABC  reposant  par  sa  face  ABC  sur  le  plan  horizontal. 
Intersection  des  deux  cônes  ayant  pour  sommets  les  points  A  et  B  et  pour  bases  les  cercles  inscrits 
dans  les  faces  BSC  et  CSA. 


Même  problème  en  remplaçant  le  cercle  inscrit  dans  la  face  BSC  parle  cercle  circonscrit  à  cette  face. 
Même  problème  en  remplaçant  le  second  cône  par  un  cylindre  de  révolution  d'a.\e  SB  et  dont  le  diamètre  soit 


l'oint 


4266.  - 
4267. — 

égal  h  AC. 

4268.  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un   cylindre  ayant  chacun  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  liorizonlal  et  ayant 
un  plan  tangent  commun.  —  Déterminer  le  point  double  de  l'intersection  et  les  tangentes  en  ce  point 

4269.  —  Démontrer  que  si  deu.t  cônes  (ou  deux  cylindres)  du  second  degré  ont   une  courbe   plane  commune,   leur 
intersection  se  complète  par  une  seconde  courbe  plane. 

4270.  —  Trouver  l'intersection  de  deux  cônes  ayant  même  base  circulaire  dans  le  plan  horizontal  et  dont  les  sommets 
se  projettent  aux  extrémités  d'un  même  diamètre  parallèle  à  xy.  —  Particularités  de  l'intersection. 

4271.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  de  même  sommet. 

4272.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  de  révolution  à  a.xe  de  front, 
courant  et  tangente  en  ce  point. 

4273.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  de  révolution  de  rayon  donné  dont  l'axe 
est  dans  un  même  plan  de  front  avec  l'axe  du  cône.  —  Effectuer  le  développement  du  cône  et  tracer  la  transformée  de  la 

section. 

4274.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  de  révolution  parallèle 
à  la  ligne  de  terre. 

4275.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  de  révolution  d'axe 
quelconque. 

4276.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  (de  révolution)  de 
bout  bitangent  au  cône. 

4277.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical,  puis  un  cylindre  de  révolution  à  axe 
vertical  également,  disposé  comme  l'indique  la  figure.  —  Intersection;  points  remarquables;  ombre 
portée  par  le  cylindre  sur  le  cône. 

4278.  —  Intersection  d'un  cylindre  d'axe  parallèle  à  xy,  circonscrit  à  une  sphère  de  rayon  donné  et 
d'un  cône  de  révolution  d'axe  horizontal  et  dont  on  donne  le  demi-angle  au  sommet. 

4279.  —  Intersection  d'un  cylindre  parallèle  à  xy  et  circonscrit  à  une  sphère  donnée,  avec  un  autre  cylindre  de  géné- 
ratrices parallèles  à  une  droite  donnée  et  dont  la  base  est  la  section  de  la  sphère  donnée  par  le  plan  déterminé  par  son  centre 
,,,  et  la  ligne  de  terre. 

4280.  —  Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  d'un  cône  de  révo- 
lution dont  l'axe,  horizontal,  rencontre  l'axe  du  cylindre  ;  on  donne  le  Summet  de  ce  cône,  sur  l'une  des 
génératrices  de  contour  apparent  horizontal  du  cylindre,  ainsi  que  le  demi-angle  au  sommet. 

4281.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical.  Ombre  du  cylindre 
sur  la  sphère,  les  rayons  lumineux  étant  à  45°. 

4282.  —  On  donne  la  sphère  o,o'  et  le  cylindre  vertical  de  révolution  uc,  w'i'.  Intersection  des  deux 
surfaces;  particularités. 

4283.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical;  ombre  du  cône  sur  la 
sphère  (rayons  lumineux  à  iri'). 

4284.  —  Intersection  de  la  sphère  o,o'  avec  le  cylindre  de  révolution  d'axe  mi,  m'i'  (m,  milieu  du  rayon  on]  et  dont 
nd  est  une  des  génératrices  de  contour  apparent  horizontal. 

4285.  —  On  donne  l'axe  et  le  rayon  d'un  cylindre  de  révolution.  Contours  apparents.  Étant 
donnée  la  projection  horizontale  d'un  point  de  la  surface,  trouver  sa  projection  verticale.  Inter- 
section du  cylindre  donné  avec  une  sphère  de  centre  et  de  rayon  donnés. 

4286.  —  Mêmes  problèmes  pour  un  cône  de  révolution  dont  on  donne  l'axe,  le  sommet  et  le 
demi-angle  au  sommet. 

4287.  —  Intersection  d'une  sphère  donnée  par  son  centre  et  son  rayon  avec  un  cône  de 
sommet  donné  et  dont  la  base  est  une  ellipse  donnée  dans  le  plan  horizontal.  Cas  particulier  :  le 
sommet  du  cône  est  au  centre  de  la  sphère. 

4288.  —  Même   problème   er\    remplaçant  le    cône  par  un   cylindre.    Points   particuliers  de 
l'intersection,  ligne  des  points  doubles  en  projection,  etc. 
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4289.  —  Intersection  d'un  cône  de  sommet  donné,  de  base  circulaire  donnée  dans  le  plan  de  comparaison  et  d'une 
sphère  de  centre  et  de  rayon  donnas. 

4290.  —  On  donne  le  tétraèdre  régulier  SABC  reposant  par  sa  base  ABC.  sur  le  plan  horizontal.  Intersection  d'un  cône 
de  sommet  A,  d'axe  S.\  et  de  demi-angle  au  sommet  a,  avec  une  sphère  de  diamètre  SC. 

4291.  —  Démontrer  géométriquement  que  si  un  cône  entre  dans  une  sphère  par  un  cercle,  il  en  sort  par  un  autre 
cercle. 

4292  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  avec  un  cône  de  révolution  dont  l'axe,  qui  est  de  front, 
rencontre  l'axe  de  l'eUipsoide. 

4293.  —  On  donne  un  hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe  à  axe  vertical.  Intersection  avec  un  cône  de  révolution 
d'angle  au  sommet  i  et  dont  l'axe  rencontre  celui  de  l'hyperboloïde. 

4294.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  et  d'un  cône  ayant  son  sommet  sur  cet  axe  et  pour  base  une  courbe 
quelconque  dans  le  plan  horizontal. 

4295.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  avec  un  cône  dont  le  sommet  est  sur  l'axe  et  dont  la  base  est  la  section 
du  tore  par  un  plan  de  profil  contenant  le  centre  de  l'un  des  cercles  méridiens  du  tore. 

4296.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  et  d'un  cône  dont  le  sommet  est  sur  l'axe  du  tore  et  dont  la  base  est 
la  courbe  de  section  du  tore  par  son  plan  bitangent  de  bout. 

4297.  —  Intersection  de  deux  tores  dont  les  axes  se  rencontrent,  l'un  étant  horizontal,  l'autre  vertical. 

4298.  —  Intersection  d'un  hyperboloide  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  ayant  une  génératrice  commune  avec 
l'hyperboloïde. 

4299.  —  Intersection  d'un  hyperboloide  et  d'un  cône  ayant  une  génératrice  commune. 

4300.  —  Déterminer  l'ombre  d'un  cercle  horizontal  sur  un  cône  (ou  un  cylindre)  de  révolution  h  axe  vertical,  les  rayons 
lumineux  étant  parallèles  à  une  direction  donnée  ;  h  45". 

4301 .  —  Ombre  d'un  cercle  situé  dans  un  plan  de  bout  sur  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical,  rayons  lumineux  à  45°. 

4302.  —  Ombre  d'une  courbe  plane  sur  un  cylindre  ayant  pour  base  cette  courbe  plane  et  limité  h  cette  base. 

4303.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  de  front  ;  c'est  la  directrice  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  une  horizonlale  donnée.  Trouver  l'ombre  portée  par  la  directrice  à  l'intérieur  de  ce  cylindre,  les  rayons  lumineux 
étant  à  45°. 

4304.  —  Ombre  portée  par  l'ouverture  M,  M',  situé  dans  un  plan  de  front,  sur  un  cylindre  de  génératrices  parallèles  -i 
l'horizontale  ca,  c'a'  et  dont  la  base  est  l'ouver- 
tnre   M,  M',  les  ravons  lumineux  étant  paral- 
lèles à  R,  R'. 


_M' 


R' 


\ 


-^  A 


4305.  —  On  donne  un  hémisphère  creux 
reposant  par  son  sommet  sur  un  plan  horizon- 
tal. Construire  l'ombre  portée  à  l'intérieur 
par  le  rebord  horizontal. 


4306. 
4307. 


•  Ombres  du  demi-cylmdre  creux  dessiné  sur  la  figure  ci-contre. 
Ombres  propres  et  ombre  portée  dans  les  ensembles  de  deux  surfaces  indiqués  par  les  ligures  ci-dessus. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1672.  —  On  considère  les  deux  polynômes 

f(x)=  l—  Cf,ic^  +  C*»* ,  g{x)  —  C,\x  —  Cf.x'i  + 

Démontrer  l'idcnlilé  l/"(^)?  +  [!?'1-'>^)]'  =  n^i -\- x^)"'' ■ 


C.h.  MiciiKi.. 


1673.  —  Di'lerminer  un  polynôme  du  ciiiquiiiue  degré  V{x)  tel  que  V{x)  + 10  soit  divisible  par 
(X-+-2)'     et     P(a-)  — 10     par    (.f  —  2)^ 

\V.   Mkruiot,  h  Pari.-i. 

1674.  —  On  considère  une  ellipse  et  un  point  M  de  l'ellipse.  De  M  on  abaisse  les  trois  normales  k 
l'ellipse,  avant  pour  pieds  A,  B,  C.  Construire  la  quartique  lieu  du  centre  des  ellipses  qui  passent  par  M,  A,  B,C 
et  un  foyer  de  l'ellipse,  lorsque  M  varie. 

E.  N.  Harisien. 


bah-lk-hdc.  —  mr.  cuutb-jacquiit. 


Le  Jiédacteur-Gémnl  :  H.  VUlBEllT. 
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SUR  L'INTRODUCTION  EN  ANALYSE  DU  NOMBRE  c 
par  M.  Ch.  Michel. 


11  est  permis  de  penser  que,  de  toutes  les  méthodes  que  l'on  peut  suivre  pour  délinir  le  nombre  e 
et  pour  en  établir  les  propriétés  fondamentales,  celle  qui  est  adoptée  depuis  longtemps  en  analyse  et 
qui  est  devenue  classique  n"est  pas  la  plus  naturelle.  J'en  propose  une  autre  qui  me  paraît  mieux  mettre 
en  lumière  le  rôle  du  nombre  e  et  le  point  précis  où  sa  délinition  devient  nécessaire. 

Un  problème  capital  de  la  théorie  de  la  fonction  exponentielle  consiste  à  établir  l'existence  de  la 

dérivée  et  à  calculer  celte  dérivée.   Soit  la  fonction  a^,     a    étant  un  nombre  positif.  Donnons  à    x 

raccroissement  h  ;  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  celui  de  la  variable  s'écrit 

a"-! 
a' -y- 

a''  —  1 
Il  s'agit  de  prouver  que  l'expression   — 7 a  une  limite  quand  h  tend  vers  0  et  de  calculer  cette 

limite. 

Je  partirai  d'une  double  inégalité  fondamentale.  Si  a  est  diflérenl  de  1,  on  a,  )i  étant  un  entier 

positif, 

o"— 1 

—  =  a"-'  H-  a"--  -h h  1 . 

a  —  1 

Le  second  membre  se  compose  de  n  termes  compris  entre  i  et  a"  ;  donc,  si     a  >  1,     on  a 

o"  — 1 

n  <  ~  <  na"  ; 

a  —  1 

a"  —  1 

si     a  ■<  1,     on  a  >!  >  — —  >  na". 

a  —  1 

On  en  déduit,  dans  les  deux  cas,  la  double  inégalité 

(1)  n{a  —  1)<  a"  —  1  <  na^ia  —  4). 

De  la  seconde  partie  de  cette  double  inégalité,  on  tire,  en  retranchant  «  aux  deux  membres, 

„((,"+'  _  1  )  >(„  +  1  )(a"  —  1). 


Remplaçons  a  par  a  "i"-*  '   .    11  vient  alors 

«(a""  —  Ij  >  (n  -Hl)(n'^H=r_i)^ 

Cette  inégalité  montre  que  l'expression  n{n"—i),  où  n  désigne  un  entier  positif,  est  une 
fonction  décroissante  de  n.  D'autre  part,  elle  a  un  signe  constant,  le  signe  -h  si  a  >  1,  le  signe  — 
si     a  <<  1.     11  s'ensuit  qu'elle  a  une  limite  À,  quand  n  tend  vers  l'infini  (*j. 

a^  —  1 

1"  Je  dis  que    ^ —    tend  vers  '/.,  quand  x  tend  veis  0.  En  effet,  donnons  d'abord  à  x  des  valeurs 

positives  et  plus  petites  que  1.  A  toute  valeur  de  x  il  correspond  un  entier  n  tel  que  l'on  ait 

(*)  Noie  de  lu  llédaclion.  —  Ceci  n'est  évident  que  quand  o  est  iilus  grand  que   1.  Il  suffit  d'ailleurs  d'étudier  h  fond 
ce  cas. 
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n  n  4-  1 

a^  —  1 
et  quand  ,r  tend  vers  0,    "  tend  vers  ».  Qae  a  soit  plus  grand  ou   plus  petit  que  1,      est 

X 

.*-  1 

compris  entre  les  quantités     (»i -i- l)(a  "  — l)     et     «(ra"^'  — l),     lesquelles  peuvent  s'écrire 

'l^tlyi^nia^  -{)  et  _^x(n  +  l)('a '^  -  1  j. 

11  )H-  1 

a'  —  \ 
Ces  deux  quantités  tendent  vers  X,  quand  n  tend  vers    3o  ;      ,     qui  est  ainsi  compris  entre  deux 

nombres  qui  tendent  vers  X,  tend  aussi  vers  X. 

Donnons  ensuite  à  x  des  valeurs  négatives.  Posons    a;  =  —  y.     On  a 
a'^  —  y        ar'J  —  \  _    1         «"  —  1 
X  —\l~   o-'  '         y 

Quand  x  tend  vers  0,    y  tend  vers  0,    a''  tend  vers  1.  Le  second  membre  de  l'égalité  tend  donc  vers  X 
et  il  en  est  de  même  du  premier. 

Gela  posé,  il  est  aisé  de  déduire  des  résultats  précédents  que,  si  x  est  une  variable  quelconque  non 

nulle  tendant  vers  0,     tend  vers  X. 

X 

2°  Je  dis  que  X  es/  positif  si     n  >■  I,     négatif  si     «  <  1.     En  effet,  si  dans  la  double  inégalité  fon- 

damentale,  on  remplace  a  par  «  "  ,    il  vient     n'a  "  —  l)  •<  a  —  l  <<  «"(a  "  —  ij- 

Faisons  tendre  n  vers    ao  ;  à  la  limite,  on  a    X  <  a  —  1  <  «X. 

Si  donc     a  >  1,      X  est  positif;  si     a  <  l,     X  est  négatif. 

a^ 1 

Si     «  :=  I,     il  est  clair  que     a  pour  limite  0,  quand  x  lenl   vers  0.  On  voit  ainsi  que, 

quel  que  soit  x  et  quel  que  soit  a,  la  fonction  a'  a  une  dérivée.  Reste  à  calculer  cette  dérivée  et  c'est 
ici  qu'intervient  le  nombre  e. 

\  tout  nombre  positif  a,  il  correspond  un  nombre  X,  défini  comme  étant  la  limite  de     

quand  x  tend  vers  0.  Ce  nombre  apparaît  ainsi  comme  une   foncliou   de  a,  définie  pour   toute  valeur 
positive  de  a.  Désignons-la  par  o{a). 

3°  Je  dis  que,  a  et  b  étant  deux  nomhres  positifs  quelconques,  on  a     o(6)  =  ç('!)X  log„  b. 

En  effet,  on  a     h  —  n  ^°'^a'\     Par  suite,  quel  que  soit  x  différent  de  0,  on  a 

=  =  i -, —  X  log„  b. 

XXX  log„  b 

Cela  posé,  faisons  tendre  x  vers  0  ;    x  log„  h  tend  aussi  vers  0.  A  la  limite,  on  a  bien  l'égalité  énoncée. 

'i"  La  fonction  o[a)  est  une  fonction  continue,  croissante,   tendant  vers     H- x      quand    a    tend    vers 
-h  X     et     vers     — oo     quand  a  tend  vers  0. 

Prenons  en  effet  un  nom!)re     a  >  I.     On  a,  quel  que  soit  a,     'f(a)  =  o(^a)  x  loga'J. 
La  quantité  o(a)  est,  nous  l'avons  vu,  positive.  Quant  à  la  fonction  log,«,  a  étant  plus  grand  que  I,  elle 
est  continue,  croissante,  tendant  ver.s      !-oo     (juand  '/  tend  vers    -f-»,     vers     ^x     quand  a   tend 
vers  0.  Il  en  est  de  mi''me  de  la  fonction  o((i). 

.■>"  La  fonction  &(a)  étant  continue  et  variant  de     —  »     à     -\- x      passe  au  moins  une  fois  parla 

valeur  I.  Mais,  comme  elle  est  croissante,  elle  n'y  passe  ([u'uiie  fois.  Il  existe  donc  un  nombre  et  un 

r'  —  l     . 
seul  qu'on  désigne  par  la  lettre  e  et  qui  est  tel  que  l'on  ait     tp(c)  =  I,     c  est-a-dire  tel  que  ait 

|)0ur  limite  I  (jiiand  x  tend  vers  0.  Ce  nombre  est  plus  grand  f\nv  I. 


ACCÉLÉRATION  ET  DÉVIATION 


435 


On  a  i^(o)  =  (p(e)xlogea  =  log<,a.  Le  nombre  log^a  prend  le  nom  de  logarithme  népérien  de  a  et 
se  représenle  par  la  notation  spéciale  La.  La  fonction  Lx  est  une  fonction  croissante  de  x. 

6' La  fonction  a^  a  une  dérivée  égale  à  a'La.  En  particulier,  La  fonction  e^  a  pour  dérivée  e'. 

1°  J'indique  rapidement  les  conséquences  principales  des  résultats  précédents.  D'abord,  en  regar- 
dant la  fonction    y  =  log„i-     comme  l'inverse  de  la  fonction     x  =  a",     on   reconnaît  que  la  fonction 

logaX    a  pour  toute  valeur  positive  de    x   une  dérivée  égale  à    — —    En  particulier,   la  fonction  La;  a 

1  .  Lx 

pour  dérivée  — .  Comme  la  dérivée  de  Lx,  pour    x  =  1,     e^l  égale  à  1,  on  voit  que  le  rapport 


a  pour  limite  l'unité,  quand  x  tend  vers  l  ;  autrement  dit,  Lx  et  x— 1  sont  des  inliiiiment  petits 
équivalents.  En  changeant  de  notation,  on  voit  encore  que  L(l-(-x)  et  x  sont  des  inliniment  petits 
équivalents. 

D'après  cela,  considérons  l'expression  m',  u  et  y  étant  des  fonctions  d'une  même  variable  x.  On 
a  M'  =  e""".  Supposons  que  simultanément  u  tende  vers  1  et  u  vers  l'infini;  u'  prend  alors  la 
forme  indéterminée  I  °°  et  vLu  prend  la  forme  oo  xO.  Pour  trouver  la  limite  de  uLu,  on  peut  rem- 
placer Lw  par  l'infiniment  petit  équivalent     u  —  1.     On  a  donc  l'égalité 

lim.  U^    =  glim.oiu-l 


En  particulier,  soit  l'expression     (  1  -f- 


dans   laquelle    x    tend  vers    œ .    Ici, 


1  H 1       tend  vers  e.  Plus  srénérali  ment. 


-1=1, 

X 

quand   x 


V  =  X,     o{u  —  1)  =  1  •     Donc, 
tend  vers  x» ,  a  pour  limite  e'. 

On  reconnaît  que  la  fonction  e-^  a  une  intinité  de  dérivées  égales  à  e^.  Par  application  de  la  formule 
de  Mac-Laurin,  par  exemple,  on  obtiendra  le  développement  en  série  de  e'.  On  en  déduira  le  dévelop- 
pement de  e  en  série.  Grâce  à  ce  développement,  on  établira  que  e  est  un  nombre  irrationnel  compris 
entre  2  et  3. 


ACCÉLÉRATION  ET  DÉVIATION 
par  M.   G.  Fontené. 


1.  La  notion  d'accélération  s'introduit  par  le  fait  de  la  variation  du  vecteur  vitesse  ;  il  n'est  pas 
sans  intérêt  d"en\isager  l'influence  de  cette  variation  sur  la  position  du  mobile,  ou  encore  de  rattacher 
la  notion  d'accélération  à  la  déviation  provoquée  par  le  changement  du  vecteur  vitesse  :  c'est  ainsi  que 
l'emploi  de  ladévintion  donne  facilement  l'expression  de  l'accélération  complémentaire  dans  le  problème 
de  la  composition  des  mouvements.  La  note  actuelle  a  pour  objet  principal  de  rendre  intuitive  la  formule 
bien  connue  qui  exprime  l'accélération  au  moyen  de  la  déviation.  J'ai  supposé  la  trajectoire  plane, 
mais  il  est  facile  de  voir  que  le  résultat  reste  exact  lorsque  la  trajectoire  est  gauche. 

Soient  M  et  M,  deux  positions  inliniment  voisines  d'un  mobile  sur  sa  trajectoire  ;   soient  v  et  Vt 

les  vitesses  en  ces  deux  points  ;  appelons  0  le  temps  que 
le    mobile  met    à  aller  de    M    en   M,.   Si   l'accélération 
n'existait  pas  après  la  position  M,  le  mobile  partant  de  M 
parcourrait  pendant  le  temps  6  le  chemin  rectiligne 
(1)  MP,  =  i;0; 

J>  v6  Q.  on  appelle  déviation  le  vecteur  P,M,  ;   la  limite  de  la  direc- 

tion   P,M,    est  généralement  différente  de  la  direction  de 
la  tangente  en  SI  :  en  eflet,  si  Ion  désigne  par  R  la  projection  orthogonale  du  point  M,  sur  cette  tan- 
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gente,  comme  MP,  est  égal  à  la  partie  principale  de  l'arc  MM„  ou  de  la  corde  MM,,  ou  enfin  de  MU, 
le  segment  PiR  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre  comme  le  segment  RM,.  De  même,  si  l'accélé- 
ration n'existait  pas  avant  la  position  M,,  le  mobile,  pour  venir  en  M,,  devrait  parcourir  pendant  le 
temps  0  le  chemin  rectiligne 

(2)  PM,  =  i',e; 

les  directions  P,M,  et  PM  ayant  même  limite,  si  l'on  mène  PQ  parallèle  à  la  tangente  en  M  jusqu'à 
sa  rencontre  avec  M, F,,  on  peut  écrire 

(1')  PQ  =  v", 

en  négligeant  seulement  un  intininieiit  petit  du  3"'  ordre,  puisque  M,Q  est  du  second  ordre.  D'après  les 
formules  (!')  et  (2),  si  l'on  réduit  chaque  infiniment  petit  à  sa  partie  principale,  le  vecteur  QM,  est  le 
produit  par  0  de  la  vitesse  vectorielle  acquise  pendant  le  temps  t),  vitesse  qui  a  pour  expression  (y)  X  6, 
l'accélération  étant  définie  à  la  manière  ordinaire,  la  parenthèse  désignant  un  vecteur;  on   peut  donc 

écrire 

(QM,)  =  (y)X9^ 
comme  IM  et  IM,  ont  même  partie  principale,  il  en  est  de  même  de  IP  et  IM,,  et  l'on  a 


(P.M,)  =  (PM)=  (I 


P,M, 


ou  mieux 

(3)  (i)  =  ''"'•(     0 

Telle  est  la  formule  vectorielle  qui  lie  le  vecteur  accélération  à  la  déviation  ;  elle  montre  bien  que 
l'accélération  a  sa  composante  normale  dirigée  de  M  vers  le  centre  de  courbure  en  M. 

En  somme,  le  triangle    PQM,    est  simplement  homothétiqne  au  triangle  qui  sert  à  définir  l'accélé- 

P  M  1 

ration,  le  rapport  d'homothétie  étant  0,  et  la  limite  du  rapport     '„     est  —  •    Il  n'y  a  rien  de  plus. 

2.  La  formule  (3)  permet  de  retrouver  aisément  les  expressions  des  composantes  tangentielle  et 
normale  de  l'accélération.  On  a  d'une  part 

,...         ds  ,        1    d-s 

arcMM,  =  ^0^-_e^  +  -, 

ou 

arc  MM,—  vd  = "-^^-^  ■■■, 

2   dt 


ou,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  3«  ordre,    P,R  =  —  —j^  o-, 


1    dv 
Y'di 

\i  étant  toujours  la  projection  orthogonale  du  point  M,  sur  la  tangente  en  M  ;  on  a  donc 

P,R         1   dv 


ou 


lim.      „     — 

b-  2   dt 


a       2  rf/  '        dl 

On  a  d'autre  part,  en  désignant  par  p  le  rayon  de  courbure  en  M,  et  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  troisième  ordre.     .MM,"  =  2p  x  RM,  ; 

en  divisant  par  0^,  on  a  donc     u^  =  2p  x  ^'     "^ 

(5)  Y«=f 

P 

3.  Analytiquoment,  si  l'on  prend  comme  origine  des  coordonnées  le  point  M,  comme  axe  des  x  la 
tangente  en  M,  comme  axe  des  y  la  droite  qui  porte  le  vecteur  accélération,  la  vitesse  et  l'accélération 


NOTE  SUR  LA  QUESTION  159.Ï 


en  M  étant  v^  et  •;,  on  a 

^    X„   =   (•(,,  \    au   =:  0, 

\  î/o  =  0,  1  ?/ô  =  ï, 

et  les  l'ormules  du  mouvement  sont,  avec    /  =  0  au  point  M, 

X  =  Vol  -^al^-h     -, 
ï 


=  ±r-^bt^  + 


Si  MP;Mi  est  le  contour  des  coordonnées  du  point  M,  correspondant  k     (  =  0,     WPi  et  MP;  ne 
difi'èrent  que   par  un  infiniment  petit  du  3"  ordre,  alors    que  P;i\li  est  du   second  ordre,  et  la  limite 

du  vecteur  (— V^  )   se  confond  avec  la  limite  du  vecteur   (  -77^)'    cette  limite  est  un  vecteur  l  —  \ 

porté  par  Mi/. 

Cette  démonstration  assimile  le  mouvement  véritable  au  mouvement  parabolique 

si  l'on  suppose  que  la  figure  ci-dessus  est  relative  à  un  tel  mouvement,  l'arc  de  courbe  MM,  étant  un 
arc  de  parabole,  . . .,  les  directions  PiM,  et  PM  sont  exactement  parallèles,  l'égalité  (QM,)  =  (y)x9^ 
a  lieu  exactement,  ainsi  que  l'égalité     PiMi  =  PM. 


NOTE  SUR    LA   QUESTION  1595 

pai'  M.  J.   Haag,  professeur  de  Matlu5niatiques  spéciales  au  lycée  de  Douai. 


Dans  la  solution  que  M.  G.  Cotty  a  dormée  de  cette  question,  il  existe  certaines  inexactitudes  que 
je  crois  bon  de  signaler. 

Tout  d'abord,  M.  Colty  fait  remarquer  qu'on  passe  de  a:  à  y  en  changeant  <  en    —t.    Ceci  demande 
1 
à  être  précisé,  car  le  symbole     l\J-î    n'est  délini  que  pour     /  >  0.     La  symétrie  indiquée  par  l'auteur 
existe  cependant,  comme  cela  est  évident  n  priori.  Pour  la  retrouver  analytiquement,  il  suflit  de  remar- 
quer que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  est 


>(-m-^^r 


1 

car  la  primitive   de    —    est  aussi  bien     log  (— a;)    que     log(-t-a;).    Cette  remarque   est   d'ailleurs 

d'une  importance  toute  théorique.  Mais,  voici  une  erreur  plus  grave.  Si  l'on  regarde  sur  la  figure  la 
portion  de  courbe  qui  correspond  au  tableau  de  variations,  on  voit  que  l'angle  polaire  de  la  demi- 
tangente  positive  à  la  courbe  croît  de "-   à  —  -t-  2tc.    Or  cet  angle  polaire  est  précisément  l'angle  o 

4         4 


tel  que  ,m_|J  = 


et  il  est  manifeste  que,  lorsque  t  croit  de  0  à     4- oc ,     cet  angle  c-  rroit  seulement  de    -7-  à h~. 

'  o       .  4         4 

Ceci  exige  la  présence  d'un  point  de  rebroussement.  C'est  ce  que  nous  allons  d'ailleurs  vérifier  dans  un 
instant. 
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NOTE  SUR  LA  QUESTION  1593 


dx  ihi 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  faisons  remarquer  qu  il  n  est  pas  utile  d'annuler  ——    et    -r^  pour 

avoir  les  maxima  de  x  et  de  y.  Il  suffit  de  remarquer  qu'en  un  tel  point,  on  a     =>  =  A-    pour  '/  et 

o  =  —  -^  yi-     pour  r.  D'où    les   valeurs  correspondantes   de  (,  si  on  les   désire.   Ceci   pourrai!    être 

toutefois  en  défaut  pour  le  point  de  rebroussement  dont  la  tangente  n'est  pas  forcément  parallèle  à 
l'un  des  axes,  du  moins  a  priori .  Si  l'on  veut  cependant  avoir  les  dérivées  de  .r  et  de  y,  il  n'y  a  pas  de 
nouveaux  calculs  à  faire.  On  a  en  effet  formé  dès  le  début  ri  c  et  r/y.  On  a  par  suite  : 

dx  r  di'  ,,  <         .       ~\ 

— r-  =  il  —7-  (l  -+-  cos  o)  —  sin  o  I  , 
do  L ''"?  '  J 

ou  — r-  = —  I  ces  -—(1  -f-cos  f)  —  sin  9  sin  (  o '^  ]  \, 

sin^^p--) 


De  même 


dx 
dy 

do 


\/I  sin 


-  (  I  +  sin  0-4-  cos  f) .  cos  o. 


v/2  sin 


(-î) 


(  I  -+-  sin  a  +  cos  c) .  sin 


On  en  déduit,  en  passant,  le  rayon  de  courbure 


R  = 


r[i  -h  sin  &-+-COS  &) 


\f-i  sin  (  ç 


Les  variations  de  x  el  de  y  sont  maintenant  immédiates.  Il  était  aussi  préférable  de   conserver 
l'angle  r  dans  les  expressions  de  x  et  de  y .  On  y  voit  apparaître  en  effet  les  combinaisons 

m      9  —  —  et  ; ;   =  cos      -i • 


1  -ht- 
J'artant  de  là,  on  trouve  immédiatement  : 


X  ^  Ct\/i  (1  -+-  cos  =.),  !/  =  Ci\/i  ^1  +  sin  a). 

On  a  finalement  le  lableau  et  la  courbe  qui  suivent  : 


r 

y 

0 

0 

cr. 

cr. 

-.T,   - 

î/i 

dpcr. 

cr. 

-0  — 

-î/9  — 

rr. 

Cf. 

+  X 

-hx 

y 

^ 

(p=n_ 

y 

/ 

0 

oc 
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Mathématiques  générales. 

dy 


1586.  —  1°  Ivli'grer  l'cqualkm  diffi'-reniielle    -^  =  i/s/l  — y^. 

2"  Montrer  que  la  roiirhr  intégrale  qvi  passe  par  le  point  x  =  0,  !/  =  '''  f^''  '"''"^  représentée  par 
les  équations     x  =  Ltg— ,     y  =  sin /.     Construire  cette  courbe. 

3°  Calculer  l'aire  cowpri>e  (nlre  cette  courbe,  l'axe  des  x,  l'axe  des  y  et  la  droite  x  =  a.  Limite  de 
celte  aire  lorsque  a  croit  indéfiniment. 

4°  Expression  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  en  vn  point,  au  moyen  de  la  valeur  du  paramètre 
l  qui  correspond  à  ce  point. 

5°  En  conclure  les  coordonnées  des  points  d'inflexion  de  la  courbe. 

6°  Volume  du  solide  limité  par  la  surface  engendrée  par  la  courbe  en  tournanl  autour  de  Ox. 


1.  Les  variables  se  séparent  immédiatement,  et  l'éqiialion  s'écrit 
dx  = 


^  r 

en  supposant  que  les  radicaux  comportent  un  double  signe.  On  en  déduit 

a;  -  Xo  =  L     — +  y/— -_1    , 
I   ?/        ^     >J'-  I 

et  celte  relation  définit  l'intégrale  générale. 

Mais  pour  construire  les  courbes  représentées  par  celte  équation,  il  est  préférable  d'exprimer  x  et 
y  en  fonction  d'un  paramètre. 

^  ^^  dt 

2 .   Posons     V  =  sin  /,     nous  avons     dy  =  cos  t  dl,     ./l  —  y'  =  ±  cos  /,     et     ±dx  =  — — -  ■ 

Nous  en  tiruns     ±[x  —  Xq)  =  L  [  tg  —    ;    par  suite,  la  courbe  est  définie  par  les  équations  para- 
métriques 

I        t  I 
±(x  —  Xo)  =  L  \  tg  —   ,        y  =  sin  < . 
I        ^  I 

Et,  pour  avoir  toute  la  courbe,  il  suflira  de  faire  varier  /  dans  un  intervalle  dont  l'étendue  soit  égale 

à  2Tt. 

Ecrivons     que     cette     courbe     passe     au     point       x  =  0,       t/  =  1  ;     nous     avons       1  =  sin  t, 

rta^j  =  L   tg  —    •     La  première  donne     '  =  -^'     ^^  seconde     x,,  =  0.     Il  en  résulte  que  les  équations 
paramétriques  de  la  courbe  à  construire  sont     ±x  =  Ltg  —  K  y  —  sin  /. 

A  toute  valeur  de  t  correspond  une  valeur  de  y  et  deux  valeurs  de  x  égales  et  de  signes  contraires; 

la  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  à  Oy  ;    et  nous  pourrons  nous  borner  à  étudier  la  valeur 

I       t-  I 
X  =  L\  tg-   • 

Si  l'on  change  t  en     — t,      tg—       ne  change  pas,   et  sm  t   change  de  signe,  donc   la  courbe  est 
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symétrique  par  rapport  à  Ox.  Entia,  si  l'oa  change  /  en     -  —  f,      y  ne  change  pas,  el  x  change  de  signe, 
puisque     tg  —    se  transforme  en      ï    nous  retrouvons  la  symétrie  par  rapport  à  0;/. 

En  définitive,  nous  ferons  varier  /  de  0  à   -^.     et  nous  prendrons  les  symétriques  de  la  branche  de 

courbe  correspondante  par  rapport  aux  deux  ax^es.  Comme  dans  cet  intervalle     tg  —    est  positif,  les 

équations  paramétriques  de  la  courbe  s'écrivent 

t 


a;  =  L  ta 


sm  t, 


et  l'on  a 

dx  1 

dt  sin  t 


d'J 


—  cos  i. 


dy 


=  cos  /  sin  l. 


dt         -  '  -   '  ^^j. 

Quand  t  croît  de  0  à    — >     x  croit  de     — oo     à 

0  et  y  croit  de  0  à  1  ;  on  obtient  ainsi  la  branche  de 
courbe  LA,  la  tangente  au  point  A   étant  parallèle  à 
Oi-.  Nous  traçons  en  pointillé  la  branche  AL'  symétrique  de  AL  par  rapport  à  Oy. 

3.  Soit  MP  l'ordonnée  correspondant  à     x  =  a     («  <  0)  ;     désignons  par  a  la  valeur  de  /  comprise 

1^  a  a 

entreOet    —    qui  fait  prendre  à  x  la  valeur  a.  Nous  avons     Ltg-=a,     tg  —  =  e"    et    ï  =  2arctge''. 

/  -         r-  j     '^        ^ 

L'aire  OAMP  est  mesurée  par  l'intégrale  définie     A=  ^   s  yrf.r  =  f    2  rf;  =  —  —  a  =  — —  2arc  tge". 
Quand  a  augmente  indétiniraent  par  valeurs  négatives,  e"  a  pour  limite  zéro  et  A  a  pour  limite     —  • 
Donc  l'aire  limitée  par  Qx,  Oiy  et  l'arc  AL  est  égale  à    —  • 


4.  Le  rayon  de  courbure  R  eu  un  point  de  la  courbe  a  pour  expression    |{  = 
x",  y"  désignant  les  dérivées  premières  et  secondes  de  r  et  y  par  rapport  à  /. 


I  ^y"  —  y'^" 


x,y  . 


On  a     x'  —  — 5     '/ 

sm  / 


cos  ! 


R  = 


sin'-*  t 

(1  -+-  cos^<sin-<)  ■- 
I  sin  <cos  2t  I 


y"  ■=  —  sin  (,  et  par  suite 


5.  En  un  point  d'inilexion  le  rayon  do  courbure  est  inllni  ;  donc  les  /  des  points  d'inflexion  doivent 
annuler  sin  /  cos  2<.  Les  valeurs  de  l  qui  annulent  sin  l  correspondent  aux  points  à  l'infini  de  la  courbe  ; 
il  n'y  a  donc  à  considérer  que  les  racines  de  l'équation     cos  2/  =  0.     Celle-ci  admet  une  seule   racine 

l  =  —    comprise  entre  0  et    —■    Par  suite,  sur  la  branche  AL  existe  un   point  d'inflexion  I  dont   les 

coordonnées  sont    ,c  =  L  tg  — .     y  =—^-    Le  point  I'  symétrique  de  I  par  rapport  à  Oy  est  le  point 
d'inflexion  do  la  branche  AL'. 
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6.  Le  volume  engendré  par  la  courbe  LAL'  tournant  autour  de  Or  est  égal  à  l'intégrale  définie 

V  =    I    y-dx  =  -       sin  tdl  =  -  \  —  cos  f  |  "  =  2-. 

J.  L'HERMITTE. 

Solutions  analogues  par  MM.  P.  Béteille.  à  Parizot  i Haute-Garonne  ;  P.  Bbizard,  à  Paris  :  A.  Darmon.  à  Paris  :  G.  Focchï, 
à  Roanne  ;  G.  Fbeï  ;  D.  Geobgkscc,  à  Bucarest  ;  M.  Lamotte.  lycée  Janson  ;  Mozziconacci,  à  Belley  ;  Rebodklat,  conducteur 
des  ponts  et  chaussées,  à  Langres  :  L.  Simon,  instituteur  à  Doudeville  ;  Louis  Sire,  lycée  de  .Nancy  ;  J.  Soldet,  à  Rouen. 
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Mathématiques  générales. 

1590.   —  On  donne  l'équation  di/férentielle      -r^  ^  — — ^ -i- ( 1 )i/  =  0.        où     a    et    b 

dx-         a     dx        \  n-  b-  r 

désignent  deux  constantes  positives. 

1°  Trouver  une  solution     y  =  f{x)     de  cette  équation,  telle  que,  pour     x  =  0,     on  ait 

y  =  Il  et  — ^  =  0. 

dx 

20  Construire  la  courbe  qui  représente  la  variation  de  la  fonction  y  =  f{x)  ainsi  déterminée,  en 
supposant  que  x  croisse  de  0  à     +  x  . 

Calculer  les  ordonnées  des  points  ou  la  tangente  est  parallèle  à  ox  et  les  valeurs  du  rayon  de  courbure 
en  ces  mêmes  points. 

2  1  1 

i"  L  équation  caractéristique  est      X-  h À  h =r  0. 

a  a^        b- 

Elle  admet  comme  racines    )  = —  t',     la  solution  sénérale  de  l'équation  est  donc 

Il        Ij  '-  ^ 

y  =  Ae    "      '+66"       ''  ,     ce  qui  s'écrit    y  =  e    "  \.\e     >>  -i- Be  '  j . 
Nous  savons  d'ailleurs  que  la  partie  entre  crochets  peut  se  remplacer  par    .A,  cos  — — h  Bi  sin  -7-  > 
A,  et  B,  désignant  deu.x  nouvelles  constantes;  la  solution  générale  est  en  définitive 

y  =  ^    "  (A,  cos  ^  — B,  sin-^)- 

Pour    X  =  0,     on  doit  avoir    y  =  li     et    —^  =  0.     donc    A,  = /(        et  — -!- =  0. 

^  dx  a  b 

Par  suite     B,  =  —  h:     la  solution  cherchée  est  donc     7  =  — <'     "  (  a  cos  - — h  6  sin  -;-  )  ■ 
'/  a  \  b  h    1 

2"  Pour  construire  la  courbe  représentant  les  variations  de  y  quand  x  croit  de  0  à  4-  »  nous 
supposerons  h  positif;  si  h  était  négatif,  pour  avoir  la  nouvelle  courbe  il  suffirait  de  changer  le  sens 
d'orientation  positive  sur  oy. 

^  ,       —  (a- -\-b^)he    "    .      X 

On  a  q'  =  — i — -! sin  -p  ■ 

n-b  b 

y'  s'annule  pour    x  =  bk-.     X  ces  valeurs  correspondent  des  maximums  ou  des  minimums  pour 

y  ;  des  maximums  si  A-  est  pair,  des  minimums  si  k  est  impair. 
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On  peut  donc  dresser  le  tableau  suivant 


/(  >0 


0 

fm 

26:1 

hkr. 

6(A-  +  l)r 

-4-» 

0 

0 

0 

0 

0 

/( 

décr. 

1 

h 

—  he    ""' 
min. 

croit 

1 

he    "'-      ... 
max. 

1 

(.A- 

0 

y  ayant  des  valeurs  de  signes  contraires  aux  bornes  de  cliacun  des  intervalles  [bk-,  b{k-\-  i)-]  s'an- 
nule une  fois  dans  chacun  de  ces  intervalles.  Il  faut  en  outre  remarquer  que  les  minimums  et  maxi- 
mums décroissent  constamment  en  valeur 
absolue.  Gela  étant,  la  courbe  a  la  forme  ci- 
contre.  Elle  est  asymptote  à  ox. 

Les  ordonnées  des  points  où  la  tangente 
est  parallèle  à  ox  sont  les  valeurs  de  y  pour 
X  =  bk-  ;     ce  sont  donc 

y  =  /(r^'"'(— I)\ 
où  k  prend  les  valeurs  1,  2,  3,  ...  ;  le  rayon 
de  courbure  en  ces  points  a  pour  valeur 

bkr. 


R 


1 


«2^2 


y"         \a-  -H  b'^)h 
On  prendra  le  signe     —    si   /.■  est  pair,  le  signe     +     dans  le  cas  contraire. 


A.  DARMON. 


Bonnes  solutions  :  5I"«  Madeleine  Jansmian  ;  M.Vl.  Mozzico.v.vca,  à  Belley  :  Berthelop;  Aiibl\rd,  à  I^uines  :  Rebouillat,  à 
Langres;  U.  Mvnrv,  ;i  .\lbi  ;  G.  FoooaY,  à  Roanne  ;  J.  L'Heamire  ;  Louis  Sire  ;  D.  GEORGEfcu,  à  Bucarest. 


1591.  —  Trouver  l'intéc/rale  générale  de  l'équation  différenlielle 

d-y         -    _^    ,    J_      _     T         -f 
dx-        a    dx        (1^  ' 

a  cl  c  désiijniiiU  dnix  cmistnnles  posll'wes. 

Etumlner  le  cas  particulier  ou     c  ^=  ±a. 

L'équation  caractéristique  est      ( /•  h )  =  0;      l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second 

menibrc  est  donc     ;/  =  r    "  (Cx-hC) 

Si  X  d'îsignc  une  constante  convenablement  choisie,  la  fonction    y  =  le  '-     est  solution  de  l'équation 
</-»/        2    dij         1  - 


On  trouve  ainsi     X  = 


dx''         a     dx         a 
1  a-c 


(I-t)' 


(a  -t-  cy 


MÉCANIQUE 


443 


Finalement  la  fonction     i/,  — 


,  e     "     est  solution  de  l'équation  complète,  et 


(a  H-  c)-  (a —  C; 

la  solution  générale  demandée  est 

y  =  (C.T-H  G')e     "  -+-^1. 
Lorsque     c  =  ±  a,     j/,  n'existe  plus.  On  remarque  alors  que    e    "     est  une  solution  de  l'équation 
sans  second  membre  et  on  pose    y  =  u.-^,         "  étant  fonction  de  r  ;  on  a  ainsi  successivement, 

_i  I.       u     ^JL  _i       2h'    -—        "     — - 

y  ^  lie     ■"  ,        '/  =  u  e     " e     "  ,       ii    =  u  e     " e     "H e     "  . 

^  a  a  a- 

Los  coefQcients  de  u  et  de  u'  sont  alors  nuls  et  Téqualion  se  réduit  à     li'  =  e  ■'  [e  '•-  -i-  e    ''  ) 

Pour  fixer  les  idées,  prenons     r  =  rt  ;     nous  aurons     »"  =  e  " -f- 1  ;     par  suite, 

a      ^  n-      -î       x'        _,  „, 

u'  =  — -  <:  '  H-  j-  -t-  G,  u  =  —r-  e  "  -^  — -  -i-  Cx  -h  L  . 


La  solution  générale  est         y 


"-(■ 


+  Ca7-t-C' 


,.).-. 


Bonnes    solutions  :  Mil.    G.  Foucry,  à  Roanne;    E.   Berthelot  ;  .\mblaru,   à   Ruines;  A.    DonssoT  ;  K.    Ma.se.x,  a    AIbi  ; 
L.  Sibe;  a.  Darmo.n;  G.  Giuncd,  à  Jassy  (Roumanie). 
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1587.  —  On  donne  deux  droites  horizontales  D  et  D',  rectangulaires  et  ne  se  rencontrant  pas.  Sur 
ces  droites  se  meuvent  sans  frottement  deux  points  matériels  pesants  M  et  M',  qui  s'attirent  l'un  l'autre  pro- 
portionnellement à  leur  distance. 

1°  Déterminer  les  mouvements  des  points  M  et  M'.  Former  les  équations  du  mouvement  du  centre  de 
'jravité  des  points  M  et  M'.  Comment  doit-on  choisir  le  rapport  des  masses  des  points  .M  et  M'  pour  que  le 
mouvement  de  ce  point  soit  périodique  ?  Montrer  qu'alors  sa  trajectoire  est  une  courbe  algébrique. 

2°  Est-il  possible  de  choisir  le  rapport  des  masses  des  points  M  et  M'  et  les  conditions  initiales  des 
mouvements  de  ces  points  pour  que  la  longueur  MM'  reste  constante? 

3°  È'n  supposant  que  les  points  M  et  M'  aient  des  masses  égales,  étudier  la  variation  de  la  distance  MM'. 
'.''  En  supposant  encore  que  les  points  M  et  M'  aient  des  masses  égales,  déterminer  la  surface  engen- 
drée par  la  droite  MM'.  Montrer  qu'il  est  possible  de  choisir  les  conditions  initiales  des  mouvements  des 
points  M  et  M'  de  façon  que  cette  surface  se  décompose.  Déterminer  le  contour  apparent  horizontal  de  celte 
surface.  Le  construire,  avec  cette  condition  que  le  point  M'  ait  une  vitesse  nulle  à  l'instant  où  le  point  M 

passe  au  pied  de  la  perpendiculaire  commune  à  D  et  à  D'.  Montrer 
que  cette  courbe  est,  en  général,  la  développée  d'une  ellipse.  Cas 
d'exception. 

Prenons  pour  axe  des  :  la  perpendiculaire  commune  aux 
deux  droites,  pour  axe  des  x,  la  droite  D,  et  alors,  pour  axe 
des  y,  une  parallèle  à  la  droite  D'. 

1.  Soient  M  et  M    les  deux  points,  x  labscisse  de  M,  y  l'or- 
donnée de  M'  et    c  =  /(    la  cote  tixe  de  ce  point  ;  désignons  par 
(•  la  longueur  MM'  et  par  kr  la  force  attractive    commune    aux 
deux  points.   La  projection   de     MM'  sur  Ux  étant     —  x.     l'équation  différentielle  du  mouvement  de 
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ce  point  est 

d-x 

m  —~-  =  —  kx  ; 
dt- 

de  même,  celle  du  point  M'  est     m'  —~-  =  —  kij  : 
^  dt'  ^ 

aonc  SI  on  pose   —  =  "  ,    — ;  =  <"-,    les  équations  du  mouvement  des  points  M  et  M'  sont 

(i)  X  =  acos  tut -h  b  sinuil,  ij  =  a' cos  m' l -i- b' sinm' t . 

Celles  du  mouvement  du  centre  de  gravité  sont 

(m  +  m'}x  =  m[a  cos  t»t-i-b  sin  lo/),  [m -+- m")>j  =  m\a  cos  w7  -h  b'  sin  w'(),  {m -r  ni j  z  —  in'h. 

Ce  point  se  meut  donc  dans  un  plan  parallèle  au  plan  des  xij  et  son  x  et  son  y  sont  donnés  par 

(2)  I  =  A  cos  u)/ -h  B  sin  w<,  y  =^  A'cosw'/ +  B' sinwV. 

Les  deux  projections  de  ce  point  sur  Ox  et  sur  Oy  sont  animées  de  mouvements  vibratoires  dont 

,        .  .  ^  27t        2- 

les  périodes  respectives  sont   — -et  — r-    Pour  que  le  mouvement  total  soit  périodique,  il  faut  qu'elles 

(OU) 

aient  deux  multiples  égaux,  c'est-à-dire  que  l'on  ait     p—-  =  q-^  '    ceci  donne     —  =  i-,     puis 

ni  p- 

m  q^ 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  masses  pour  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
soit  périodique.  En  posant  alors     m  =  p^^     on  aura    w  =  ,^a,     et  les  équations  (:2i  deviendront 

X  =  A  cos  py-l  +  B  sin  pit, 
y  =  A' cos^ï/ +  B' sinçi^ 

Il  n'y  a  plus  qu'à  prendre  X  =  tg—  pour  avoir  deux  expressions  rationnelles,  d'ordre  2/;  et  "Iq 
en  X,  ayant  pour  dénominateurs  respectifs  (À--i-l',  (À- -i- 1)?.  Le  lieu  est  donc,  dans  ce  cas,  une 
courbe  unicursale  d'ordre  2p  ou  Sç,  suivant  que    p^q. 

il  est  bien  entendu  que.  dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  p  et  q  premiers  entre  eux. 

2.  Nous  avons  évidemment        MM"  =  lO  cos  iMi  —  b  sin  a)()--i-(fl  coswV  -f-  6' sin  w'iy  +  h^, 
et,  par  suite, 
1    rfMM'' 


dt 


=  w(a  cos  (u<-t-6  sin  «>/)( —  a  sin  u<  +  é  cos(i>/)-i-(u'(a'cos(o'<-Hé'  sin  <"'<)( —  a'sinio7-!-é'cos  toi) 


Pour  que  MM'    soit  constant,  il  faut  que  sa  dérivée  par  rapport  à  /  soit  identiquement  nulle  ;  or 
il  est  visible  que  ceci  a  lieu  si    co  —  „j',     et  si,  en  outre,     ab-^n'b'  =  Q,        a^  —  b^ ->r  n'^  —  6"  =  0. 
Il  s'agit  de  montrer  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  cas.  Pour  cela,  développons  cosio^  et  sin  tôt  en  séries,  ainsi 

que  cos  w't  et  sin  <"'/,  et  annulons  tous  les  coeIRcients  de  la  série  qui  représente  —  — ^^ —  ;  nous  trou- 

^         ^  ^2       dl 

verons  successivement 

abui  -h  flV/'io'  =  0,  {b-  -  a')to2  -+-  [b'-  —  n'-)io'-  =  0, 

abf»^  -f-  o'6W»  =0,  [b-  —  a2)io'  -+-  [b'-  —  d-y"  =  0, 

rtétos  H-  a'b'io'^  =  0,  . . . ,  etc. 

La  première  et  la  troisième  nous  montrent  qu'il  faut  prendre    (o  =  w',     ou  bien    ab  =  0,     a'b'  =  0  ; 

la  seconde  et  la  quatrième  nous  montrent  que     <"  =  w',     ou  bien    a-  —  A^  =  0,     a'-  —  b'*  =  0;     or  on 

ne  peut  pas  avoir  k  la  fois 

ab=0,  n'  —  b'-O    et     a  é  =  0,  n'' —  b'' =z  0; 
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car  les  quatre  quantités  a,  h,  a',  b'  seraient  nulles  :  donc  il  faut  prendre     w  =  oj'     et,  en  même  temps, 

ab  +  a'h'  =  0,  a-  —  b'^  -+-  a"-  —  h'-  =  0  ; 

par  conséquent    m  =  m'    et  il  y  a  deux  relations  entre  les  conditions  initiales  des  mouvements. 

Il  n'y  a  donc  pas  d'autre  cas  que  celui  que  nous  avions  prévu,  dans  lequel  la  distance  MM'  soit 
constante. 

3.  Supposons    maintenant    que    l'un    ait     seulement       )?î  =  m',       to  =  u'  ;        alors    l'équation 

d^^'         «  .    ..     •  I  .  1      •         j  1 
=  0     peut  s  écrire,  en  chanu;eant  le  signe  du  premier  membre, 

(ab  +  a'b')  tR-  (o<  +  (a-  —  6'  -H  a'^  —  h"-)  tg  w/  —  >  ah  -(-  a'b')  =  0  : 

elle  admet  deux  racines  de  signes  contraires,   tg  x  et    — cotga,    de  sorte  que  cette  équation  s'annule 

T                                                                    3- 
pour     mI  =  I,     ('j(  =  —  -I-  a,     (u/  =  -  -t-  a     et     tnt  = \-  o.,      ï   désignant  tout  naturellement  un 

angle  aigu  et  positif. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées, 

ab  +  a'b'  >  0  ; 

alors  de     /  =  0    à     î  =  — ,    la  dérivée  est  positive  et  M.M'  va  en  croissant  ;  cette  longueur  décroit  de 

a  -j.  T  y.  —  -x  -  0(Tta3~ 

/  =  —    à      l  —  —H !     croît  de 1-  — -     à 1 .     décroit  de 1 a 'r -^ ^    ei 

ui  I.)  i(o  10  2u)  (0(0  ai  10  (O  iKi 

ï  3-  27: 

enfin  croit  de h-—     à 

(.0  2(0  (0 

4.  Les  équations  de  la  droite  MM'  sont 

X  — X    _   Y    _    Z 

-a-  y   ~    h  ' 

ce  sont  deux  équations  linéaires  en  sin  to/ et  cos  (o«,  entre  lesquelles  il  est  facile  d'éliminer  ces  quan- 
tités. Cherchons  plutôt  d'abord  le  lieu  du  point  V{x,  y)  (voir  la  figure).  Les  équations  (I)  nous   donnent 

cos  (o/  sin  (jui  i 

h'x  —  by         aij  —  a'x         ab'  —  ba' 
par  conséquent  le  lieu  est  l'ellipse     (o;/  —  a'x)-  +  [by  —  b'x)-  =  {ah'  —  ba')".     D'autre  part,  le  lieu  de  la 
droite  MM'  s'obtient  en  éliminant  x  cl  y  entre  les  deux  équations  de  MM'  et  celle-ci  ;  celles  de  MM' 
donnent 

hX  AY 

et  le  lieu  demandé  est 

(ab'  —  ba')- 


[aY{h  —  Z)  —  a'XZf  -+-  [b\[h  —  Z)  —  i'XZj-  =  ^^^ 

c'est  une  surface  du  quatrième  degré. 

Elle  s'abaisse  évidemment  si  l'ellipse  s'abaisse,  c'est-à-dire  si    ab'  —  bn'    est  nul.  Dans  ce  cas, 
l'ellipse  se  réduit  à  la  droite  double 

ay  —  a'x  —  0, 
et  la  surface  se  réduit  au  paraboloïde 

aY{h—Z)~  a'\Z  =0. 
Le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal  est  l'enveloppe  de  la  droite  MP,  c'est-à- 
dire  de 

(X  —  x)y-hYT  =  0, 
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ou  \ 1  =  0. 

X  1/ 

L'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  s'obtient  en  remplaçant    x  el  y    par    -,     ;     dans 

l'équation  de  l'ellipse  trouvée  antérieurement:  c'est 


/  a        a'  \  -       /  b         b'  \  -        lab'  —  ba'Y 

\  V  U    !  \   0  U    I  W- 


C'est  une  courbe  de  quatrième  classe,  doublement  tangente  à  la  droite  de  l'infini. 
Dans  le  cas  particulier  signalé,  où  a  et  b'  sont  nuls,  l'équation  devient 

a'-         b-         b-a''^ 

Elle  représente  la  développée  d'une  ellipse  ayant  pour  axes  O.r  et  Oi/,  et  pour  longueurs  d'axes 

a'^b^ 

■X-  =  la'-',  lî-  =  W,  ave,c  X  ^  -—-^ -— ■ 

(a-  —  6')- 

Dès  lors  rien  de  plus  simple  que  de  construire  cette  courbe,  connaissant  a'  et  b. 
Bonnes  solutions  :  MM.  E.  Addibep.t,  à  Marseille  ;  J,  Sodi.a,  à  Montpellier. 


1592.  —  On  suppose  qu'un  corps  solide  qui poun-ait  tourner  autour  d'un  axe  fixe  A  et  glisser  le  long 
de  cet  axe  sans  frottement,  reste  en  équilibre  sous  l'action  d'un  système  de  forces  (S)  qu'on  laissera  d'abord 
fixes  et  d'une  force  variable  F  appliquée  au  point  fixe  P. 

1°  Trouver  le  lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  représentant  la  force  F. 

2°  Montrer  que  le  lieu  S  de  l'axe  central  du  système  de  forces  (S,  F)  est  un  cylindroide,  c'est-à-dire  une 
surface  dont  l'équation  peut,  en  coordonnées  rectangulaires,  se  ramener  à  la  forme 

:{x--hy^)  —  kxy  =  0. 

30  Montrer  que  le  lieu  de  l'extrémité  du  moment  résultant  du  système  d''.  forces  (S,  F)  par  rapport  à  son 
axe  central,  en  supposant  l'origine  de  ce  vecteur  placée  stir  l'axe  A,  est  une  ellipse  C. 

4°  On  laisse  fixes  l'axe  A  et  le  point  P,  mais  on  fait  varier  le  système  de  forces  (S)  de  manière  que  le 
cylindroide  S  ne  change  pas.  Dans  ces  conditions,  l'ellipse  C  varie.  On  demande  le  lieu  de  son  centre,  de 
ses  axes,  de  ses  sommets,  de  ses  foyers. 

1°  Prenons  la  droite  .\  pour  axe  des  ;  et  le  point  P  (.to,  0,  0)  sur  ox,  les  axes  étant  rectangulaires. 
Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  d'équilibre  du  corps  solide  sont,  d'abord  que  la  résultante 
générale  du  système  (S,  F)  soit  perpendiculaire  à  oz,  puis  que  le  moment  résultant  de  ce  système  par 
rapport  à  oz  soit  nul.  Ces  conditions  peuvent  se  traduire  ainsi  :  1°  La  projection  de  la  force  F  sur  oz  est 
égale  et  de  signe  contraire  à  la  projection  sur  oz  de  la  résultante  générale  du  système  (S)  ;  2°  Le  moment 
résultant  de  F  par  rapport  à  oz  est  égal  et  de  signe  contraire  au  moment  résultant  de  (S)  par  rapport 
au  même  axe. 

La  première  de  ces  conditions  exprime  que  l'extrémité  de  la  force  F  décrit  un  plan  parallèle  au  plan 
des  xy  ;  la  seconde  que  la  projection  de  la  force  F  sur  le  plan  des  xy  a  un  moment  donné  par  rapport 
au  point  0,  donc  que  l'extrémité  de  la  force  F  décrit  un  plan  parallèle  au  plan  xoz.  Le  lieu  de  cette 
extrémité  est  donc  une  parallèle  à  ox.  On  peut  le  retrouver  analytiquemenl. 

Soient  (rt,/>,r,p,9,r;lessix  coordonnées  du  système  (S),  .\,  Y,  Z  les  composantes  do  la  force  F  dont 
les  moments  par  rapport  aux  axes  sont    0,  —  ar„  Z,  x„  Y. 

Les  conditions  d'équilibre  sont 

t -4-  /  r=  0,  r-hXo  \  —  0. 
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Or  l'extrémité  de  la  force  F  a  pour  coordonnées 

X  =  a"o  -4-  X,  y  =  Y,  z  =  Z. 

Donc  le  lieu  de  cette  extrémité  est  la  droite 

c  -(-  :  =  0,  /■  -H  x„!/  =  0, 

qui  est  bien  parallèle  à  ox . 

Les  coordonnées  du  système  total  (S,  F)  sont 

a^\.  /-- -I-  Y,  '-■  +  Z.  /3,  >l  —  -roZ,  /■  +  a.-„Y. 

Tenons  compte  des  deux  conditions  d'équilibre.  11   restera  le  seul  paramètre  X.  Posons     X  =  >.. 
Les  six  coordonnées  deviennent 

L'axe  central  a  pour  équations 

H-r:(6  — —  \  ,        ,  —  x(6  — —  Wy(a-+-À) 


h  — 
qui  s'écrivent  encore 


-Xib  -— y  +  (a-H/.)^~j+/;Ù— -^j— (a-t-À)(ç  -i- cxo)  =  0, 


\x{h j  —  j/(a  -H  À)  =  0 . 

L'élimination  de     (a  4-X)     donne  le  lieu  de  cette  droite  : 

; (  b-^ix"-^ y'-)  +  ylpy  -  (?  -h  cjr„).r]  =  0.  (s) 

Ce  calcul  suppose     A =  U.     Si  l'on  avait     i —  —  =  0,    c'est-à-dire  si  la  résultante  générale 

.(•„  x„ 

du  système  total  était  parallèle  k  o,r,  il  y  aurait  décomposition.  C'est  un  cas  qu'il  est  facile  d'étudier 

directement. 

.Montrons  que  la  surface  obtenue  i;  est  un  cyliodroïde,  c'est-k-dire  peut  se  ramener  en  axes  rectan- 
gulaires à  la  forme  z{x-  -h  y^)—kxy  =  0. 

Pour  cela,  remarquons  que  le  lieu  de  l'axe  central  a  une  équation  de  la  forme 
zlx'  -+-  y^)  =  -JiX^  -+-  2  'pxy  -i-  ^(y\ 

Transportons  l'origine  en  un  point  de  03  sans  changer  la  direction  de  ox   et  de   oy.   Posons  donc 
:  =  z  —  /(  ;     nous  aurons 

z'{x-  -h  J/^)  =  (a  -t-  h)x-  -H  i'àxy  -^  (y  -+-  h)y'-. 

Déterminons  h  par  la  condition  que  les  deux  droites  du  plan  des  xy, 
(a H-  h)x--\~'i^xy-\-{-i-^h)y-  —  0, 
soient  rectangulaires  et  prenons  ces  droites  pour  axes  des  x  et  des  y,  l'équation  de  la  surface  s  aura 
été  ramenée  à  la  forme  demandée. 

3°  Cherchons  sur  celte  surface  le  lieu  de  l'extrémité  de  l'axe  du  couple  minimum,  l'origine  étant 
placée  sur  o:. 

Rappelons  que  la  cote  du  point  où  l'axe  central  coupe  oz  est 
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Si  on  prcrifi  ce  point  (0,  0,  :)  pour  origine  de  l'axe  du  couple  résultant,  l'extrémité  a  pour  coordon- 
nées (x,  y,  :),  X  et  !/  élant  donnés  ainsi  : 

X  —  p  -hzlb j ,  y  =  q  -h  cxo  —  z{a  -{-'>'). 

Imaginons  que  x,  y,  :  soientexprimés  enfonctionde  À.  On  obtiendrait  des  fractions  rationnelles  dont 
les  numérateurs  seraient  du  premier  ou  du  second  degré  en  ).  et  dont  le  dénominateur  commun  serait 
celui  de  :.  Le  lieu  demandé  est  donc  une  ellipse. 

En  se  plaçant  à  un  autre  point  de  vue,  on  peut  encore  dire  que  le  lieu  est  la  section  du  cylindroïde 

par  le   plan     .(•  =  /j-i-;(i ),     en  faisant   observer  que   cette   intersection   comprend  comme 

solution  étrangère  la  droite    .1=0,    p-i-z(b —  j.     Il  reste  une  conique.  On  peut  retrouver  qu'elle 

est  une  ellipse  en  cherchant  sa  projection  sur  le  plan  des  xy,  projection  dont  l'équation  s'obtient  en 
éliminant  :  entre  les  deux  relations 

X  =  p-^z(b '—),  zlb  —  —  Yx-  +  y')  -+-  y[py  —  (q  -h  cxo}x]  =  0. 

\  *^'o  /  \  '^'J 

Cette  élimination  est  immédiate  et  donne 
(x  —  p)[x^  +  ^')  -H  y[py  —  (î  -H  f-To W  =  0  ou  encore  x[x2  -^yi  —  px—{q+  cxo)t/J  =  0. 

La  projection  de  la  conique  trouvée  sur  le  plan  des  xy  est  donc  un  cercle.  L'équation  du  cylindroïde 
montre  d'ailleurs  que  toute  conique  tracée  sur  lui  se  projette  sur  le  plan  des  xy  suivant  un  cercle. 

Nous  ferons  la  remarque,  sans  traiter  la  question,  qu'il  est  possible  de  démontrer  géométriquement  : 
1"  que  le  lieu  de  l'extrémité  de  l'axe  du  couple  résultant  minimum,  son  origine  étant  sur  oz,  est  une 
ellipse  C  rencontrant  oz  et  projetée  sur  le  plan  des  xy  suivant  un  cercle  ;  2°  que  par  suite  le  lieu  de 
l'axe  central  est  le  lieu  d'une  droite  qui  rencontre  oz,  qui  reste  parallèle  au  plan  des  xy  et  qui  rencontre 
l'ellipse  C.  C'est  là  la  définition  classique  du  cylindro'i'de  ou  cono'ide  de  Pliicker. 

4.  Comment  varie  l'ellipse  C  lorsque  le  système  (S)  se  déforme  de  façon  que  le  cylindroïde  reste 
le  même,  le  point  P  demeurant  fixe  :'  Cette  hypothèse  revient  à  dire  que  b,  c,  p,  q,  v  varient  propor- 
tionnellement. L'ellipse  C  si  l'on  pose 

p  =  >,a,  ly  -t-  cxo  =  Àp,  b =  ^Y. 

Xo 

(»,  ^,  ■(  étant  fixes,  X  variable)  a  des  équations  de  la  forme  suivante  : 

x2  +  1/2  _  ).(ax  +  py)  =  0,  X  =  X(y:  -h  a). 

Le  centre  de  cette  ellipse  a  pour  coordonnées 

),a  Xp  a 

'  ~  ~2~'  ^  ~  ~2"'  "  ~        2y 

Le  lieu  de  ce  centre  est  donc  la  droite 

^  ^  y_  .  ^ 1 

a         p  '  -  2y  " 

Grâce  à  cette  remarque,  le  mouvement  de  cette  ellipse  est  déterminé  et  nous  allons  pouvoir  opérer 
géométriquement.  Il  sera  commode  de  projeter  la  ligure  sur  le  plan  des  xy  et  le  plan  des  :x. 

Soit  D',  D  l'horizontale  lieu  ilu  centre.  La  droite  de  bout  o  du  plan  des  yz  par  laquelle  passent 
les  plans  des  ellipses  a  une  cote  double  de  celle  de  cette  horizontale. 

Prenons  un  point  quelconque  w',  lo  de  la  ligne  des  centres.  L'ellipse  est  déterminée.  Son  plan  est 
le  plan  du  bout  P'.  Sa  projection  horizontale  est  le  cercle  do  centre  w  qui  passe  par  o.  Les  deux  axes 
de  cette  ellipse  sont  :  1°  la  frontale  aa^,  a'a'i  ;  t"  la  ligne  de  bout  bb'  projetée  verticalement  en  w'. 
L'axe  de  bout  décrit  le  plan  horizontal  D'. 
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L'axe  de  front  reste  parallèle  au  plan  vertical,  il  rencontre  la  ligne  de  bout  w'  et  l'horizontale  D'D. 
11  engendre  donc  un  paraboloide  équilatère  bien  défini. 

Cherchons  maintenant  les  lieux  des  sommets. 
Ce  sont  des  courbes  tracées  sur  le  cylindroïde.  En 
projection  horizontale,  puisque  les  cercles  projec- 
tions des  ellipses  sont  homothétiques,  le  centre 
d'homothétie  étant  o,  les  quatre  points  u,  a„  6,  6, 
décrivent  quatre  droites  passant  par  o.  Les  lieux 
des  sommets  sont  donc  des  sections  planes  du 
cylindroïde  par  des  plans  passant  par  la  verticale 
0.  qui  est  génératrice  double  du  cylindroïde.  Ces 
lieux  sont  donc  des  génératrices  horizontales  de 
cette  surface. 

On  aurait  pu  le  voir  plus  simplement,  sans 

introduire  le  cylindroïde,  en  remarquant  que  les 

triangles    owi    restent  homothétiques.    Donc,    le 

oi  .     .     ^        oi  o'(o' 

rapport est  constant.   Or,   —  =  — ;-;-  i    donc 

'  '         oa  oa  0  a 

le  point  a'  décrit  une  parallèle  à  ox.  La  démons- 
tration s'appliquerait  au  sommet  a,,  ",.  Pour  les 
deux  autres,  le  résultat  est  plus  facile  encore  à 
obtenir.  Cherchons  enfin  le  lieu  des  foyers.  Le 
grand  axe  est  l'axe  de  front.  Les  foyers  sont  donc 
les  points  f,  f,  =>',  ?  tels  que 

o'f  =  (u'o''=  ui'n" — (o6'=  ui'a''—wa'=  w'a'  — i»'h'    : 
oj'/'  =  u)'o'  =  a' h'. 

Mais  ah'  est  constant,  donc  le  lieu  des  points  f  et  ^'  est  une  conchoide  de  la  droite  D',  le  point 
fixe  étant  o',  la  longueur  constante  étant  d'h'. 

Dans  l'espace,  le  lieu  des  foyers  est  la  courbe  tracée  sur  le  paraboloide  équilatère,  lieu  de  l'axe  de 
front  dont  la  projection  verticale  est  cette  conchoïde  de  droite. 

Les  équations  de  cette  courbe  peuvent  aisément  s'obtenir.  Supposons  que  les  axes  de  coordonnées 
subissent  une  translation,  la  nouvelle  origine  devenant  o'.  Le  paraboloide,  lieu  du  grand  axe  serait,  en 
reprenant  les  notations  employées  en  dernier  lieu,  de  la  forme    -,'</:  =  âx. 

En  projection  verticale,  en  prenant  pour  axe  polaire  o'x'  parallèle  à  ox,  l'équation  du  lieu  des 


^'a. 

0'1"< 

^.r 

i     \.'.'i'    .--^^^^'^   y         D' 

\ ^.-■^-%\    '"'^^^           1 

"Jfe 

[''         1           '"f\ 

ff 

3\~-^-cr"f^"?' 

/ 
1 

t 

Vj" 

/A«, 

h 

7^ -^'"'^                      D^ 

!^ 

(!,  ; 

\A6 


par  suite 


points  /"  et  o'  serait 


P  = 


-k. 


•(  sm 


Les  coordonnées 


k  étant  une  constante  qu'il  serait  facile  d'exprimer  au  moyen  des  nombres  a.  p 
d'un  foyer  sont  donc,  en  fonction  du  paramètre  w, 

/'  a  \  .  X  "p      COS  u) 

X  =  COS  'i)( 1-  /:  I ,  !/  =  A-  sin  w  h >  :  = : 

Vvsiniu  /'  '^  T  '.'     sm  0. 

En  exprimant   sin  <o  et  cos  w   en  fonction  de   tg -^ .   on  voit  que  ces  équations  représentent  une 

quartique  unicursale. 

iN'uus  avons  reçu  des  solutions  géométriques  de  M.M.  i;.  Cotty  et  Ballif,  que  le  manque  de  place  nous 
empêche  d'insérer. 

Bonnes  solutions  de  MM.  G.  Cotty;  Audibkbt,  lycée  de  Marseille  ;  Parrod  et  R.  Acschkr. 
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1599.  Soit  nn  microscope  composé  d'un  objectif  de  distance  focale  =3  millimètres,  et  d'un  ocu- 
laire de  distance  focale  =  3  centimètres,  séparés  entre  eux  par  une  distance  invariable  de  30  centimètres. 
L'objectif  1-eçoit  deux  faisceaux  lumineux  provenant  de  deux  points  situés  à  l'infini  dans  deux  directions 
syméirir/ues  par  rapporta  l'axe  de  l'instrument  et  faisant  entre  elles  un  angle  de  30  degrés. 

On  demande  quels  sont  les  moyens  d'observer  l'image  des  deux  points  lumineux  à  travers  cet  instrument, 
et  quelles  seront,  suivant  les  cas,  les  dimensions  réelles  ou  apparentes  de  celte  image. 

On  examinera  les  divers  cas  suivants  : 

1°  Observation  directe  en  enlevant  l'oculaire  : 

2°  Observation  à  travers  l'instrument  tel  qu'il  est,  soit  à  l'œil  nu,  soit  en  s'aidant  d'une  lentille  supplé- 
mentaire dont  on  choisira  à  volonté  la  distance  focale  et  qui  pourra  être  placée  soit  derrière  l'oculaire,  soit 
entre  celui-ci  et  l'objectif. 

On  appliquera   les  firmules  des   lentilles   minces  :  la    distance   de   vision   distincte  sej-a   supposée  de 

30  centimètres. 

{Ecole  supérieure  des  Mines,  concours  de  1906.) 

1°  Les  deux  faisceaux  lumineux  donnent  dans  le  plan  focal  d'émergence  de  l'objectif,  c'est-à-dire 
à  3"°"  de  celui-ci,  deux  points  lumineux  A  et  B  et  ces  deux  points  lumineux,  situés  sur  deux  axes 
secondaires  inclinés  de  30°  l'un  sur  l'autre,  sont  distants  d'environ  l"""»,.?. 

Si  on  regarde  ces  deux  points  en  enlevant  l'oculaire,  on  doit  se  placer  à  une  distance  de  300'°°", 
distance  100  fois  plus  grande  que  celle  qui  les  sépare  de  l'objectif;  on  les  verra  donc  sous  un  angle  de  Oû,3. 

2"  FJans  l'oculaire,  qui  esta  une  distance  de  AB  égale  à  297""",  les  axes  secondaires  des  points  A 
et  B  forment  entre  eux  un  angle  égal  à  -^-^-XoO"  ou  —  de  degré  ;  AB  donnera  une  image  réelle 
A'B'  à  une  distance  x  de  l'oculaire  donnée  par  l'équation 

1 =  1  (1  on  X  =  33°", 3;. 

297         :r  30 

Un  ne  pourra  regarder  celle  image  à  l'o'il  nu  qu'en  se  plaçant  à  300""'  au  delà  et   on   la  verra  sous  un 

angle  x  tel  qu'on  ait 

a  :  —  =  33,37  :  300,  d'où  a  =  O"',0337. 

33 

Si  l'on  s'aide  d'une  lentille,  d'une  distance  focale  de  f  millimètres,  placée  au  delà  de  l'oculaire,  ce 

sera  pour  s'en  servir  comme  d'une  loupe  pour  observer  l'image  A'ii'.  En  supposant  le  centre  optique  de 

l'œil  silué  au  foyer  d'émergence  de  celle  loupe,  l'angle  sous  lequel   on  verra  l'image  définitive  sera 

A'B'  ,       ,         10        33, S7  10,11 

ou,  en  degré?,    -:^X- 


f      """  ""  ""=^'"''     Si^      f  f 

Si  la  lenlillo  auxiliaire  est  placée  en  avant  de  l'oculaire,  elle  servira  d'objectif  pour  l'observation 
de  AB.  En  supposant  l'œil  situé  au  foyer  d'émergence  de  l'oculaire,  on  trouve  que  l'image  fournie  par 
la  lentille  auxiliaire  doit  se  formera  27"'°'  de  cet  oculaire  et,  par  conséquent,  à  270'"'"  de  AB.  Le  pro- 
blème se  ramène  alors  à  placer  une  lentille  de  distance  focale  /  de  façon  que  l'image  réelle  qu'elle 
produit  soil  à  270"""  de  l'objet.  En  désignant  par  e  celle  dislance  de  270°°',  on  trouve  que  le  grossisse- 

e+\le'  —  \ef 

ment  pioduil  par  celle  lentille  est  g  = ,  ..-■ 

'         e  —  fje''  —  ief 

Le  diamètre  api)an'nl  df  l'image  délinilive  est,  en  degrés,     ^  =  3g. 

♦ 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


1675.  —  On  considère  la  fonction 

ihoc  —  X 


Il  = 


dans  laquelle  ï  désigne  un  nombre  positif  donné. 

1»  Montrer  que  cette  fonction  satisfait  ;i  l'équation  difterentielle 


en  déduire  le  calcul  do  //  "    en  fonction  de  ;/  "~".  Calculer  ;/,  ;/'.  y"  et  y"'  pour    x  ^  1,     et  trouver  comment  la 
parabole 


est  placée  par  rapport  à  la  courbe 


y  +  l  =(2a-l)(x-l)-.?|i(a;-l)'- 


aLa;  —  x 

y  =  Zi — 


au  voisinage  du  point    [x  =  I,  y  =  —  !). 

2"  Etudier  les  variations  de  y  pour  les  diverses  valeurs  positives  de  a.  Construire  les  courbes  qui  corres- 
pondent aux  divers  cas  ;  en  particulier,  celles  qu'on  obtient  pour  a  =  — ,     1=1,    3.  ■=  e. 

E.  H. 

1676.  —  On  considère  deux  paraboles  focales  l'une  de  l'autre.  Soient  .M  un  point  de  l'une  et  M'  un  point 
de  l'autre.  Soient  E  le  milieu  de  MM'  et  (P)  le  plan  perpendiculaire  à  MM'  mené  par  ce  point. 

i"  Former  l'équation  générale  des  plans  (P).  Chercher  les  plans  (P;  qui  passent  à  l'origine. 

2°  On  considère  les  plans  (P)  parallèles  à  l'axe  commun  Ox  des  deux  paraboles.  Chercher  l'enveloppe  de 
ces  plans,  le  lieu  des  points  r  et  des  droites  .MM'  qui  leur  corre-pondent.  Le  lieu  de  M.M'  est  une  surface 
réglée  dont  on  cherchera  le  degré,  la  ligne  de  striction  et  le  contour  apparent  sur  le  plan  des  yi. 

3»  On  considère  les  plans  (P)  qui  font  avec  Ox  un  angle  constant.  L'arête  de  rebrousseraent  de  l'enve- 
loppe de  ces  plans  est  une  hélice  située  sur  un  cylindre  à  base  hypocycloïdale  et  sur  un  hyperboloide  de 
révolution.  La  trace  de  Pi  sur  xjOz  enveloppe  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements. 

y .-B.  —  On  prendra  pour  axe  des  x  l'axe  commun  aux  deux  paraboles  et  pour  origine  des  coordonni'es 
le  milieu  des  deux  sommets. 

J.  Haag. 
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ECOLE  CENTRALE   (Concours  de  1907.) 


1622.  —  Les  fjaz  soumis  à  l'élude  de  la  loi  de  Mariolle  sont  enfermés  dans  un  tube   laboratoire  de 

révolution  dont  la  méridienne  est  une  courbe  .MN.   La  sensibilité  de  l'appareil  étant  exprimée  par  le  rapport 

di/ 
—j—  de  la  variation  de  la  colonne  de  mercure  dans  le  tube  à  gaz  à  la  variation  de  pression  correspondante. 
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on  cherchera  les  relations  qui  tient  celle  sensibilité  à  la  pression  dans  tes  trois  cas  particuliers  suivants  : 
1°  luhe  cylindrique;  2°  tuhe  conique  :  3"  tube  dont  la  méridienne  est  une  hyperbole  équilatère  rapportée 
à  ses  asymptotes. 

La  variation  du  niveau  du  mercure  dans  le  tube  est  liée  à  la  variation  de  volume  par  la  relation 
géométrique     — dv  —  -x-dy. 

La  variation  de  pression  est  liée  à  la  même  variation  de  volume  par  la  loi  de 

-jl  f.dv)    Mariotte    pv  =  C,     qui  donne     —  rfw  =  — j-  dp. 
En  rapprochant  ces  deux  expressions,  on  a 

I  ^  ^       ^ 

0         '^  dp         T.x'-p- 

La  forme  du  tube  va  déterminer  la  relation  qui  lie  x  à  p. 

1°  Tube  cylindrique  de  rayon  /■  :  x  est  constant  et  égal  à  r. 

dy  _      C 
dp         T.r-p- 
La  sensibilité  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  pression. 
2°  Tube  conique  de  hauteur  h  et  de  rayon  de  base  r. 

\  X 

Le  volume  du  traz  est     v  =  —  -x^X—  h. 
'^  S  r 

La  loi  de  Mariotte  donne     -^  ~  ~  ^^P  ~  ^'     '^  °^    ^''  ~  (  T  "^  ^ 

La  sensibilité  prend  la  forme 

dy    _      C      ^    C 

dp  ~     i-4   ~      -r' 
^         p      '         p' 

et  varie  en  raison  inverse  de  la  puissance  —  de  la  pression. 

3°  Tube  dont  la  méridienne  est  l'hyperbole    xy  =  a-. 

Le  volume  du  gaz  est  -a^x. 

La  loi  de  Mariotte  donne  donc    ~a-xp  =  G,     d'où     xp  — 


C 


La  sensibilité  prend  la  forme 


Elle  est  constante. 

Assez  bonne  solution  de  .M.  Amblaiid. 


dp 


1623.  —  Dam  Veau  acidulée  par  une  quantité  suffisante  d'acide  sntfurique,  ou  dissout  ^T'-'.^S  de  sul- 
fate ferreux  (à  '  molécules  d'eau).  Dans  cette  liqueur,  un  fait  passer  le  gaz  provenant  de  l'attaque,  à  tem- 
pérature modérée,  de  permanganate  de  potassium  (Mn  0*K)  par  un  excès  d'acide  chlorhydrique  concentré. 
On  arrête  l'expérience  quand  il  n'y  a  plus  de  sulfate  ferreux  dans  la  di.^solutwn. 

1"  On  demande  d'expliquer  et  d'écrire  les  r  éaciions,  et  de  calculer  la  masse  de  permanganate  nécessaire 
pour  obtenir  ce  résultat. 

2°  Dans  la  nouvelle  liqueur,  qui  contient  maintenant  le  fer  à  un  état  différent  de  l'état  initial,  on  reçoit 
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le  produit  de  la  réaction  de  l'argent  pur  sur  l'acide  sulfuri<jue  concentré  et  chaud,  employé  en  excès,  et  on 
arrête  l'expérience  quand  le  gaz  ainsi  obtenu  cesse  de  réagir. 

Expliquer  les  réactions,  les  écrire  et  calculer  la  masse  d'argent  nécessaire  pour  que  la  réaction   soit 
complète.  On  supposera  les  perles  nulles  et  on  ne  fera  pas  de  corrections. 

K  =  39,  Mq  =  55,  Fe  =  o6,  Ag  =  108. 

1°  Action  du  permanganate,  oxydant,  sur  l'acide  chlorhydrique  : 

r  2  MnO'K -+- 16  HCl  =  2  MnCF  H- 2  KCl -i-8H-0  +  o  Cl^). 
Action  du  chlore  (oxydanti  sur  le  sulfate  ferreux  : 

bx  (Cl^  -+-  2  SO*Fe  -^  SO*H^  =  (SO')'Fe'-  +  2  HCl) . 
Le  poids  de  sulfate  ferreux  employé  détermine  x  par  l'équation 

27, 


10a:(SO'Fe  -h  7  H^O)  =  27,28, 


d'où 


2780 


=  0,00981. 


Le  poids  de  permanganate  est     2.r  MnO'K  =  2x0,00981  x  138  =  3%l. 
2°  Réaction  de  l'argent  sur  l'acide  sulfurique  : 

)/(2  SO'H'  ^  2  Ag  =  SO'  +  2  H^O  -+-  SO*Ag^). 
L'acide  sulfureux,  réducteur,  ramène  le  sulfate  ferrique  à  l'état  de  sel  ferreux  : 

y(SO-  +  (S0*)^Fe2  -i-  !i  H'O  =  2  SO*Fe  -h  2  SO*Hî). 
Le  sulfate  ferrique  étant  entièrement  réduit,  on  a     y  =  ax. 
Le  poids  d'argent  nécessaire  est    2j/  Ag  =  iOx  Ag  =  0,0981  X  108  =  10%o95. 

Nota.  —  Il  est  probable  que  l'auteur  de  l'énoncé  a  voulu  donner   un   poids  de  sulfate  ferreux  égal  à  27,8. 
Alors    X  =  0,01,    le  poids  de  permanganate  est  3,16  et  celui  d'argent  10,8. 


1624.  —  Établir  sur  un  terrain  formant  plan  incliné  une  plate-forme  horizontale  avec  sa  rampe  d'accès. 

Échelle  araphioue  du  dessin  =  --—  ■     Toutes  les    dimensions,    même   celles   du 

40"" 
cadre,  sont  exprimées  en  mètres.  Cadre  =  — ;— . 

Le  plan  incliné,  c'est-à-dire  le  sot  naturel,  est  défini  par  deux  horizontales  ; 
l'une,  le  petit  côté  inférieur  du  cadre  ;  Vautre,  le  petit  côté  supérieur,  ayant  respec- 
tivement pour  cotes,  0  mètre  et  15  mètres. 

La  ligne  abcdea,  formée  par  les  3  côtés  d'un  rectangle  et  par  une  demi- 
circonférence,  est  la  projection  horizontale  de  la  plate-forme  à  établir  à  la  cote  de 
6  mètres. 

ab  =::   10™,  ae  =:   bc  ■::z   14™,  af  =:  bg   z=  3'",a. 

La  partie  de  la  plate-forme,  qui  est  au-dessus  du  sol  naturel,  est  obtenue  par  un 
apport  de  terre,  ou  remblai  ;  les  talus  {')  de  ce  remblai  ont  une  inclinaison,  sur 
l'horizon,  de  un  de  hauteur  pour  un  et  demi  de  base. 

2 

La  rampe  d'accès  part  de  fg  et  a  une  pente  de  —  ■ 

La  partie  de  la  plate-forme,  qui  est  au.-dcssous  du  sol  naturel,  est  obtenue  par  un  enHvement  de  terre,  ou 
déblai  ;  les  talus  (")  de  ce  déblai  ont  une  inclinaison  de  43  degrés. 

Après  avoir  déterminé  les  intersections  des  talus  entre  eux  et  avec  le  sol  incliné,  on  tracera,  en  traits  noirs 
continus,  les  lignes  de  niveau  de  mètre  en  mètre,  en  les  limitant  au  cadre. 

Toutes  les  constructions  seront  indiqw}es  à  l'encre  rouge  et  les  points  principaux  cotes  en  mètres. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  cotée.  —  Titre  intérieur  :  Plate-forme  horizontale. 


{')  On  appelle  talus  les  surfaces  inclinées,  planes  ou  non,  qui  relient  les  arrêts  d'un  ouvrage  en  terre  (tel  que  la  plate- 
forme et  la  rampe  d'accès)  au  sol  naturel. 
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l.a  projection  horizontale  de  la  plate-forme  et  de  sa  rampe  se  déduisent  immédiatement  des  données 
d'après  la  position  de  la  ligne  a^.  Il  s'agit  de  les  raccorder  au  terrain  donné  par  des  talus  répondant  aux  condi- 
tions de  l'énoncé.  Pour  cela,  nous  commencerons  par  i;raduer  l'un  des  bords  du  cadre,  xy,  de  zéro  à  15  afin 
d'avoir  une  échelle  de  i  ente  du  plan  incliné  sur  lequel  repose  la  plate-forme  ;  l'horizontale  6  de  ce  plan 
rencontie  deux  des  côtés  du  rectangle  aux  points  h  e\  k  où  viendront  se  rejoindre  les  talus  en  remblai  et 
en  déblai  qui  parlent  de  la  plate-forme.  Ces  talus  ayant  leurs  horizontales  parallèles  à  6c,  nous  pouvons 
regarder  ce  comme  une  ligne  de  pente  pour  les  talus  en  déblai  par  exemple  ;  ces  talus  ayant  pour  pente 
t,  l'intervalle  de  leur  ligne  de  pente  est  égal  à  l'unité,  et  nous  obtenons  les  horizontales  4  de  chaque 
talus  en  prenant  cp  =  ej  =  2"",  et  en  menant  pai'  p  et  g  des  parallèles  à  bc.  Si  nous  joignons  respec- 
tivement aux  points  k  et  h  les  points  où  chacune  de  ces  horizontales  coupe  l'horizontale  de  même  cote  4 
du  plan  incliné,  nous  obtenons  les  intersections  de  ce  plan  avec  les  talus  en  déblai  kr  et  hs. 

La  même  méthode  nous  donne  les  intersections  du  plan  incliné  avec  les  talus  en  remblai  dont  les 
horizontales  p^  et  ql  sont  déterminées  par  l'intervalle  de  la  ligne  de  pente  de  ces  talus  qui  est  —  puisque 

{  i 

leur  pente  est  -r-r  o"  "ô"- 

Pareillement  pour  le  talus  en  remblai  qui  part  du  côté  aé' et  auquel  nous  donnons  comme  échelle  de  pente 
la  ligne  c'y  sur  laquelle  le  point  Vj  est  à  une  distance  du  point  q'  égale  à  deux  intervalles  ou  3"".  Cette 
horizontale  4  fait  connaître  le  point  c^  qu'il  suffit  de  joindre  au  point  Se  pour  avoir  l'intersection  du  talus  et 
du  plan  incliné.  Cette  droite  coupe  les  deux  intersections  précédentes  en  e  et  Ç  qui  déterminent  les  arêtes 
as  et  6Ç  d'intersection  des  talus  en  remblai  qui  soutiennent  la  plaie-forme.  Nous  graduerons  maintenant  la 
ligne  de  pente  /"«p  de  la  rampe,  d'où  part  le  talus  en  remblai  qui  la  raccorde  au  terrain;  nous  obtiendrons 
l'horizontale  4  de  ce  talus  en  remarquant  que  sa  distance  au  point  fa,  qui  appartient  au  même  talus,  est  égale 
à  deux  intervalles  de  la  ligne  de  pente  du  talus,  c'est-à-dire  à  3'™.  Il  suffira  donc  de  mener  par  le  point  4 
de  /'9  une  tangente  à  la  circonférence  de  centre  f  et  de  rayon  3°™,  et  du  côté  où  se  projette  le  talus  par  rapport 
à  la  rampe.  Cette  tangente  coupe  l'horizontale  4  du  terrain  en  X  qui  donne  un  point  de  l'intersection  du  talus 
avec  le  lerrain.  On  en  a  d'ailleurs  un  autre  en  o  sur  la  ligne  d'intersection  de  la  rampe  avec  le  terrain,  ligne 
obtenue  enjoignant  Se  au  point  d'intersection  des  horizontales  4  de  ces  deux  plans.  La  droite  ).o  coupe  en  a  la 
droite  ;ï  et  définit  ainsi  l'arête  /"a  d'intersection  des  deux  talus  qui  soutiennent  la  plate-forme  et  la 
rampe. 

On  procède  de  la  même  manière  pour  le  talus  c|ui  soutient  la  rampe  de  l'autre  côté. 

Il  s'agit  maintenant  de  raccorder  la  partie  circulaire  de  la  plate-forme  avec  le  terrain.  Le  talus  en  déblai 
qui  part  de  la  demi-circonférence  est  une  surface  conique  dont  l'axe  vertical  passe  au  centre  du  cercle  et  dont  les 
génératrices  font  un  angle  de  45°  avec  l'axe.  La  ligne  de  raccord  est  donc  la  section  de  ce  cône    par   le  plan 

incliné.  Comme  la  pente  du  terrain  est     —  ,    son  plan  fait  avec  l'axe  un  angle  supérieur  k  45o  et  par  suite  la 

courbe  d'iiilerseclion  est  une  ellipse.  .\ous  en  avons  des  points  k  l'intersection  des  lignes  de  niveau  de  même 
cote  sur  le  conc  et  sur  le  plan  :  les  lignes  de  niveau  du  cône  sont  des  cercles  concentriques  qui  coupent  la 
génératrice  oe  en  des  points  distants  de  icm  à  partir  du  point  Cf,.  Nous  avons  construit  la  tangente  en  un  point 
ma  en  prenant  l'intersection  du  plan  tangent  au  cône  le  long  de  la  génératrice  om  avec  le  plan  du  terrain.  .\ 
cet  elfet  nous  a\ons  donné  jiour  base  au  cône  le  cercle  de  niveau  de  cote  11,  donlla  tangente  en  [x  fiiit  eoniiaitre 
la  trace  |ji'  du  phui  tangent  sur  ce  plan,  et  par  suite  le  point  tu  de  la  tangente  cherchée  qui  est  «n  niia. 

On  peut  déterminer  directement  le  point  le  plus  haut  de  l'ellipse,  qui  est  à  l'extrémité  de  l'axe  ([ui  se  projette 
suivant  la  ligne  de  pente  od  du  plan  sécant.  A  cet  efl'et,  projetons  le  plan  sécant  et  le  cône  sur  le  plan  vertical 
od  que  nous  rabattons  sur  le  plan  de  cote  6  :  la  génératrice  od  se  projette  suivant  s'd  et  le  plan  sécant  suivant 
wrM'i  obtenue  en  projetant  un  point  quelconque  décote  connue. 

Le  point  m',  oii  se  coupent  ces  deux  projections  verticales,  donne  le  point  u  cbcrché  ;  nous  constatons  ([u'il 
a  pour  cote  14. 

L'ellipse  se  raccorde  avec  les  deux  traces  des  talus  latéraux  aux  points  où  ces  traces  coupent  les  génératrices 
oc  et  oe  du  cône,  car  ces  talus,  ayant  la  même  pente  que  les  génératrices  du  cône  et  passant  respectivement  par 
les  points  e  et  c  de  sa  surface,  touchent  cette  surface  tout  le  long  de  ces  génératrices  :  leurs  traces  sur  le  plan 
incliné  sont  donc  les  langcules  à  la  section  par  ce  plan  aux  points  situés  sur  les  génératrices  de  contact,  en  s 
et  en  r. 

Tous  les  points  rtmarquabks  qui  ne  sont  pas  sur  la  plate-l'ornie  sont  sur  le  terrain.  Un  obtient  dune  leurs 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


cotes  en  menant  les  horizontales  jusqu'à  l'échelle  de  pente  du  terrain,  et  mesurant  les  distances  de  chacune 
d'elles  au  point  de  cote  ronde  inférieure  au  moyen  de  l'échelle  graphique. 

Très  bonne  solution  :  M.  G.  Foucbï,  à  Koanne.  —  Bonne  solution  :  M.  Cliarles  Gcillerme,  lycée  de  Bourg. 


ALGEBRE 


1601.  —  Démontrer  la  formule 
dx 


f 


(-1)- 


d"- 


^ 


arc  tK 


{x^-\-a)"        [n  —  \)\ 


da"~^ 


On  a  évidemment 


par  conséquent 


t      ri 

r  dx 1^   /       tjâ 

J  x^^a"    s'a      I   :  1^'' 


f: 


dx 


arc  tg 


^f^ 


Dès  lors,  il   n'y  a  plus  qu'à  différentier     «  —  1     fois  sous  le  signe    /,     par  rapport  à  a,  pour 

obtenir  la  formule  demandée. 

Louis   SIRE. 
Bonnes  solutions  ;  MM.  D.  Geobgescu  et  Amblaiid,  ;i  Ruines. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1677.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  0,  de  rayon  R,  et  un  diamètre  fixe  AB  de  ce  cercle;  par  A  on 
mène  une  corde  variable  AM. 

1»  Trouver  l'enveloppe  du  cercle  décrit  sur  AM  comme  diamètre. 

■2"  Sur  AB  on  prend     BN  =  BM  ;     trouver  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MAN. 

3"  Lieu  du  point  de  rencontre  de  MN  avec  le  rayon  perpendiculaire  a  AM. 

4°  Lieu  du  milieu  de  MN.  Construire  ce  lieu  et  trouver  la  surface  qu'il  entoure. 

H.  M.i.NEN,  à  Albi. 

1678.  —  Un  calorimètre  de  capacité  calorifique  négligeable  contient  une  dissolution  de  m  =  173  gram- 
mes do  .sel  marin  dans  M  =  500  grammes  d'eau,  dont  la  température  initiale  est  t  =  i5».  On  y  dirige  de 
la  va|ii'ur  d'eau  bouillante  ù  T  =  lOU»  et  sous  la  pression  normale,  et  on  suppose  le  calorimètre  soustrait  à 
toute  autre  cause  d'échange  de  chaleur  avec  le  milieu  ambiant. 

Expliquer  d'abord  sans  calculs  comment  variera  la  température  dans  le  calorimètre  en  supposant  qu'un 
puisse  prolonger  l'expérience  au.ssi  longtemps  qu'on  le  voudra. 

Calculer  ensuite  la  température  maximum  0  (ju'il  .sera  possible  d'obtenir  et  le  poids  a  de  vapeur  d'eau 
qu'on  aura  alors  employé. 

On  admettra  que  la  capacité  calorifique  de  l'eau  salée  est  la  somme  de  la  capacité  calorifique  de  l'eau  pure 
et  de  la  capacité  calorifique  du  sel  dont  la  chaleur  spécifique  est    ■(  =  0,22. 

On  prendra  pour  chaleur  de  condensation  de  la  vapeur  d'eau     X  =  537. 

On  supposera  la  variation  du  point  d'ébuUilion  de  l'eau  salée  proportionnelle  à  la  variation  de  la  projiortion 
de  .sel,  et  de  0°,2  par  gramme  dissous  dans  ICO  "raiiuiu's  d'eau. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


SUR  UNE  CLASSE  DÉQUATIO.XS  DIFFÉRENTIELLES 

par  M.  Lebel.  professeur  de  Mathématiques  spéciales,  au  lycée  de  Montpellier. 


1.  Dans  l'intégration  des  équations  différentielles  du  premier  ordre 

(I)  F(a-,y.g)=0, 

on  range  dans  la  classe  des  équations  pour  lesquelles  les  variables  se  séparent,  celles  qui  sont  homo- 
gènes en  a;  et  y.  On  pose 

rfy  du 

y  =  ux.  — —  =  M  4-  a-  -y- 

dx  dx 


<^\l       ffy 


et  si  l'équation  (1)  prend  la  forme     -~-  =  /"/  — V      on  a 


du         .,  .              dx             du 
M  +  X  — -  =  f[u),  \ —  =  0. 

dx  X  II    /     H; 

A  ce  point  de  vue,  il  semble  tout  d'abord  que  Féquation  (l)  doive  pouvoir  se  résoudre  par  rapport  à 

-^  pour  que  le  procédé  soit  applicable.  Or  il  faut  remarquer  que  le  fait  de  la  séparation  des  variables 
dx 

u  et  X  n'est  pas  le  seul  important.  L'essentiel,  c'est  qu'il  existe  une  relation    directe  entre  les  deux 

variables     u  =  -^    et     t  —  -/-  ;     et  l'on  peut  résoudre  aussi  bien  par  rapport  à  u  s'il  y  a  lieu,  de 
X  dx 

manière  à  exprimer  x  et  y  en  fonction  de  t. 

2.  Considérons  principalement  le  cas  où  —  figure  au  premier  degré  dans  l'équation  (1),  quel  qu'en 

X 

du  II  XI        q(t)  .    . 

soit  le  degré  par  rapport  à  -r^.  Alors  l'expression  de  —  étant  de  la  forme    —  =  V":'     °"  P^*^^  écrire 
dx  X  X         i[t) 

X  =  '>-f(t),    y  —  '>-rj't}    en  désignant  par  À  une  fonction  inconnue  de  (,  qui  sera  déterminée  par  la  con- 
dition 

dy  djL 


^'^  -à  =  '-d. 


On  trouve  ainsi 


3(0  -  m) 


a  étant  une  constante  arbitraire. 
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Nous  appliquerons  ce  calcul  ii  deux  questions  proposées  aux  examens  oraux  de  TÉcole  Polytech- 
nique. 

I.  —  Trouver  /es  trajectoires  orthogonales  des  paraboles  dont  an  connaît  l'are  et  la  directrice. 
On  obtient  l'équation  diirérentielle  de  ces  lignes  en  éliminant  p  entre  les  équations 

y-  —  2»x  -)-  p^  =  0,  —r-  = , 

■'  '         '  dx  p 

dy 
Cette  équation  étant  du  second  degré  en  -7^,  on  évite  les  radicaux  en  posant 

dx 

La  condition  (2)  est  alors 

'     );        2{l-t-(') 
2(/>.' +  >) -h /[(!  +  /-/' -H  2m]  =  0,  ■      ^  '-" 

d'où 


X         f'A  +  t-) 
1=      ,       " -, 


t  5  (/2  -I-  3)  3 


«  ^ 


IL  —  Trouver  vnc  courbe  telle  que  le  milieu  du  segment  déterminé  sur  Ox  par   la  tangente  et  la  nor- 
male en  un  point  quelconque  M  coïncide  avec  le  milieu  de  l'abscisse  de  ce  point. 
L'équation  différentielle  à  intégrer  est 

?/?/'"  +  •'■;/"  !/  =  0. 

Nou>  poserons  a- =  À(l  —  i-),  ?/  =  )./, 

I 


/ 1 

,ï    =    (7         —   — 


•       lU 


3.  La  méthode  n'est  i)as  seulement  i)rati(|uc  lorsque  l'équation  (I)  est  linéaire  en  ^-    Si  l'on  peut 

la  résoudre  au  niojeii  d'une  variable  auxiliaire,  celle-ci  sera  susceptible  de  remplacer  /. 

Je  prends  pour  exemple  la  question  1595  de  la  Revue  (n"  de  janvier).  11  s'agissait  de  trouver  les 
trajectoires  orthogonales  des  cercles  tangents  à  deux  droites  rectangulaires  fixes  Or,  Oy.  L'équation 
dilTércnliello  do  ces  courbes  se  met  facilement  sous  la  forme 

(■i-  -  ;/)'(!/"  -t-  ^  ) — (•^".7'  -  ?y)'  =  0. 

l'osons     y'  =  IgO  ;     elle  donnera    x  —  y  -h  (i- sinO— 1/  cos  Oj  =  0,     ce  ([ui  permettra  de  poser 
a;  =:  >.(1 +cosO),  1/ =  ).(1  H-sinO) 

avec  la  condition  X'(l -1- sin  0) -+- ).  cosO  =  tgO[X'(l -f- cos  0)- X  sinO], 


1 


0,         -.[.(ï-1)]'^- 


X        cos  0  —  sin  0 
Ici  le  résultat  est  le  même  que  dans  l'élégante  solution  de  .M.  Cotty. 
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A  ce  propos, 


ou  l'autre  de  ces 


je  me  permettrai  de  faire  une  léi'èrc  rectification  de  détail  pour  la  forme  de  la  courbe 
qui,  d'après  sa  définition  même,  ne  saurait  être  tangente  à  Ox  ou  Oy.  On 
a  immédiatement  la  direction  de  la  langente  en  nn  point  quelconque  M, 
par  suite  de  l'homothétie  de  toutes  les  courbes  répondant  à  la  question. 
Soit    (G)    un   cercle  quelconque   inscrit  dans  le  même  angle  xO'j.  Il  est 
coupé  par  la  droite  CM  en  P  et  P'  ;  et  comme  il  existe  des  trajectoires  pas- 
sant par  ces  points  et  tangentes  aux  rayons    CP,  CP',    la  tangente  en   M 
sera  parallèle  à  lun  de  ces  rayons.  Pour  choisir,  remarquons  que  les 
points  de  contact  A,  B  du  cercle  avec  OxelOij  le  divisent  en  deux  arcs; 
et  suivant  que  la  trajectoire,  partant  de  0,  rencontrera  normalement  l'un 
arcs,  elle  s'éloignera  ou  se  rapprochera  de  la  bissectrice  OC.    Dans  l'angle  compris 
entre  Ox  et  OC,  nous  aurons  ainsi  deux  branches  OMA,  A.M'D, 
correspondant  respectivement  aux  deux  cas  de  rencontre,  et 
se   rejoignant    sur    Oar,    normalement  à  cette  droite,  en  un 
point  A  par  lequel  nous  avons  fait  passer  le  cercle  (C).  La 
branche  O.MA  est  tangente  en  0  à  OC,   et  l'autre  admet  cette 
droite  comme  asymptote.  La  courbe  complète  est  figurée  ci- 
contre  : 

D'après  la  façon  même  dont  on  construit  les  tangentes  en 
deux  points  M,  M'  situés  sur  un  même  rayon,  on  voit  qu'il 
existe  un  cercle  tangent  m  ces  deux  points  à  la  courhe.  Elle 
est  donc  anallagmatique,  et  les  quatre  boucles  delaparlie 
centrale  s'échangent  dans  l'inversion  avec  les  huit  branches 
infinies  (*). 


SLii  ij'  L)Evi:luppemi:nt  en  série  de  e^ 

p.ir  M.  V.  Jamet,  professeur  au  lycée  de  Marseille. 


La  démonstration  suivante  a  l'avantage  de  ne  s'appuyer  ni  sur  la  limite  de      i  l-i J   >     ni  sur  la 

formule  de  Mac-Laurin,  ni  sur  les  propriétés  des  séries  entières. 

/  X  x-  x"  \ 

Considérons  la  fonction         flx)  =  e"^    1  h 1 -+-  ■•  -1 r  |i 

\  1        2  !  n  !  / 

oii  n  désigne  un  nombre  entier  positif  quelconque.  Cette  fonction  est  continue  pour  toute  valeur  de  x 

et  admet  pour  dérivée 

Appliquons-lui  la  formule  des  accroissements  finis  en  donnant  à  la  variable  les  valeurs  limites 
0  et  x;  nous  avons 

iw)  -  m  =  xf'iox),      (o<o<i), 


ou 


'-T 


x- 


x" 


n  :  / 


■  Vo- 


it '. 


ou  encore  1-f-^ 1 -+-■-) —  e^  —  —  0"e  '"*  ' • 

1        2  !  (î  I  «  ! 

Si    ))    augmente  indéfiniment,   0"  reste   inférieur  à   1,   e'"''^  reste   au-dessous  de  e''  quand  x  est 


(•)  J'ai  reçu  cette  note  i  la  même  époque  que  l.i  rectilication  de  M.  H.iag,  qui  a  été  publiée  dans  le  n"  précédent. 
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MUTE  SUR  L.\  STROPHOIDE 


positif,  au-dessous  de  1  f4uand  x  est  négatif.  Enlin    ^— p    a  pour  limite  zéro,  parce  que  c'est  le  terme 

général  d'une  série  convergente. 

Donc,  entre  la  somme  des     »  -^  1     premiers  termes  de  la  série 

X         x'^  x" 

1         i .  ^  »î  ! 

et  le  nombre  e',  la  diflérence  tend  vers  zéro,  quand  n  augmente  indéliniment  ;  c'est  dire  que  e'  est 
égal  ù  la  somme  de  cette  série. 


NOTE  SUR  LA  STROPHOIDE         \ 

j«ir  M   Pélissier,  (étudiant  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 


Je  me  propose  dans  celte  noie  d'établir  très  simplement  quelques  propriétés  d'ailleurs  assez  connues 
de  la  strophoïde  en  donnant  de  cette  courbe  une  délinilion  particulière  qui  les  rend  presque  immédiates. 
Considérons  un  faisceau  de  coniques  homofocales.  Je  dis  que  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangen- 
tes à  ces  coniques  menées  par  un  point  du  plan  est  une  strophoïde.  En  elTet,  sur  une  droite,  D,  issue  du 
point  0,  il  y  a  un  seul  point  du  lieu,  en  dehors  du  point  0,  donné  par  la  conique  du  faisceau  tangente  à 
D.  D'autre  part,  par  0  passent  deux  coniques  du  faisceau  qui  sont  orthogonales;  le  point  0  est  par  suite 
un  point  double  k  tangentes  rectangulaires.  Le  lieu  est  donc  une  cubique  ayant  un  point  double  à  tan- 
gentes rectangulaires  ;  elle  passe  aussi  par  les  points  cycliques,  puisque  ces  points  constituent  une 
conique  dégénérée  du  faisceau;  c'est  donc  une  strophoïde  passant  aussi  par  les  quatre  foyers  du  fais- 
ceau considéré. 

Réciproquement,  soient  une  strophoïde  (S),  de  point  double  o,  et  deux  droites  oa,  oa'  également 
inclinées  sur  les  tangentes  au  point  double.  Considérons  le  faisceau  de  coni- 
ques homofocales  ayant  pour  foyers  réels  a  et  a'.  Le  lieu  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  menées  du  point  double  à  ces  coniques  est  une  strophoïde 
ayant  pour  point  double  o,  et  pour  tangentes  en  ce  point  les  tangentes  en  o 
à  (S),  et  passant  de  plus  par  les  points  a  et  o'  :  cette  strophoïde  coïncide  avec 
(S).  Toute  strophoïde  peut  donc  être  regardée  d'une  infinité  de  manières 
comme  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du  point  double  à 
des  coniques  ayant  pour  foyers  deux  points  a  et  a'  de  la  courbe,  tels  que  les 
droiti's  joignant  ces  points  au  point  double  soient  également  inclinées  sur  les 
tangentes  au  poinL  douille.  Mous  iqipelliM-ons  de  tels  points  pmnts  conjiuiucs 
delà  courbe. 

Remarquons  qu'étant  donnés  deux  points  conjugués  a,  a',  la  perpendi- 
culaire il  la  droite  an'  en  son  milieu  coupe  (S)  aux  deux  foyers  imaginaires 
des  coni(|ues  ayant  a  et  u'  pour  foyers  réels  ;  ces  points  sont  aussi  des  points 
conjugués  de  la  courbe.  .\  tout  couple  de  i)oints  conjugués  réels  correspond 
donc  un  couple  de  points  conjugués  imaginaires  conjugués,  qui  sont  les 
points  d'intersection  dos  cercles  de  rayon  nul  ayant  pour  centres  les  points 
réels. 

Soient  an'Jib'  deux  couples  de  points  conjugués.  Les  angles  aob,  h'oa'  étant 
égaux,  les  points  //  et  //  snni  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  o  à  une  conique  de  foyers 
a  et  a'.  La  droite  ho  est  donc  bissectrice  de  l'angle  alia'.  Nous  voyons  donc  ainsi  que  la  bissectrice  de 
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l'angle  formé  par  les  droites  joignant  un  point  quelconque  de  la  courbe  à  deut  points  conjugués  quelconques 
passe  par  le  point  double. 

Si  le  point  variable  est  le  troisième  point  d'intersection  c  de  aa!  avec  la  courbe,  la  bissectrice  de 
l'angle  aca'  est  la  perpendiculaire  en  c  à  aa'  et  cette  perpendiculaire  passe  par  le  point  double, 
autrement  dit  la  projection  du  point  double  sur  la  droite  joignant  deux  points  conjugués  est  sur  la  courbe. 

En  faisant  coïncider  le  point  variable  avec  les  points  a  et  a,  on  voit  que  les  bissectrices  des  angles 
de  aa'  avec  les  tangentes  en  a  et  a'  à  (S)  passent  parle  point  o.  Il  suit  de  là  que  le  triangle  ayant  pour 
sommets  aa'  elle  tangentiel  c'  de  a  a  pour  bissectrices  ao,c'o  ;  sa  troisième  bissectrice  est  donc  oa' 
et  par  suite  c'a' est  tangente  à  la  courbe  en  a' .  Ainsi,  les  tangentes  en  deux  points  conjugués  se  coupent 
sur  la  courbe  et  le  point  double  est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  formé  par  tes  tangentes  à  la  courbe 
menées  par  un  de  ses  points  et  la  corde  de  contact. 

La  droite  joignant  le  point  double  au  milieu  de  bb'  est  le  diamètre  conjugué  de  bb'  dans  une  conique 
de  foyers  a  et  a'  ;  elle  passe  aussi  par  le  centre  de  celte  conique  qui  est  le  milieu  de  aa'.  Comme  d'autre 
part  le  point  qui  a  pour  tangentiel  le  point  de  rencontre  de  (S)  et  de  son  asymptote  réelle  et  le  point  à 
l'infini  réel  sont  conjugués,  on  voit  que  deux  points  conjugués  sont  à  égale  dislance  de  la  parallèle  à 
l'asymptote  menée  par  le  point  double. 

L'enveloppe  des  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  est  une 
conique  tangente  aux  diagonales  du  (juadrilalère  des  tangentes  communes.  Pour  des  coniques  homo- 
focales  celte  conique  est  une  parabole.  De  celte  propriété  et  de  ce  qui  a  été  établi  au  cours  de  cette  note, 
il  résulte  que  l'enveloppe  des  droites  joignant  deux  points  conjugués  est  une  parabole  admettant  pour  direc- 
trice la  parallèle  à  l'asymptote  menée  par  le  point  double  et  pour  tangente  au  sommet  l'asymptote  elle-même. 
Celte  parabole  est  la  podaire  négative  de  lastrophoïde  par  rapport  à  son  point  double. 
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1596.  —  On  considère  {axes  rectangulaires)  la  courbe  g  =  log.r,  le  logarithme  étant  népérien  ;  soit 
A  le  point  oit  elle  coupe  l'axe  des  x. 

1°  M  étant  un  point  quelconque  de  la  courbe,  évaluer  l'aire  engendrée  par  l'arc  AM  tournant  autour  de 
la  droite  x  =  1.  Appliquer  la  formule  obtenue  au  cas  où  M  est  le  point  de  contact  d'une  tangente  menée 
à  la  courbe  par  l'origine. 

2°  Trouver  et  construire  le  lieu  des  centres  des  circonférences  qui  touchent  à  la  fois  l'axe  dis  y  et  la 
courbe  proposée. 

1.  La  fonction     y  =  hx     n'est  définie  que  pour  les  valeurs  positives  de  x;  quand  x  croit  de  0  à 


-1-  X  ,     y  croit  de     —  x 


-t-oo  .  La  courbe  qui  représente  celle  fonction  est  asymptote  à  Oy,  ren- 
contre Oa?  au  point  A,  correspondant  à  x  —  ],  et  la  branche  infinie 
relative  à    x  =  +  ao     est  parabolique  dans  la  direction  Ox. 

Soit  .M  un  point  de  la  courbe,  ayant  pour  abscisse  x.  Supposons  d'abord 
X  >  1  ;  l'aire  engendrée  par  l'arc  AM  tournant  autour  de  la  droite  x  —  1 
est  égale  à  l'intégrale  définie 

1  =  2-1  ''x—i]ds, 
J I 

s  variant  dans  le  même  sens  que  x,  c'est-à-dire  ds  ayant  le  même  signe 

que  rfx. 
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Or    ds^  =  dx-  -hdy-  ^  V  ^  ~^  1^^'^^'     P^''  ^"''*'     ds  =  ± —  dx,     et  comme  ds  a  lo  même 

siïï-ne  que  dx,     ds  =  -h— dx. 

X 

L'aire  clierchée  est  donc  1  =  2-  /    -!i^lii^^L±fl(/a.. 

.1  X 

Si  X  est  plus  petit  que  1,  l'aire  engendrée  par  l'arc  AM  est  égale  à 

2r.  f\l- x)ds  ou  2.  f  lLll5Vr±Z.rfx 

"    ^  J.T  X 

ou  encore  1  =  -2-   /''i£^^ii^(L±flrf.x- 

On  a  donc  la  même  formule  dans  les  deux  cas. 
L'intégrale  indélinie  peut  s'écrire 

!-(.-- lyr^-,^.^  r,_-,^_  ryi±£Î^.=  nrrj^dx-f  \^'' 

Or,  on  a 

^   x' 

par  suite 

/  ^ ('■X  = v/l+ar^_H— L(x+/lH-x^)  +  L ^-^ , 


dx 


ou 


f('-'f-^~^'dx  =   ^--^V^  +  --  -^  L  [l^WL^^  .  v/x+,l  +  x-] 


1         3 


Pour    x=l     le  second  membre  prend  la  valeur    — ^ -)~  Lil  +  >/2) '' ,    ou --i — L(l-i-i/2); 

ri  \      '    \    /     '  i/2        2 

par  suite  rinlégralc  définie  I  est  égale  à 

Cherchons  maintenant  l'abscisse  du  point  de  contact  de  la  tangente  menée  à  la  courbe  par  l'origine. 

La  taiigi'nlo  au  point  (x,  )/)  a  pour  équation     Y  —  ;/  =  —  (X — x);     ponrqu'elle  passe  par  l'origine. 

il  faut  qu'on  ail     y  =  i,     ou     Lx  =  I,     et  par  suite     x  =  <>. 
La  formule  précédente  devient  alors  pour    x  —  r 

,  =  ..[iî^VLï«l^,.(ii^  Vo-T7r^)+^-|i.(.*,'5)]. 

2.  H  est  aisé  de  voir  ijuil  existe  deux  cercles  tangents  à  Oi/  et  toucliaiil  la  courbe  en  un  point  donné 
M.  Pour  construire  les  centres  de  ces  cercles,  on  mène  la  tangente  au  point  M,  qui  rencontre  Oj/  au 
point  T  ;  puis  on  prend  sur  Oij  les  points  H  et  H'  tels  que    Tll  —  TH'  =  TM,    et  par  les  points  H  et 
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H'  on  mène  des  parallèles  à  Or,  qui  coupent  la  normale  en  M  aux  points  C  et  C,  centres  des  cercles 
cherchés. 

Nous  allons  déterminer  le  lieu  géométrique  des  points  C  et  C,  quand 
l^  point  M  décrit  la  courbe. 

La  lan.îrenle  au  point  .M  .c,  y)  a  pour  équation 

elle  rencontre  O7  au  point  T,  qui  a  pour  ordonnée    ?/— 1.     La  longueur 
MT  est  alors  MT  =  s  jT- ^=ly  —  )/-f- 1)'  =  y/x-  -^  1 . 

et  Tordonnée  du  point  H  est     y — l-l-s/x'--M,     ou     L.r  —  1  —  v^x- -i- 1 . 
D'autre  part,  la  normale  au  point  M  a  pour  équation 
Y  —  y  =  —  x(X  —  x). 


y 

H 

C 

^^ 

\ 

-^^""^ 

\ 

^ 

0 

yy 

\ 

JT 

T 

\ 

\ 

H' 

\ 

C' 

Remplaçons-y  Y  par  l'ordonnée  du  point  H;  nous  obtenons  l'abscisse  du  point  C 

X 


t;-^l— v'r-  — 1 


Les  coordonnées  du  point  C  sont  donc    \ 


x-  -i-  1  —  \'i-  -+- 1 


.     Y  =  Lx  -F  \x-  —  1  —  1  ;     celles 


du  point  C  s'en  déduisent  en  remplaçant     \fx--i-l    par    —  \x--i-l,     ce  sont 

.X-  -+-  1   -t-  /r-  -t-  1  ^-  I  /—, î  I 

\  =  ,  ^   =  L.r  —  tjx^  -h  i  —  i . 

x 

Nous  obtenons  ainsi  les  équations  paramétriques  de?  lieux  décrits  par  les  points  C  et  C. 
Posons    .(■  =  tg?;     comme  x  varie  de  0  à    +0;,     nous  ferons  varier  o  de  0  à  — •  Les  coor- 
données du  point  C  deviennent  alors 

1  —  cos  o  ....  1 

(1)  X  = 


et  celles  du  point  C, 
(2) 


X 


sin  o  cos  o 


i  +C0S  o 


Y  =  L  ts:  o 


Y  ^  Ll 


cos  '.? 

1 


—  1. 


sm-f  cos  z. 
et  nous  devons  faire  varier  s  de  0  à  — -• 


cos 


—  <, 


Si   dans   les  formules   (1)   on    change    9    en     r-H^,     les   formules   (l)  se   transforment   en   les 

formules  '-2).  11  suffira  donc  d'étudier  la  courbe  définie  par  les  équations  (1)  et  d'y  faire  varier  =  de  0  à 

T.  3- 

—  et  de  -  à  -^■ 

Récrivons  ces  équations  : 


1  —  cos 


Hic-i 


sinocoso  coso 

les  fonctions   X  et  Y   sont  continues  dans  les  deux  intervalles    (  0,  —  )   et  (-, 


des  dérivées 


r/X 


1  —  cos  ç)(cos'-  ?  —  cos  ?  —  1  ) 
sin-  o  cos-  =■ 


(/Y 


;   elles  admettent 
cos-  -f  —  cos  V  —  1 


smocos-  -^ 


Le  trinôme  ces-' =  —  cos  ?  —  1  a  une  racine  comprise  entre  —1  et  0,  et  une  racine  positive 
supérieure  à  1.  A  la  racine  négative  correspond  un  angle  a  compris  entre  -  et  -^-  Pour  cette  valeur, 
les  deux  dérivées  de  X  et  de  Y  sont  nulles  ;  donc  la  courbe  présente  un  point  de  rebioussement. 
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On  peut  alors  dresser  le  tableau  de  variations  suivant  : 


o 

0 

2 

^ 

a 

3ti 

~2~ 

X 

0 

croit 

H-x 

-1-  30 

décroît 

m  in . 

croît 

+  30 

Y 

—  t: 

croit 

H-X 

—  X 

croit 

niti.r. 

décroi 

—  00 

Cherchons  maintenant  les  valeurs  limites.  Pour 

9 


0,     X  se  présente  sous  la  forme  --  ;  mais  on 


1  —  COS  o  1  !f  1  . 

peut  écrire     \  = -. '—• =  tg^^ '     et  1  on  voit  que  pour     ?  =  0,      X  =  0.      Pour 

sin  9  COS  o  2      cos  o 


les  valeurs  de    '^.    ^,    tt  et  ;    X  est  infini  positif.  Pour 

3- 


0     et     -i  = 


Y  est  infini  négatif,  et 


pour     9  =  — !     Y   est  infini  positif.  Pour     o  =  — :,  ■  Y    se  présente  sous  la  forme  indéterminée 


00  —  X.     Remplaçons  9  par     — t;     nous  avons 

:Jtt         \  1 


Lts 


3- 


1  =  _  L  tg  E  - 


Y  =  L  COS  £  —  L  sin  E  — 


sin  t  L  COS  î  —  sin  î  L  sin  £  —  1  —  sin  s 


Quand  e  tend  vers  zéro,  sins  [.sin;  a  pour  limite  0,  le  numérateur  a  pour  limite  —  1  ;  par  suite 
Y  est  infiniment  grand  négatif. 

On  peut  alors  construire  la  courbe.  Ouand  9  croît  de  0  à    — >    on  obtient  la  branche   LDL,  :  pour   9 

compris  entre  -  et  a,  onalabranche  LE.  Ala  valeur     9  =  1     correspond  le  point  de  rebroussement  E, 

et  enfin  pour  9  compris  entre  a  et  -—■,   onalabranche  EL3. 

Étudions  maintenant  les  branches  infinies  L,,  Lo  et  L3. 

Y         sin 9 (cos  9  Ltg 9 -H  1 —cos 9) 
X  1  —  cos  9 

Pour     9  = -|-,     cosciLtff?    est  indétermine,    maison 

peut  l'écrire     cos  o  L  sin  9— cos?  L  cos 9,     et  ces  deux  pro- 

Y 

duits  ont  pour  limite  zéro.  Donc  —  a  pour  limite  I  ;  la  direc- 

--        lion  asymptolique  est  parallèle  à  la  première  bissectrice  des 

axes.  Cherchons  s'il  y  a  une  asymptote.  Pour  cela,  considé- 
rons la  différence 


Y-X  =  Llg9  + 


=  Llg9- 


1  —  cos  ç 
sin  9  cos  9 

1  —  sin9)(l  —  cosi) 


sin 9 cos 9 

■K        1  —sin  9 
On  voit  aisément  nue  pour     9  =  — ->     

'        '  '  '->  mis  o 


a  pour 


limite  zéro,     donc     Y  —  X     augmente  indéfiniment. 
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11  en  résulte  que  la  branche  inlinie  1)L,  est  parabolique  dans  la  direction  dont  le  coefficient  angu- 
laire est  égal  à  1 . 

Y                                                                       Y                         cos--i 
Pour     =  =  -,     —   a  puur  limite  0.  car  on  peut  écrire     -—  =  sin-f-H-j — tg'-;Llgc,     elle 

X  '  X  1 — cos  9 

produit  tg-f  LIgf  a  pour  limite  zéro  pour    tgç.  =  0. 

Enlin,  par  des  procédés  analogues,   on  reconnaîtra  sans  peine  que  pour     v  =  -^'     -^   a  pour 
limite     —1     et  que     Y  +  X     augmente  indéliniment. 

Il  en  résulte  que  les  branches   L,  et  L:,   sont  paraboliques,  la  première  dans  la  direction   Or,    la 
seconde  dans  la  direction  qui  a  pour  coeliicient  angulaire     —  1. 

Charles  BAKilAULT,  lycée  d'Orléans. 
Bonne  solution  par  M.  G.  I'odcby.  a  Hoanne. 
Solutions  incomplètes  par  MM.  Amblabd  et  Rbeouillat. 


±597.  —  i'i>e  droite  homogène  pesante,  A15,  a  son  extrémité  B  suspendue  à  un /il  sans  pesanteur  atta- 
ché en  un  point  fixe  0.  L'autre  extrémité  \  est  tirée  horizontalement  jmr  une  force  donnée  F.  On  demande 
la  position  d'équilibre  du  sijslcme.  Dire  en  outre  pour  quelle  valeur  de  F  l'angle  OBA  est  le  plus  petit  pos- 
sible et  quels  sont  alors  les  angles  formés  par  OB  et  AB  avec  la  verticale. 

Soient  a  et  â  les  angles  aigus  formés  par  OB  et  AB  avec  la  verticale  Uy.  La  barre  est  soumise  à 
trois  forces  :  I»  son  poids  F,  appliqué  en  son  milieu  I;  2°  la  tension  T 
du  fil  dirigée  de  B  vers  0  ;  3»  la  force  donnée  F. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  d'abord  que  les  trois  forces  soient 
dans  un  même  plan;  comme  ce  plan  doit  contenir  la  verticale  IP,  il  est 
lui-même  vertical,  et  nous  sommes  ainsi  ramenés  à  étudier  l'équilibre 
d'un  ensemble  de  forces  situées  dans  un  môme  pian  vertical.  La  force  F 
est  alors  parallèle  à  l'horizontale  Ox  de  ce  plan. 

Pour  obtenir  les  conditions  d'équilibre,  nous  écrirons  que  la  somme 
des  projections  des  forces  sur  chacun  des  axes  Ox  et  O.7  est  nulle,  et 
ensuite  que  la  somme  des  m 'menls  algébriques  de  ces  forces  par  rap- 
port à  un  point  quelconque  du  plan  est  nulle. 
En  projetant  les  forces  sur  Or  et  sur  Oy,  nous  avon< 

(1)  F  — Tsina  =  0,  P-Tcosi=U. 

Prenons  les  moments  par  rapport  au  point  I,   le  sens  positif  étant  indiqué  par  l,i  lléche  ;  nous  obtenons 

TxlC  — FxlD  =  0. 
Or  dans  les  triangles  rectangles  IBC  et  lAU,  on  a    IC  =  115  siu 'â  -ï 
précédente  do\  ient 

(2)  T  sin  (3  —  a)  —  F  co.s  3  =  0. 

Il  faut  alors  résoudie  les  éi|uatioMs  (1)  et  (2)  par  rapport  à  a,  â,  T. 

F        ,  -^ 

Les  éi[uations  (1)  nous  donnent  d  abord     tga  =  -~;     1  =  \'P-h 

l'équation  (2)  Tcos^t  par  P  et   ï  sin  ï  par  F,  nous  obtenons     tg  ft  =  —  • 

F  ,        2F 

La  position  d'équilibre  du  système  est  ainsi  déterminée  par  les  relations     tgi  =  —  >     tgi  —  — , 

T  =  sP^-l-1-. 

Kfmarole.  —  On  peut  encore  obtenir  ces  conditions  en  écrivant  que  les  trois  forces  sont  concou- 
rantes et  que  chacune  d'elles  est  proportionnelle  au  sinus  de  l'angle  des  deu.\  autres. 


IL)  =  lA  cos3,     et  la  relation 


F-,     puis,  en  remplaçant  dans 
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L'angle  OBA   est  le  supplément  de  l'angle     /—a;     donc  le  minimum    de    OBA   correspond  au 
maximum  de     (3  —  a. 

•i¥       F 

'/fi-lg'j.  "P       T  V¥ 


Or  on  a  'g(r'  —  ») 


l  +  tgatgi  ^         P-  +  2F-^ 


P(P-  —  2F-)  P 

La  dérivée  de  cette  quantité  par  rapport  à  F  est     — -: ?r-r^  ;     elle  s'annule  pour     \'  =  --^,     et 

p 

pour  cette  valeur     tg  (â  —  a)     passe  par  un  maximum,  puisque  la  dérivée  est  positive  si     F  <;  — r-     et 

négative  si     F  >  — ^• 
V  - 
Dans  le  cas  où  l'angle  OBA  est  minimum  on  a  donc 

tga  =  -^,  et  ,tgp-v/2. 

(i.  COÏTY,  élève  à  l'école  normale  supérieure, 
lionnes  solutions  par  MM.  Amblabu,  k  Ruines  ;  M:ircel  Bosmorin-I.asseau,  lycée  de  Saint-Etienne;  G.  Fotcny. 


1598.  —  Un  point  M  parcourt  une  ellipse  de  telle  façon  que  la  différence  des  rayons  vecteurs 
focaux  MF,  MF'  soit  égale  à  2c  sin  wi,  2c  désignant  la  dislance  focale  FF'  et  w  une  constante.  Exprimer, 
en  fonction  du  temps.  In  vitesse  et  l'accélération  totale  de  M.  Chercher  la  relation  existant  entre  l'accéléra- 
lion  totale  et  la  dislance  .MO  du  point  M  au  centre  de  l'ellipse. 

Supposons  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes;  onsait  que  les  rayons  vecteurs  MF  et  MF'  du  [loint  M(,r, //) 
ont  pour  valeurs 

311'  =  a !  MF'  =  rt  H . 


2c.i 


J.CX  ZCX 

par  suite,     MF' — MF  =  ,     et  par  hypothèse  on  a     =  2c  sin  to<,     ou     x  =  asintol. 

De  l'équation  de  l'ellipse  on  tire  g  =  ±  —  \la-  —  x-  =  rh  6  cos  lu^ 

a 

On  a  donc  les  deux  ensembles  de  solutions 

i  X  =  a  sin  'il,  [  x  =  a  sin  kjI, 

(0  (2) 

I    y  =z  h  COS  wt  ;  I    g  =  —  h  COS  to<; 

et  comme  les  mouvemiMils  des  points  correspondants  sont  symétriques  par  rapport  à  O.r,  on  [leut  se 
borner  à  étudier  l'un  d'eux,  par  exemple  celui  qui  est  délini  par  les  équations  (1). 

Les  projections  de  la  vitesse  v  sur  les  a.xes  sont     —r-  =  o<o  cos  lu/,     -f^  —  —  /m,,  sin  w/  ; 

dt  dt 

on  en  déduit  y-  =  b>^{a-  ces-  wt  -+-  b-  sin'  wt). 

I^es  projections  do  l'ai^céléralioii  v  sont     — ; —  =  —  «'u-  sin  wi,     — ^  =  —  /no-  cosw/, 

dt-  '      dt- 

ce  qui  donne  y-  =  <o'(a-  sin'  wl  +  //-cos-  w/)  —  w'.ÔM", 

ou  Y  =  w-.MO. 

Jean  SOUDET,  lycée  de  Rouen. 

lionnes  solutions  par  MM.  A\iMi.Ani.,  à  llnuies:  .Mai(:ct  Boshoiu.'«-I.asskau,  lycée  de   Saint-Htienne  ;  G.  Oottï;   A.    Darmon  ; 
G.  Foi  cnï,  il  Hoannc  ;  Hkiioiim.i.at,  à  Langres  ;  Gh.  Ghjncu. 
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ÉCOLE  PULYTECHXKJUE  iConcours  de  WOl 


1604.   —  Soient  /ÏO)  et  0(0)  deux  fondions  de  la  variable  indépendante   0,    et  soient    f\<))  et  o'(6) 
leurs  dérivées.  —  On  pose  : 

X  =  /'(O)  sin  0  —  o'{(j)  cos  0,  Y  =  fiH)  cos  6  -t-  çïO)  sin  h. 

Démontrer  qur  l'on  a  idenliqwment  :     dx--~dij-  =  d\-  -r-rfV-. 

Abrégeons  récriture  en  posant    /"(O)  =  u,    9(6)  =  «  :     nous  aurons 

a;  =  M  —  v',  y  ^  u'  ^  V, 

et  X  =  «'  sin  0  —  u'  cos  0,  Y  =  m'  cos  5  -s-  u'  sin  0, 

Nous  déduirons  immédiatement  de  là 

dx  =  (u'  —  v'  )d<»,  dy  =  [u  +  v'jd<>, 

et 

d\  =  (Y -4- «"sin  0  —  «"eosO;rf6,  rfY  =  ( — X  -t-u"cosO-i-  v"  sin  OjdO. 

Si  maintenant,  nous  formons     rfX^-t-rfY-,     el  si  nous  remar.(uons  que 

X-  -!-  Y-  =  u'^  -r-  v'-,  X  COS  0  —  Y  sin  0  =  —  v', 

et  XsinO-H  Ycos't  =  ;/', 

nous  aurons  de  suite 

rfX-  -!-rfY-  =  [u-  -+-  v'-  ■+■  u"-  -+-  v-  -T-  2u"o'  —  2u'y")rf')'-, 
cVst-à-dire 

d\-  H-  d\-  =  \u'  —  vy  -h  [ir  -h  v'f-]dr-, 
ce  qui  montre  Lien  que 

d\-  -+-  d\-  =  dx-  -^dy-. 
liemarque.  —  On  peut  écrire  autrement  d\  et  </Y  et  mettre  de  suite  la  propriété  en  relief  :  on  a 
(/X  =  dx  cos  0  -H  rfi/  sin  0,  rfY  =  dx  sin  0  +  rfy  cos  0. 

Bonnes  solutions  :  MM.  P.  Bbteille.  à  Parizot  ;  Hros  ;  L.  Simon,  à  Doudeville  ;   G.  Fodcbv,  à  Roanne  ;  G.  Cottï  ;  .Aiiblakd, 
à  Reims  :  D.  GeoBGEScc,  à  Bucarest  ;  L.  MosTAOT  ;  R.  .Uasso.n,  à  Albi  ;  Gh.  Gie.scc.  à  Yassy. 


1605.  —  Former  l'équaiion  du  troisième  degré  qui  admet  pour  racines  les  longueurs  des  côtés  d'un 
triangle,  connaissant  le  périmètre  2p,  la  somme  des  trois  hauteurs  2A,  et  l'aire  S  du  triangle. 

Application  numérique.—  Calculer  les  trois  côtés  en  supposant  :   2/3  =  16"';    2/(  =  l^i^.CO;    S  —  là"-. 

On  a  de  suite 

a^b-\-c  ;=  2p,  ah,  =  hh,  =  ch,  =  2S.  p'p  —  a;{p  —  b)ip  —  c)  =  S-. 

La  première  équation  donne  la  somme  dos  racines  de  l"équation  cherehée.   La  seconde  donne  la 
somme  des  inverses  : 

/(,  -f-  /<■  +  h,  =  is(-  +  1  -H  -i)  =  2/i. 

\a        b        c  ,' 

Enfin  la  dernière  donne  une  relation  entre 

S,  =  a -+- 6 -h  c,  S,  —  ah -\- ac  ^  bc,  Sj  =  ofrc. 

Nous  avons  donc  finalement 

Si         h                                                         S- 
S,  =2/;,  ^  =  "^-'  r-/>-S,  +  pS,-S,  = 


;' 


S-.         s .  S- 

Les  deux  dernières  s'écrivent     -r-  =  —^<     uS. —  S,  = h-  p-, 

n  S  "         P 

et  donnent  immédiatement  -^  =  —  =  — — 1 

h  S         piph  —  S) 
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L'équation  demandée  est  donc 

'  p{ph-S)  piph-h) 

Pour  résoudre  cette  équation  dans  le  cas  signalé,  il  suffit  d'envisager  le  produit 

ip-a)[p-b){p-c)  =  y^  \8. 

Or     18  =  3.3.2  ;     ceci  nous  donne  l'idée  en  supposant  «,  l>,  c  entiers,  de  prendre 

p  —  «  =  3,  p  —  /;  =  8,  p  —  c  =  i; 

il  en  découle  a  =  è  =  3.  c  =  G, 

et  l'autre  relation     -^  =  -^     se  vérifie  immédintenient  :  elle  devient  ici 

2        1         13,00  17  13,60 

—  A = 1  ou  — r-  =  — : — ' 

5        0  24  S  4 

ce  qui  est  évident. 

Il  est  d'ailleurs  facile  d'arriver  au  résultat  autrement:  il  suflit  de  former  dans  l'hypothèse  actuelle 

l'équation  du  troisième  degré  en  x  et  de  la  discuter  par  le  théorème  de   Rolle  :   on  trouve  alors  que 

5  est  racine  commune  :'i  l'équation  et  à  sa  dérivée  et  le  reste  s'en  suit  aisément. 

Bonnes  suliilioiis  :  MM.   G.  Foucry,  à  lioanne  ;  L.  SiyON,   à   Itou.leville  ;    Amblard,  à   Kuines;   C.    Giillebme,  à  Kourg; 
G.  CoTTï  ;  lih.  GicNCD. 


1606.  —  On  donne  ijuatre  qtwiUilés  a,  b,  c,  d  ridelles  et  di/frrenles  entre  ellea. 
Suit     f{x)  =  (x  —  a)[x  —  b){_x  —  c){x  —  d). 

1°  Déterminer  une  fonction   o,{x),  polynôme  du  troisième  degré,  lel'c  qu'on  ait  : 
ç,(n)  =  6;  o^{b)  =  c;  o,{c)  =  d  ;  (p,(rf)  =  ô. 

2"  .si  l'on  permute,  dans  Ç'i(jfJ,  «,  b,  c,  d  de  toutes  les  manières  possibles,  on  trouve  six  fondions  diffé- 
rentes :  9,(a;),     ©.(x),     03(x),     oj^x),     ^.{x),     ?j(x). 

1 

Soient  F(x)  la  somme  de  ces  six  fonctions,  et     G(x)  =  f{x)  -+-  —  x'F(x). 

Former  la  fonction  G{x),  cl  étudier  la  variation  de  cette  fonction. 

('  dx 
3°  Déterminer  les  deux  intégrales  indéfinies    fG(x]dx,       I  — — 

l"Le  polynôme  o,(x)  se  détermine  immédiatement  par  l'identité 
<f,(x)  b  c  d  a 


f[x)  X  —  a        x  —b        X  —  c        X  —  d 

2°  Les  trois  autres  permutations  que  l'on  déduit  de  celle-ci  en  permutant  circulairemenl  a.  b,  c,  d 

2i 
donnent  le  même  polynôme.  Il  y  a  donc  seulement     —  =  6    solutions  distinctes,  qui  correspondent 

4 
aux  permutations     abcd,     abdc,     adbc,     acbd,     acdb,     adcb. 

Considérons  la  fonction  F(x)  =  ?i(x)  +  'ii{x)  -+■  ■■■  -i-<f(,(x)  ; 

c'est  un  polynôme  du  troisième  degré  au  plus  ;  d'autre  part,  pour  x  =  c,  il  prend  la  valeur 
2;6-i-f  +  (/),  c'est-à-dire  2S — ia,  en  appelant  S  la  somme  des  quatre  nombies  a,  b,  c,  d  ;  pour 
X  =  b,    il  prend  de  même  la  valeur    2(rt-t-c  +  t/),     c'est-à-dire    2S  —  26;     etc. 

Nous  voyons  donc  que  le  polynôme  du  troisième  degré  F(x)  prend  les  mêmes   valeurs  que  le 
polynôme    2S  —  2x    pour  quatre  valeurs  de  x,    ti,b,c,d;  donc    F(x)  ^  2S  —  2x. 
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Alors     G(j)  =  /\.i)  -+-  —  A-H-'d-),     se  réduit  à  un  trinôme  du  second  degré  ;  si  on  pose,  en  effel, 

f{x)  ^  a;*  H-  oix^  +  ^x-  -+-  -(x  -+-  8, 
on  a     3.  =  —  S,     et 

G(x)  ^  f[x)  —  ax^  —  a;', 
G(x)  ^  '^x--\--(X-  -t-  0. 
Les  autres  questions  sont  des  questions  classiques  et  insignilianles. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Bros  ;  Amblahu,  à  Ruines  ;  C.  Cotty,  élève  de  rKcole  norniiile  supérieure  ;  (ili.  Giuncu. 


1609.  —  Un  récipii'ni  fe.rm^  dont  Irvolimw  rst  de  10  lllrps  à  In  lempèfnlure  de  30"  csl  rempli  d'un 
gaz  qui,  à  cette  température,  y  exerce  une  pression  de  30  alnwsphères  ;  la  densité  de  ce  yaz  a  zéro  et  sous  lu 
pression  d'une  atmosphère  est  1,5. 

1"  On  demande  le  poids  de  celte  masse  gazeuse,  le  gaz  étant  supposé  par/ail. 

2"  On  demande  la  pression  si  on  chauffe  à  100°,  le  gaz  toujours  supposé  parfait. 

3°  On  demande  le  poids  dans  les  mêmes  conditions  {c'est-à-dire  10  litres  à  50°  sous  la  py^ession  de 
30  atmosphères)  si  le  gaz,  ayant  toujours  la  même  densité  à  0"  sous  la  pression  d'une  atmosphère,  n'est  plus 
un  gaz  parfait  et  s'il  a  pour  coefficient  moyen  de  dilatation,  sous  la  pression  constante  d'une  atmosphère, 
0,0U37I4  entre  0°  et  SO",  et  0,00:^711   entre  0"  et   100°,  «/  enfin   s'il  a  pour  écart   de  la  loi   de   Mariolte 

(  -^ 1  )      -1-0,^88  éi  50"  et  sous  la  ijression  de  50  atinosphères. 

\  /'"  / 

4"  On  chauffe  ce  gnz  imparfait  jusc/u' à  lOO";  l'expérience  montre  que  la  pression  devient  65,5  atmos- 
phères; on  demande  quel  est  l'écart  de  la  loi  de  Mariolte  ù  cette  température  entre  une  atmosphère  et 
65,5  atmosphères. 

On  prendra  pour  coefficient  de  dilatation  du  gaz  parfait,  sous  la  pression  constante  d'une  atmosphère, 
0,00367  ;  pour  coefficient  de  dilatation  cubique  de  l'enveloppe  0,0o00i  ;  pour  le  poids  du  litre  d'air  à  zéro, 
sous  la  pression  d'une  atmosphère,  l'^,293. 

xV.  B.  —  Les  questions  telles  que  le  3°  et  le  i"  pouvant  en  général  être  traitées  de  deux  façons  différentes 
suivayit  que,  pour  raisonner,  on  commence  par  faire  varier  la  température  ou  la  pression,  on  fera  bien 
d'examiner  tout  d'abord  les  données  expérimentales  qui  sont  fournies,  car  la  marche  ii  suivre  en  résulte. 

1"  Appliquons  la  formule  usuelle  qui  lie  le  poids  d'un  gaz  à  son  volume  : 

m  =  vda-i—  . — 

Pa    1  4-  ^t 

Il  vient  m  =  10xl,5xl,293x50x-; „„    V.  »»o^-   =  819s,39. 

1  H-  30  X  0,00367 

2»  Appliquons  la  formule  dos  gaz  parfaits  : 

p'v'  pv 


l-hoit'        ^-^-  oit 

Si     /  =  50,     V  =  10,     et  si     /'  =  100,     v'  =  10(1  -t- 50x0,00004)     très  sensiblement. 

n         ,  ,        .-n  't»  1+100x0,0031)7         „„       „  1,3670 

On  a  donc     p  =  oO— — i ;r: 7: X =:  50  X  0.998  X  — . 

'  10(1+50x0,00004)         1+30x0,00367  ^'^  1,1833 

7/  =;  57,04    atmosphères. 

3°  Soit  M  le  poids  réel  du  gaz.  Si  nous  savons  calculer  son  volume  Vg  dans  les  conditions  normales 
0"  et  /)„,  nous  aurons  le  poids  par  la  formule 

M  r=  \,da. 
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Considérons-le  à  oO"  sous  la  pression  normale  /:>„;  son  voluniR  est  devenu 
i-,  =  Vo(l -4-30x0,003714). 
Dans  les  conditions  données,  c'est-à-dire  à  oO"  et  sous  la  pression    p  —  30/^,     son  volume  est    d  =  10 
Donc  ,oVo(i  ^0X0  003714)^^ 


Celle  équation  détermine  V^,  et  la  précédente  donne  alors 

1 

1-1-50x0,003714 


M  =  I-^88X50X10X  ,  ^^^  J„  ,,^,„,  xl,5xl.393  =  1053^4^ 


Incidemment,  on  trouve     Vj  =  343''',  14. 

4°  Considérons  maintenant  le  gaz  à  100°,  d'abord  sous  la  pression  /)„  d'une  atmosphère;  son 
volume  est  «„  =  V„(l -l- 100x0,003711).  Puis,  à  la  même  température  et  dans  le  récipient  donné, 
son  volume  est      «'=10(1-1-30x0,00004),      et   sa  pression     ;/ =  03,op(,.      Formons  la  quantité 

«  11' 
£  =  -^-^, 1     en  reniplaçanl  \'„  par  la  valeur  que  fournit  le  calcul  précédent.  On  trouve 

pv 

£  =  0.133. 


1610.  —  Un  métal  inconnu  M  donne  naissance  <i  deux  chlorures  di/férenis,  tous  les  deux  anlii/dres,  et 
volatils  sans  décomposition . 

Le  premier  chlorure  a  pour  composition  :  M  =  39,CG  °/o  ;  Cl  =  60,34  °/o.  Il  bout  à  21o°  ;  sa 
densité  de  vapeur,  rapportée  à  l'air,  prise  à  225°  est  12,2;  elle  diminue  ensuite  régulièrement  jusqu'à  380° 
où  elle  atteint  0,08;  puis  elle  reste  constante  jusqu'il  .ïOO"  ;  au  delà  elle  décroît  lentement  nti  furel  ù  mesure 
que  la  température  s'élève. 

Le  second  chlorure  a  pour  composition  :  M  =  49,65  %  ;  Cl  =  50,33  7„.  //  haut  ')  33o'i  ;  sa  densité 
de  vapeur  est  4,82  à  800°  et  se  maintient  constante  jnsqu'à  1200°. 

L'un  ou  l'autre  de  ces  chlorures,  traité  par  l'acide  sulfuiique  concentré  et  chaud,  fournil  un  sulfate 
unique  qui,  additionné  d'une  solution  concentrée  de  sulfate  d'ammonium,  donne  un  alun  isomorphe  avec 
l'alun  ordinaire  d'ammonium  [SO^AzH')- -f-(SO')^\l- -f-24H-0].  Les  cristaux  de  cet  alun  analysés  ont 
donné  dans  deux  essais  :  13,97  "/^  et  11,03%  de  métal. 

On  demande  la  valeur  la  plus  p.-obable  du  poids  atomique  du  métal  M,  les  formules  des  deux  chlorures, 
l'explication  des  vuriations  di>  densité  de  vapeur. 

On  connaît  la  densité  de  t'hydroijène  par  rapport  à  l'air     A  =  0,0693,     et  les  poids  alo)niqucs 
Cl  =  33,5;     Az  =  14;     0  =  16;     S  =  32  ;     H  =  l. 

L'isomorphisme  conduit  à  représenter  l'alun  du  métal  M  par  la  formule 

S0'(Azll')2  ■+-  (S0')'.\1^  -1-  24H^'0, 

dans  laquelle  tout  ce  qui  accompagne  M-  représente  un  poids  832.  La  moyenne  des  nombres  13,97  et 

14,03  étant  14,  on  en  déduit 

M-  14  .M^  14 

d'où  -^r-  =  -^  et  M  =  09,33. 


832-+-.\P  loO  832  86 

Les  deux  nombres  donnés  conduiraient  respectivement  à  69,18  et  (V,),32. 

Premier  chlmure.  —  Le  poids  de  chlore  rapporté  à  un  atome  de  métal  est    ,'  '^"    X  69,33  =  103,3     et 

.■>9,66 

représente  sensiblement  3  atomes.  La  composition  est  donc  représentée  par  la  l'orinule  MCP  dont  le 

poids   serait    17n,83.    .Mais   la    densilé    12,2   correspond    au    poids    moléculaire     2x    ,  ".'"      =  349, 

0,0693 

nombre  sensiblement  double.  La  formule  moléculaire  à  22")'  est  donc  M-CI».  A  380"  elle  n'est   plus  (pie 
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471 


MCP  et  si  la  densilé  décioit  lentenitMil  au  dolà  de  500",  cola  provient  vraisemblableinonl  d'iiiio  dissocia- 
tion en  chlore  el  chlorure  de  densilé  4,82. 


Second  chlorui 


La  composilion  est  représentée  par    MCI',   dont  le  poids  serait  I'i0,.3o.  La  den- 


sité indique  le  poids  moléculaire     2x 


4,82 
0,0693 


=  139,     nombre  concordant. 


N.  B.  —  Le  métal  dont  il  est  question  dans  ce  problùine  est  le  gallium. 
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OUESTIONS    POSEES   AUX   EXAMENS  ORAUX 


Mathématiques  (.M.  CLAiRrx). 

696.  —  Ri'soudri'  ItHiiiation  ililli-reiitiulle     _(/'  —  y<J\  —  y'-. 

Construire  la  courbe  intégnile  (|ui  passe  au  point  x  =  0,  y  =  i.  Elle  a  la  forme  inditiuée.  Calculer  l'aire  OAMP  et 
voir  si  cette  aire  a  une  limite  quand  x  grandit  indélîniment.  Calculer  le  volume 
engendré  par  le  trapèze  0.\MI'  tournant  autour  de  Ox-  et  voir  si  ce  volume  a  une 
limite  dans  les  mêmes  conditions  ('). 

697.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  osculatrices  à  un  cercle  fixe  en  un 
point  fixe  et  semblables  à  une  conique  donnée.  Montrer  que  le  lieu  est  une  courbe 
unicursale 

Appliquer  au  lieu  des  centres  des  byperboles  équilatères  osculatrices  à  un  cercle 
ti\c  en  un  point  use. 

698.  —  On  considère  la  courbe    .c  =  /-,     i/  ^  t\    z  =  t\ 
Condition  pour  que  quatre  de  ses  points  soient  dans  un  même  plan.  Conditions 

pour  qu'ils  soient  sur  un   même  cercle,    l'arler  de  la  quartique  la  plus  générale 
dans  l'espace.  Montrer  que  par  cette  quartique  ne  passe  qu'une  quadrique. 
Application.  —  Montrer  que  le  résidu  de  l'intersection  d'une  surface  du  second  ilegré  et  d'une  surface  du  troisième  degré 
(|ui  ont  deu\  génératrices  communes  est  une  quarticiue  unicursale. 

699.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  bitangents  à  un  limaçon  de  Pascal. 

700.  —  Trouver  les  courbes  telles  que    s-  =  Say.    Trajectoires  orthogonales  de  ces  courbes. 

701.  —  Podaire  de  l'ellipse,  le  pôle  étant  au  centre,  l'.onstruire  et  rectifier  cette  podaire. 

Etablir  géométriquement   tons  les  résultats  trouvés  relalivement    au  degré  de  la  podaire  ;    montrer  que   le  centre  de 
l'ellipse  est  un  point  double  isolé  de  la  podaire. 
H-  6t 

y 


702. 


—  On  donne    x  = —,     y  =       ""      •     Construire  cette  courbe.    Equation  cartésienne.  Relation  entre  les   l 

de  trois  points  en  ligne  droite.  Relation  entre  les  I  de  six  points  sur  une  conique.  En  déduire  les  coniques  tritangentes  à  la 
courbe.  Soient  ai,  ((.,  (7j  les  points  de  contact  de  la  conique  tritangente.  Les  côtés  du  triangle  rencontrent  la  courbe  en  trois 
points  fti.  h:,  ftj.  Démontrer  que  les  points  sont  sur  une  droite  D,  Les  tangentes  en  ai,  «»,  «i  rencontrent  la  conique  en  trois 
autres  points  Ci.  Ci,  Cs,  qui  sont  aussi  sur  une  droite  A.  On  se  donne  t»  ou  A,  combien  correspondit  de  coniques  simple- 
ment tangentes  ? 

703.  —  Cardioïde.  Rectification.  Aire  comprise  à  l'intérieur.  Volume  engenilré  par  la  courbe  en  tournant  autour  de  son 
a,\e  de  symétrie. 

704.  —  Etude  de  la  cycloïde. 

705.  —  Sur  un  cône  de  révolution.  Irouver  une  lonrbe  (C)  qui  lasse  un  angle  constant  avec  les  génératrices.  Montrer 
que  la  pro.jection  de  la  courbe  (Cl  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cône  est  une  spirale  logarithmique.  Rectification 
de  C.   Calcul  du  rayon  de  courbure  en  un  point  de  C. 

706.  —  On  considère  une  hélice  circulaire  et  sur  la  tangente  en  un  point  M  de  cette  hélice  on  prend  deux  points 
P  et  Q,  tels  que    MP  =  .MQ  =  AM,    A  étant  le  point  de  rencontre  de  l'hélice  avec  O.r.  Trouver  les  lieux  des  points  P  et  y. 

Centre  de  courbure  de  l'hélice  au  point  M.  Lieu  de  ce  point.  C'est  une  courbe  dont  le  lieu  du  centre  de  courbure  est 
l'hélice  donnée. 


C)  Voir  Revue  de  mars  1908,  p.  439, 


ÉCOLE  NORMALE  SUPÉKIEURE  (EXAMENS  ORAUX) 


707.  —  D'un  point  M  on   mène  les  normales   à    une   ellipse.  Former  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  carrés  des 
longueurs  de  ces  normales.  Lieu  du  point  M  tel  que  la  somnif  des  carrés  de  ces  longueurs  soit  constante. 

kxy 

On  demande  le  lieu  des  projections  d'un  point   li.ve   sur  les  généra- 


ij- 


708. —  On  considère  la  surface    r  = 
triées  de  ce  conoide 

709.  —  Conditions  pour  qu'un  cône  soit  capable  d'un  trièdre  trireetangle  inscrit,  d'un   trièdre  trirectangle  circonscrit. 
Invariants  dans  les  quadriques. 


!/ 

/'/ 

/   . 

1       (') 

\ 

A        /o 

^^ 

j: 

/ 

'"/ 

/   .^^__ 

—^^ 

> 

\ 

Mathématiques  (.M.  T.\.n.nery). 

1  ;/ 

710.  —  On  donne  la  correjpondance    \  —  -■,     Y  =  —     <iui  a  un  point  \x,  y)  fait  correspondre  un  point  (\,  V|  (les 

axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires). 

Étudier  cette  correspondance  et  en  trouver  les  éléments 
doubles.  En  déduire  une  construction  permettant  d'avoir  le 
point  (X,  Y)  connaissant  le  point  [x,  y\. 

711.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  si  on  prend  un  arc  MM' 
et  l'arc  MiM,'  correspondant   par    la   transformation,  on  ait 
aire(oMM')  —  aire  ^oMiM,'). 
On  trouve  la  courbe      y  =  y/x'  —  \. 
La  construire.  Elle  a  la  forme  indiquée  (1|. 
On  fait  pivoter  une  sécante  autour  du  point 

AU-  =  —  1.    y—  0). 
Montrer  algébriquement  que   celle  sécante  ne  rencontre  la 
courbe  qu'en  un  point  réel. 

712  —  On  donne  {U:,  y)  tel  que  f{x,  y)  =  0  représente  une  conique.  On  prend  une  valeur  réelle  arbitraire  /(  ;  est-ce 
que  /(  =  f(x,y)  donne  des  valeurs  réelles  pour  .i;  y  quel  que  soit  ft  ?  Montrer  que  li  doit  èlre  compris  dans  certaines 
limites. 

713.  —  On  considère  l'équation    ./■  —  a  sinx  —  a  =  0,    où  l'on  a    0  <  i  <  1. 

La  discuter.  Pour  quelle  valeur  de  a  y  a-t-il  une  racine  évidente?  Calculer  une  valeur  approchée  de  la  racine. 

714.  —  On  considère  la  fraction  rationnelle     — '■ —     et  la  série    u„=  -•    Etude  de  cette  série.  .\u  cas  où  la  série 

JU')  g(n) 

est  divergente,  retrancher  de  cette  fraction  un  polynôme  qui  la  rende  convergente. 

715.  —  Déterminer  une  conique  connaissant  un  foyer  et  3  tangentes;  un  foyer,  '2  tangentes  et  1  point  :  un  foyer,  1 
tangente  et  2  points.  (Nombre  de  solutions.) 

716.  —  On  considère  la  courbe  ./■  =  och^,  ;/  =  (/sli'r. 

Que  représentent  ces  formules"/  L'hyperbole  tout  entière  est-elle  ainsi  représentée?  Développée  de  cette  courbe.  Chercher 
les  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  sa  développée  :  montrer  qu'on  a  une  valeur  approchée  du  =■  d'un  point  d'inter- 
section en  prenant  l'intersection  de  la  développée  avec  une  asymptote  de  l'hyperbole. 

717.  —  On  considère  la  surface     ;  =  x-y.    Génératrices  rectilignes.  Trouvçrles  lignes  asymptotiques  île  la  surface. 

718.  —  On  donne  la  courbe  ((^)    j,-  =  K(cos  t  -+-  l  sin  (  ,    y  =  R  sin  (  —  (  cos  t)    dans  le  plan 
des  xy.  Les  axes  de  coordonnées  ox,  ny,  o;  étant  rectangulaires. 

Trouver  sur  le  cylindre  d'axe  oz  et  de  rayon  R  une  courbe 
telle  que  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  à  cette  courbe 
avec  le  plan  des  /;/  décrive  la  courbe  (Cl. 

X 

719.  —  Construire  la  courbe    ;/  —  cos.i-  -+-  sin  x  log  tg  — • 

La  courbe  a  la  forme   indiquée.  Calculer  l'aire  couverle  de  ha-       

chures. 

720.  —  Eliidii'r  les  gi'néralrices  rectilignes  dans  les  ((ua- 
driques. 

721.  —  On  considère  la  surface     :  =  x-xy.    Que  représentct-elle  ?  On   considère  les  deu\   paraboloides    ;  =  a'xj/. 

s  =  ?'-f)/- 

■Trouver  sur  le  premier  une  courbe  telle  que  la  tangente  h  cette  courbe  soit  tangente  au  second  paraboloïde.  Lieu  du 
point  de  contact  de  cette  tangente  avec  ce  second  paraboloïde. 

722  —  Énoncer  et  démontrer  le  théorème  de  Descartes.  Dans  (|nel  cas  peut-un  donner  une  conclusimi  précise  au  point 
de  vue  du  nombre  des  racines  réelles?  Importance  du  cas  pour  la  séparation  des  racines. 

72S.  —  Soit  a  (x,  y,  z)  un  polynôme  du  second  degré  homogène.  Lieu  de  la  droite  intersection  des  deuv  plans 

(I)  ''?,'»  '?i, -»-?•=  *>  l-x -h  ty -hz  —  0. 

Equation  il  u  lii'U.  (»ii  est  amené  a  éliminer  /.  Qu'est-ce  qu'éliminer?  Quelle  est  la  valeur  de  la  railric  commune  en  <? 

a'  '■:,,',  o.' 

Y   a-t-il   des  points    particulier»  tels    que     ~ —  =  -^—  =  -^^  ■    Dans  ce  cas  on  a  deux  racines  conununes  en  /,  Les 

X  y  z 

Q,'  <3,)  o'. 

deui  équations  (t)se  réduisent  à  une.  Comment  sont  situés  les  points  vérifiant    -^—  =  — —  =  — ;^  • 


"^ 


QUESTIONS  PROPOSEES 


-— -i-  ...  —  sin  — -  -f-  ... 
2-  n- 

725.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  A  sur  ce  cercle.  Soit  \x  le  diamètre 
qui  passe  par  ce  point  et  o;/  le  diamélre  rectangulaire.  On  considère  une  sécante 
.\M  ;  on  prend  les  points  M  et  P  d'intersection  avec  oy  et  avec  le  cercle.  Etudier 
le  lieu  de  o  symétrique  de  M  par  rapport  à  P  lorsque  la  sécante  varie. 

La  courbe  a  la  forme  indiquée.  Démontrer  que 

aire  CB^  —  3  aire   AoM). 

726.  —  On  considère  la  série  tt.  =  e  "  .  L'étudier.  Retrancher  de  «,  une 
fraction  rationnelle  en  n  telle  que  la  série  obtenue  soit  convergente. 

l'^'         dx 


Calculer  l'int-^grale  définie 


tgx— tga 

•  On  considère  la  surface    x  ^  u-i-v,    y  =  u'  +  c*.    :=!<'—  »'. 

son  équation.  Que  sont  les  courbes    v  =  c"?    Quelle  relation  eiiste  t-il  entre  deux  de  ces  courbes.'  En  déduire 

surface  peut  être  engendrée.  La  surface  est  réglée  ;  montrer  <|ue  les  génératrices  sont  tangentes  à  un  cylindre. 

-  On  donne  une  conique  et  4  points  non  situés  dans  le  plan  de  la  conique.  Trouver  la  quadrique  passant  par  la 
conique  et  les  4  points.  (Discussion  :  n  équations  linéaires  bomogènes  à    n -(- 1   inconnues.) 

730.  —  On  considère  les  coniques  y-  =  2px  -h  nx'  où  p  est  fixe  et  n  variable.  Que  sont  ces 
coniques  ?  (Montrer  qu'elles  sont  surosculatrices.  ) 

On  suppose  ensuite  p  et  n  variables,  mais  de  manière  que  toutes  les  coniques  aient  même 
distance  focale.  Que  représente  alors  l'équation  ? 

731.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fise  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance.  Conditions  pour  que  la  trajectoire  soit  un  cercle. 

732.  —  Ou  considère  deux  droites  passant  par  un  point  0  et  un  point  P  en  dehors.  On 
considère  les  cercles  qui  passent  par  0  et  par  P.  Ils  coupent  les  droites  en  A  et  B.  Enveloppe 
de  AB. 

733.  —  Etudier  la  conique  passant  par  cinq  points.    Discussion. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1679.  —  Trouver  l'enveloppe  des  cercles  ayant  pour  diamètres  les  cordes  d'une  ellipse  qui  passent  par  un 
point  fixe  du  grand  axe.  Cette  enveloppe  est  une  quarlique  bicircu!aire.  Déterminer  le  point  fixe  de  façon  que 
celte  courbe  se  décompose  en  deux  cercles. 

R.  BouvjiisT. 

1680.  —  Un  triangle  .\BC  est  inscrit  dans  un  cercle  fixe,  le  sommet  A  et  l'angle  .\  restent  fixes,  les  côtés 
de  cet  angle  tournant  autour  du  sommet.  Trouver  les  lieux  des  centres  des  cercle.s  inscrit  et  ex-inscrit  dans 
l'angle  BAC. 

R.  BouvAisT. 

1681.  —  On  considère  toutes  les  hypocycloides  à  trois  rebroussements  trois  fois  tangentes  à  une  ellipse 
donnée. 

1°  Déterminer  ces  hvpocycloïdes  et  montrer  qu'elles  se  partagent  en  deux  familles.  Toutes  les  hypocycloides 
d'une  même  famille  sont  égales  entre  elles  et  ont  leurs  centres  sur  une  même  circonférence. 

2»  Les  triangles  formés  par  les  trois  tangentes  communes  sont  inscrites  dans  une  même  circonférence. 

3°  Les  normales  aux  trois  points  de  contact  sont  concourantes  et  leur  point  de  concours  décrit  une  cir- 
conférence. 

4°  Trouver,  pour  une  des  deux  familles,  l'enveloppe  des  tangentes  de  rebronssement  des  hypocycloides  de 
la  famille. 

5°  Démontrer  que  le  mouvement  épicycloïdal  des  courbes  d'une  des  deux  familles  admet  pour  base  et 
pour  roulette  deux  cercles.  !..  Bick.*rt. 


1682.  —  A  chaque  position  M  d'un  point  dont  le  mouvement  est  rapporte  à  trois  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  ox,  oy,  oz,  on  fait  correspondre  l'extrémité  G  du  moment,  pris  par  rapport  au  point  o,  du 
vecteur  vitesse  du  point  .M. 


GÉOMÉTRIE    ANALYTIQUE 


1°  Le  point  G  est  animé,  sur  oz,  d'un  mouvement  vibratoire  simple  déterminé.  Le  point  M  dérrit  une 
droite  donnée  du  plan  des  a-y.  Déterminer  et  discutei'  le  mouvement  du  point  M  sur  cette  droite. 

2°  Le  point  G  a  sur  o:  un  mouvement  uniforme  de  vitesse  v.  Sa  cote  est  Z  =  vt.  Le  point  M  a  un  mou- 
vement uniforme  de  vitesse  »i  dans  le  plan  des  xy.  Trouver  sa  trajectoire. 

3"  Le  point  G  a  pour  mouvement  .V  =  A{t),  Y  =  Wi).  Z  =  C(().  Trouver  les  é(|uations  du  mouvement 
du  point  .M.  Interpréter  les  cas  d'exception  trouvés. 

40  A  chaque  point  G  on  fait  correspondre  un  point  n  obtenu  en  partant  de  G  comme  G  a  été  olilenu  en 
partant  de  M.  Connaissant  les  éiiuations  du  mouvement  du  point  M,  trouver  celles  du  point  ;i. 

Th.  L. 

♦ 


DEUXIEME   PARTIE 


GEOMETRIE  ANALYTIQUE 


1594.  —  fiie  droite  C    glisse  sur  les  deux  droites  reelangulaires 

'I  .r  =  0;  )  ;/  =0. 

Ls  segment  intercepté  sur  C  a  une  longueur  constante.  Étudier  la  surface  engendrée  par  C,  les  sections 
parallèles  au  plan  des  xg  et  le  contour  apparent  sur  ce  plan.  Déterminer  les  points  doubles  et  les  lignes 
asymplotiques. 

Soient  0,  X,  c  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  droite  ,r  =0,  z  =  c,  et  ,u,  0,  —  c,  celles 
d'un  point  M'  de  la  droite    y  =  0,     :  =  —  c.     Les  équations  de  la  droite  .MM'   sont 

X         y  —  X         j  —  c 
y  ^     —X     "   ~ic  ' 
et  si  nous  exprimons  que  la  lonj^ueur  MM'  est  constante  et  égale  à  /,  nous  aurons     iji-  +  X-  -t-  4c^  =  /-. 
ou  X- -f- ,a^    =  IV,  en  posant  R'-  =  /-  —  4c-. 

2c  i/  — 2cx 

D'autre  part,  les  équations  de  la  droite  donnent     X  =  - — ^5  \x  —  _  ; 

l'équation  de  la  surface  est  donc 

(i)  (7:77)  +1-  - 


C'est  une  surface  du  quatrième  degré.  Son  équation  rendue  homogène  et  entière  est 

R- 


T>2 

.r'(:  -f-  clf  +  y\z  -  ctf  -  -—{-J  -  cH')'  =  0 


et  l'on  voit  de  suite  qu'elle  admet  pour  lignes  doubles 

x=0,  3  — c  =  0,  et  ?/ =  0,  :+c  =  0:  ;  =  0,  /  =  0. 

Ce  sont  les  deux  droites  données  et  la  droite  de  l'inlini  du  plan  des  xy. 

Les  sections  parallèles  au  plan  des  xy  sont  des  ellipses.  En  elTel,  si  on  fait     :  =  k     dans  l'équation 

(1),  on  obtient 

a=  ?/=        _    R- 


(h  —  c)-        (h  -H  c)'-         4c'- 
é(iuation  qui  représente  une  ellipse  ayant  pour  axes   oxeloy.    si    /i  >  0,     celte  ellipse  a    son  grand 
axe  dirifié  suivant    oy  ;   si     /(  <  0,      le  grand  axe  est  ox:  pour    h  =  ±r,    l'ellipse  est   infiniment 
aplatie,  elle  se  réduit  k  un  segment  de  droite  compté  deux  l'ois  :  pour     /(  =  0,      elle  devient  le  cercle 

H  +  ,/^  =  — , 
qui  est  la  trace  de  la  surface  sur  le  plan  des  xy,  le  lieu  du  milieu  de  MM'. 
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Posons    ).  =  Rcoso,     |j..  =  R  sin  o,     les  équations  de  la  droite  MM'  deviendront 
X  y  —  R  ces  o   _  :  —  c 

sin  f  —  ces  ç  —  i'c 

la  projection  sur  le  plan  des   xrj    a  donc  pour  équation     a:  cos  ii  +  y  sin  o  —  R  sin  o  cos  9  =  0  ;     elle 
enveloppe  une  hyporycloïde  à  quaire  rebroussements,  dont  les  équations  paramétriqnes  sont 

j;  =  R  sin'  o,  y  =  R  cos"  2. 

Ce  résultat  était  évident  a  priori  el  cette  hypocycloïde  est  le  contour  apparent  sur  le  plan  des  xy. 
Les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  sont  d'abord  les  deux  directrices  et  le  système  des  généra- 
trices rectilignes  ;  puis  un  antre  système  que  nous  allons  déterminer.  Pour  cela,  nous  allons  effectuer 
une   transformation  homographique  telle  que  l'une  des  directrices,  la   droite      .x  =  0,      z  =  c,     par 
exemple,  aille  à  l'infini  dans  le  plan  des  xy  :  il  suffit  évidemment  de  poser 

ce  qui  donne  x  =  Z.  y  =  Y,  z  =  ':(X-+-T),  f  =  X. 

y2  Y-  U- 

L'équation  devient  alors     -^^-- = ou,   en  faisant     T  =  1     et  portant  les  axes 

T-         (2X  + 1  )-  4 

parallèlement  à  eux-mêmes  au  point     ( — — ;    0,  Oji     4Z-—  —  —  R-  =  0. 

La  nouvelle  surface  est  un  conoïde  ayant  pour  axe  la  droite  0:  et  pour  plan  directeur  le  pian  des 
xy,  et  nous  sommes  ramenés  à  un  problème  classique,  celui  qui  consiste  à  chercher  les  lignes 
asymptotiques  de  ce  conoïde. 

Posons    X  ^  u,     y  =  uv,     nous  aurons 

2i  ^  ^R^  —  v\  z  =  o(u), 

et  les  équations  paramétriques  de  la  surface  seront    x  —  u,     y  —  uv,    z  =  o(y).  ; 

Si  on  se  donne  v,  on  a  une  génératrice  rectiligne  de  la  surface,  et  si  on  se  donne  u  on  a  une  section 
de  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  yz,  section  qui  est  une  ellipse.  Telles  sont  les  lignes 
coordonnées. 

Le  plan  tangent  en  un  point  (x,  y,  :)  a  pour  équation  A(X — a;)+B(Y  —  j/)  +  C(Z  —  :)  =  0  ; 
nous  déterminerons  A,  B,  G,  en  exprimant  qu'il  contient  les  directions  des  tangentes  aux  lignes 
V  =  C"  et  u  =  C"  qui  passent  au  point  {x,  y,  z]  ou  (u,  v).  Pour  v  =  C'%  les  paramètres  sont 
l,y,Oetrona  A-t-Bu  =  0;  pour  u  =  C'%  les  paramètres  sont  0,  u,  ?'(«),  et  l'on  a  B« -h  Cs^^r;  =  0  : 
ces  deux  relations  donnent     k  ~  v^'[u),     B  =  — '/(w),     C==". 

Cherchons  alors  à  déterminer  v  en  fonction  de  u  ou  u  en  fonction  de  v,  de  fagon  que  la  tangente 
correspondante  soit  une  tangente  d'inllexion.  11  faudra  qu'elle  ait  dans  le  plan  tangent  un  point  de  plus 
que  les  autres  tangentes,  et  l'on  aura  les  deux  équations 

kdx  -H  My  +  Cdz  =  0,  \d:'x  -h  M^y  +  Cf/':  =  0. 

Or  la  première  a  lieu  pour  loutes  les  tangentes,  c'est  une  identité  en  du  et  de,  et,  si  on  ladifférentie, 
elle  se  réduit  à  dXdx  +  dBdy  -t-  dCdz  —  0, 

en  vertu  de  la  seconde  ;  c'est  donc  là  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques.  Llle  s'écrit 

[o'{v)-\-vo"[v)\dudv  —  'i"{v)dv{udv  -i-  vdit)  -h  a'{v)diidc  =  0, 
ou  2o'{v)dudv  —  uo'(v^dr'-  =  0. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  :  d'abord     dv  =  0,     qui  donne     v  =  C'*",     c'est-à-dire  les 

génératrices  rectilignes  du  conoïde,   pui<,      ^^—  =       ,/ ,    ■     qui  donne     u-  =  C=.'(y)     ou  Kz,'[v],  en 
désignant  par  K  une  constante  arbitraire. 

/  '/  \  ,  —  Ky  —  Ky 

Celte  eiiuation  s  écrit    x^  =  Ko  (  —  |i     ou    x-  =  — ,  =   ^  ,^^  .    =^' 
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Telles  sont  les  lignes  asymptoliques  du  conoïde  en  projection  sur  le  plan  des  .ry. 

Pour  revenir  à  l'ancienne  surface,  il  faut  d'abord  changer  x  en hx,     ou  en \-x:     nuis, 

remplacera?  par  /,    t  par     — — t     et  î/  par  y.  iJn  aura  ainsi  les  projections  des  lignes  asymptoliques 
de  la  surface  sur  le  plan  des  yz, 

—  {z-hcr-y-  =  -pryV'  —  cy. 

Cette  méttiode  est  celle  de  M.  L.  Sibe,  élève  ,-iu  lycée  de  Nancy,  dont  la  copie  n'a  pu  être  publiée  à  cause  des  nombreuses 
erreurs  qu'elle  renferme. 

MM.  G.  FoccBT,  Albebtix!  et  Malpht  ont  envoyé  des  solutions  satisfaisantes  pour  toutes  les  questions  demandées,  sauf 
celle  des  lignes  asymptotiques,  qu'aucun  d'eux  n'a  traitée. 


1603.  —  Soient  P  m»i  point  fixe  du  grand  axe  d'une  ellipse  et  M  un  point  variable  de  l'ellipse.  La 
perpendiculaire  élevée  en  P  à  P.M  rencontre  la  lanyente  en  if  à  l'ellipse  au  point  T.  Le  lieu  de  T  est  en 
général  une  quartir/ue.  Etudier  les  cas  particuliers  où  le  point  P  est  :  1"  un  foyer  ;  2"  un  sommet;  3°  le 
centre  ;  i"  un  des  points  de  rebroussement  de  la  développée.  Où  doit  être  situé  le  point  P  pour  que  la 
quartique  se  décompose  en  une  droite  et  une  cubique  ? 

Cherchons  combien  il  existe  de  points  du  lieu  sur  une  droite  quelconque  -\  passant  par  le  point  P. 
Pour  cela,  menons  par  le  point  P  une  droite  A,  perpendiculaire  à  A  ;  A,  rencontre  l'ellipse  en  deux 
points  M  et  M',  et  les  tangentes  en  M  et  M'  à  l'ellipse  renconirent  A  en  deux  points  T  et  T'  qui  sont 
les  points  cherchés. 

Il  existe  donc  deux  points  du  lieu  sur  une  droite  quelconque  A  passant  par  le  point  P. 

Pour  que  l'un  de  ces  points,  T  par  exemple,  coïncide  avec  le  point  P,  il  faut  que  la  tangente  en  M 
passe  par  le  point  P.  Comme  de  ce  point  on  peut  mener  deux  tangentes  à  l'ellipse,  on  en  conclut  que 
le  point  P  est  un  point  double  du  lieu,  les  tangentes  en  ce  point  étant  perpendiculaires  aux  tangentes 
issues  du  point  P  à  l'ellipse. 

On  conclut  de  là  que  le  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  degré,  ou  une  quartique. 

Supposons  que  la  droite  A  soit  confondue  avec  le  grand  axe  de  l'ellipse,  les  points  T  et  T'  sont 
confondus  en  un  point  Q,  situé  sur  Ox,  et  conjugué  de  P  par  rapport  à  l'ellipse  ;  donc  le  point  Q  est 
un  point  double. 

Si  A  est  perpendiculaire  à  Ox,  les  points  T  et  T'  sont  à  l'infini  dans  la  direction  Oj/  ;  par  suite, 
la  courbe  admet  un  troisième  point  double  à  l'infini  dans  cette  direction.  Elle  est  donc  unicursale. 

Remarquons  enfin  que  la  courbe  admet  deux  autres  points  à  l'infini  dans  les  directions  perpendi- 
culaires aux  normales  (autres  que  Ox)  menées  du  point  P  à  l'ellipse. 

Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  quartique. 

Soient    —;  -h  4 1  =0    l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes,  p  l'abscisse  du  point  P, 

a'        b- 

et  acostf,  Asin  ç-  les  coordonnées  d'un  point  M  de  l'ellipse.  La  tangente  en  ce  point  a  pour  équation 

X  w 

(1)  — cos  o  H- -4- sin  »  —  1  =  0, 

a         '        b 

et  la  perpendiculaire  à  PM,  menée  par  le  point  P  a  pour  équation 

(2)  .'/        ^  _  ^  cos  o  —  p 

X  —  p  A  sin  9 

Résolvons  ces  deux  équations  par  rapport  k  .1   et  y,  nous  obtenons  les  coordonnées  du  point  T  en 

fonction  du  paramètre  -f , 

apcos  o  —  (6'-hp')  ,     (ncoso — n)(»cosi)— o) 

X  =  a-    ^         ' i^ i-!-,  y  =  — ft .    '  ,  ..        ^— ; — -' 

c'  cos  o  —  ap  sin  f(c'  cos  a  —  ap) 
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ou,  en  posant    tg-;^  =  /, 

^  _  j    (^'  -^  P'  +  "P)''  +  ^'  -+-  ?^'  —  «/J  ^  ,=6..    («  +  P)'«'  — f'î  — P)' 


(a/j  +  c*)<'^-t-o/)  —  e-  '^  'Èl[{ap -i- c-)i- -h  ap  —  C-] 

On  voit  ainsi  que  le  lieu  est  une  courbe  unicursale  du  quatrième  degré.  D'ailleurs,  si  on  résout  les 

équations  (I)  et  (2)  par  rapport  à  cos  o  et  sino,  on  a 

a(px — b^  —  «-)  .  b(.v — 7})(px — a-i 

cos  ç  =  -^ — i-— -,  sin  c  = ; î—li — ; , 

c'x  —  a-p  '  yic-x  —  arp) 

et  en  portant  ces  valeurs  dans  la  relation     cos'^  cj> -i- sin- f  =  1,     nous  obtenons 

(4)  y-[{c^x  —  a'pf  —  a-[p£  —  b-  —  p^]-]  —  b-{x  —  p)-{px  —  a"-)-  =  0. 

On  reconnaît  immédiatement  sous  cette  forme  que  la  quartique  est  symétrique  par  rapport  à  Ox, 

et  qu'elle  admet  un  point  double  à  l'infini  dans  la  direction  0'/,   et  deux  points  doubles  à  distance  finie 

X  =  p,     V  =  0    et     X  =  — ,     1/  =  0. 
p       ■' 

Examinons  maintenant  quelques  cas  particuliers. 

1  "  P  est  foyer.  Nous  avons    p  =  c  ;     l'équation  (4)  se  réduit  alors  à    {ex  —  a-y[(x  —  cf  -t-  y^]  =  0. 
Le  lieu  se  réduit  à   la  directrice     x  =  — .     correspondant  au  foyer  P  et  aux  droites  isotropes 
issues  du  point  P.  Ces  résultais  s'expliquent  géométriquement  sans  ditiicuUé. 
2°  P  est  sommet,     p  =  a.     L'équation  (4)  devient 

(x  —  a)[{x  —  a)[a\x  —  ay-  -+-  (2a'-  +  b-^)i/-]  —  Ib'-f-x]  —  0  ; 
le  lieu  se  décompose  en  une  droite,     x  =  a,     qui  est  la  tangente  au  sommet,  et 
une  cubique. 

Pour    construire    cette    cubique,     on    peut    transporter    l'origine    au    point 
P(,r  =  0,     y  =  0),     l'équation  devient 

x[a'-x^  -+-  (2a2  +  b-)i/]  —  ^b'-y-{x  4-  a)  =  0. 
La  construction  de  la  courbe  ne  présenté  aucune  difliculté.  L'origine  est  un 
point  de  rebroussement,    la  tangente  étant  0.r.  La  courbe  admet  une  asymptote 

2a62 
parallèle  à  Oi/       x  —  — — —  • 

^  -^  2«-  —  b^ 

3°  P  est  le  centre.   L'équation  (4)  s'écrit  alors  en  faisant    ^;  =  0 
c'x-y-  —  a-ô^i^a-x- -h  6-1/-)  =  0, 
elle  représente  une  courbe  bien  connue,  qu'on  appelle  la  kreuzcurve. 

4"  P  est  un  point  de  rchroussement  de  la  développée.  On  a  dans  ce  cas     p  =  —  ;     l'équation  (4)  est 

toujours  du  quatrième  degré  et  pour  construire  la  courl)C,  on  peut  utiliser  les  équations  paramétriques 
(3)  qui  s'écrivent  dans  le  cas  actuel 

_       t"-{n^ -+- c'')  -hb'' 

~  "-la-c-t^ 

en  prenant  les  dérivées,  on  a 


dx         —  ab'-  dy 


=  b 


--  b 

l\a- 

-+-  C^) 

— 

b' 

ia-c'-l 

j 

(a- 

-4-C 

y-i^-^ 

■3b^ 

dt    ~    a-cH^  dt  Aa-cH'' 

La  construction  de  la  courbe  est  alors  très  simple  ;  il  suflil  de  donner  à  l  des  valeurs  positives,  et 
d'achever  par  symétrie  par  rapport  à  Ox. 

La  courbe  admet  un  point  double  Q  sur  Ox,  ayant  pour  abscisse  —  ;  c  est  le  conjugue  de  P  par 

rapport  aux  sommets  de  l'ellipse  ;  puis,  une  asymptote     x  =  — — j— >    et  des   branches   paraboli(jues 
parallèlement  à  Oj/. 
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Si  la  quartii|ue  se  décompose  en  une  droite  et  une  cubique,  la  droite  est  nécessairement  perpendi- 
culaire à  Ox.  puisque  la  quartique  est  symétrique  par  rapport 
à  cet  axe. 

Ecrivons  que  la  droite  x  =  X  fait  partie  de  la  courbe 
définie  par  l'équation  (4),  et  pour  cela  que  celte  équation  est 
vérifiée  pour  x  =  1.  quel  que  soit  y.  On  obtient  ainsi  les 
deux  conditions 

(c-X  —  a^p  -  —  a^(pX  —  fj-  —  p-y-  =0,     (X  —  /.f)-(;)X  —  a-)'-  =  0  ; 
cette  deuxième  relation  nous  montre  qu'on  doit  avoir,  ou  bien 

X  —  p      ou  bien     X  =: 

1»  X  =  p.  La  première  donne  alors  p-  =  n-,  ou 
p  =  ±  a.     Le  point  P  coïncide  avec  l'un  des  sommets. 

La  première   des  relations  (o    peut  alors   s'écrire    {p- —  c^)'-(p^  —  a-)  =  0  ;     elle 


admet  comme  solution     p  = 
foyer  de  l'ellipse. 


Le   point  P  doit  coïncider   avec  un  sommet    ou    un 


G.  COTTY,  élève  k  l'école  normale  supérieure. 
Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Koucry,  à  Roanne  ;  L.  Siuon,  à  Doude\ille  ;  J.  Soddet,  lycée  de  Rouen. 
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1602.  —  Les  fondions     y  =  vTT7j^^"i,  V  =  \/—  x-h^Jx^-hl 

salisfonl  toutes  deux  à  une  même  équation  di/férentielle  linéaire  du  second  ordre.   Trouver  cette  équation. 
Trouver  son  intégrale  générale.  Développer  y  et  Y  par  la  formule  de  Maclaurin. 

\  — Soit    ;"h-ï:'h-S:  =  0    l'équation  linéaire  sans  second  membre  à  laquelle  satisfont  toutes 
deux  les  fonctions  y   et  Y.   Pour  déterminer  les  coefficients  a  et  p,   il  suffit  de  remarquer  que  l'on  a 


évidemment    ay' 


Or  on  a 

il'  = 


=  -Il 

I  ^'    '■'  I 
I  Y-  Y  I 

\y'  y  \ 

Y'  Y 


aY'  +  fiY  =  —  Y" 

_  .vV'-;/'V  ■ 


et,  par  suite, 


y   y 

\"  Y" 


y    y 

Y'    Y 


y'v  —  y  Y' 


•iy\/x- 


2i/'  —  x-</x^  -t-  1 

4j/'(-r'--f-  l)\fx--i-\ 


Y'  = 


-  Y 


i^/^ 


et     Y 


Y(v/1 


■2j) 


4(1 


ce  qui  donne,  tons  calculs  faits,    «  = 


1 


4(l-f-a;2) 


Par  consécjuent,  l'équation  dill'érenlielle  demandée  est    ; 


■j:'— -:  =  0. 


4(1 


.r-) 


-i-jv 


=  0,     ou  encore, 


(1)  H-hx^)z 

IL  —  D'après  la  lliéorie  des  équations  linéaires,  quand  on  connaît  deux  solutions  particulières, 
linéairement  indépendantes,  u,  et  w.,,  d'une  telle  équation  du  second  ordre,  son  intégrale  générale  peut 
se  mettre  sous  la  forme  C|U,  4-Cji/o,  c,  et  c,  étant  des  constantes  arbitraires.  Or  j/  et  Y  sont  des 
solutions  particulières  (évidemment  indépendantes  linéairement)  de  (1).  Donc  l'intégrale  générale  de  (1) 
peut  s'écrire  i  =  c,i/ -h  CaY  =  c,\'i-i-\l+x-+Ci'/ — x+y/l -t-a;-. 
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III.  _  Pour  trouver  les  cocflicieiits  de  la  série  de  Maclaurin,  il  sullit  de  dériver  n    fois  l'équation  [i) 

par  raiiporl  à  x  ;   il  vient  ainsi 

(l-l-a-^:;  +  .r:' -:  ==  0, 

•4 

1 


(1  +  x'^):'"  -h  (2  4-1  )xz  ^  1^  1  -  _j  -  =  0, 

(1  -+-  a-2):"-  4-  (2  +  2  -)-  l)xs"'  +  ^  3  +  1  —  -  j;"  =  0, 
(l+ar'-):v  +  (2+2+2-+-l).r;"-)-(o-H3-4-l  — -i)j"'  =  0, 

;:>)  (1  +  x-')-J"'  -f-  {in  —  3).r;"-"  H-  !"(«  -  2f  _  1\  "-^-  =  0. 

Pour  prouver  rigoureusement  que  cette  relation  est  toujours  réalisée,  supposons-la  vraie  pour  n  et 
dérivons  par  rapport  à  x  ;  nous  avons 

(  l  -h  a;2jj>"+i' .  ^  (-2»  -  3  H-  2)xz^"-  -t-  fcân  -  3)  +  {n  —  2)^  —  —1:  "-"  =  0, 
ce  qui  peut  s'écrire  encore 

(3)  (i+x')z'"^''^['2in-^i)-3]xz'''^+Un—iy-j~\z'''-'   =0. 

Or  (2)  et  (3)  sont  évidemment  de  nK'mie  forme,  puisque  (3)  s'obtient  en  changeant  n  en  n-h- 1 
dans  (2).  Par  conséquent,  si  la  relation  est  vraie  pour  n,  elle  est  vraie  aussi  pour  n  4-  I .  Comme  elle 
est  vraie  pour  les  premières  valeurs  de  »!,  elle  est  vraie  en  général. 

Faisons  maintenant    x  =  0     dans  (2).  Nous  obtenons  : 

(4)  3-  +  [(n-2r-i]=r^  =0; 
ce  qui  donne,  en  faisant  successivement    n  =  2,     n  =  3,     etc. . .: 


=,.-(.-4)=..-(.-l)(»-l)(.-^>. 


i  /  4 


.r  =  (-ir'[(^"-2r--i][(2«-ir      l][(2„-6)-i]     ..[,6--i][i-i]i:„; 

.r  .-  (-ir[(2.^i)-i][(2n-3)^-l][(-2n^ 

Comme,  d'autre  part,  on  a  d'après  les  expressions  de  y  cl  Y,  et  d'après  celles  directement  obtenues 
pour  y'  et  Y', 

;/„  =  /2,  .Vo  =  0,  Y„=l,  V„=-i, 

les  développements  en  série  de  Maclaurin  pour  y  et  Y  s'obtiennent  immédiatement 
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et   (7)         Y  =  i-^-j-p  +  ^^  +  y-3T^^-T)"Tyr''T)T~T"B~r"TJi*-T) 

-l^('-l)('-f)T--<-)"(i^[*-'=-i][<--'-i]'[-T]l 
->-'r'4i£;^['--"-4]h-'-r]-['-4]- 

11  suffit  en  effet  de  remplacer  dans  l'expression  des  dérivées  successives  (o)  -o  et  :„  respectivement 
par  i/„  et  y'o  pour  y  et  par  ¥„  et  Y;  pour  Y  et  de  transporter  dans  la  formule  de  Maclaurin. 

W.  MÉKIGOT. 

Bonne  solution  de  M.  Mozziconacci,  qui  a  traité  la  queslion  en  posant  x  =  sht.  Il  vaut  encore  mieux  poser  .r  =  sh  2(  ; 
alors  v=\/îi:\\t  et  y  =  c' .  Ces  deux  fonctions  satisfont  à  l'équation  dilTérentielIe  y"  =  y,  d'où  l'on  déduit  celle  qui 
est  demandée. 
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1683.  —  On  considère  l'li\  perbole  y{y  —  mx)  -\-  bmx  + 'py  -  abm  =  0, 
et  on  demande  : 

10  l(>s  équalions  des  asymptotes  ; 

2°  l'équation  générale  des  courbes  honiothétiques  et  celle  des  courbes  semblables  ; 

3°  la  valeur  de  l'intégrale  définie      /    ' ydx    qui  représente  l'aire  comprise  entre  Ox,  les  deux  ordonnées 

X,,  x.i  et  la  branche  de  courbe  située  entre  Oa;  et  l'asymiilote  horizontale. 

G.    HvVERT. 

1684.  —  Sur  un  cercle,  on  considère  un  point  fixe  0  et  un  point  variable  M.  La  tangente  en  M  rencontre 
la  tangente  en  0  au  point  A. 

l°Lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  OAM. 
2»  Construire  l'enveloppe  de  ces  cercles. 

3»  Arc,  rayon  de  courbure  de  cette  courbe.  Montrer  que  la  développée  est  une  épicycloïde  à  deux  rebrous- 
semcnts. 

PiGLOWSKI. 

1685.  —  Soit  uni'  circonférence  de  diamètre  AI!  =  211  rt  la  tangente  en  15  ;  par  un  point  mobile  sur  la 
circonl'éience,  M,  on  mène  la  tangente  qui  rencontre  la  première  tangente  en  I. 

1°  Construire  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  I^lIB. 

2"  Démontrer  que  les  droites  qui  joignent  0  aux  points  d'inllexion  de  la  courbe  forment  un  carré  avec  les 
tangentes  en  ces  points. 

3°  Calculei-  l'aire  com|irise  entre  la  courbe  et  le  cercle  et  démontrer  que  l'aire  comprise  entre  la  lourbc  el 
\ 
l'asymptote  est  égale  au  —  de  cl'IIc  du  cercle. 

-'       f^  O  j  TEI.MER  et  M0NT.\UT. 

1686.  —  Les  sommets  d'un  triangle  ABC  décrivent  une  parabole  P  à  laquelle  les  côtés  AC  et  BC  sont 
normaux  en  A  et  B.  N  est  le  pôle  du  côté  AB  et  NN'N"  le  triangle  normal  circonscrit  corresjiondant  à  G. 

On  demande  le  lieu  des  points  d  intersection  M  et  N  du  cercle  0  circonscrit  au  triangle  AliC  et  du  cercle 
0'  circonscrit  au  triangle  NN'iN". 

Démontrer  que  : 

1»  la  cubique  circulaire  unicursale,  lieu  du  point  M,  est  l'enveloppe  du  cercle  G  ; 

2"  la  droite,  lieu  du  point  N,  enveloppe  le  cercle  0'  ; 

S"  l'hyperbole  équilatère  de  3'^  ordre,  lieu  des  somniels  IS'  et  iN"  est  l'enNCloppe  de  riiyperhole  d'.Vpollo- 
nius  relative  à  G  ; 

4°  la  direclrice  de  P  est  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  N'iN"  et  de  l'axe  l'adical  des  cercles  0  et  0'  ; 

5°  cet  axe  radical  enveloppe  une  ellipse; 

0"  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  ABC  est  sur  le  diamètre  de  P  mené  par  N. 

Camille  Massi.no. 

♦ 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 

PREMIÈRE    PARTIE 


QUESTION  DE  MÉCAMgUE 

Par  M.   A.   Durand,  professeur  au  lycée  Saint-Louis. 


On  considère  uti  mobile  M,  qui  sous  l'action  d'une  force  centrale  ne  dépendant  que  de  ta  distance  au 
centre  0,  parcourt  une  trajectoire  dont  l'équation  polaire,  rrtal'vemenl  à  un  axe  Ox,  est     r"  =  a"  coshui. 

1°  Trouver  la  loi  de  la  force. 

2"  Trouver  quelles  doivent  être  les  conditions  initiales  pour  que  la  trajectoire  soit  une  courbe  de  cette 
famille. 

3°  Li's  conditions  initiales  étant  supposées  convenables,  déterminer  la  trajectoire  en  fonction  des 
données  initiales. 

4°  Déterminer  le  rayon  de  courbure  des  courbes  de  cette  fami'le. 

1.  Le  mouvement  de  M  est  plan,  et  suit  la  loi  des  aires.  Soit  C  la  constante  des  aires,  F  la  force; 
la  formule  de  Binet  donne 

r^  L  r  rfi.j-   J 

En  eflecluant  le  calcul,  on  a  d'abord 

—  =  — (cos  nu)j    "  .  — ; —  =  —  (cos  iiu))      '• .  sm  nuû, 

r  a  at.)  a 

di 

— ; =  — icos  H'o)       "  .  COS  Hio  ■+-  COS  nio)       »     sin- «'jj 

à»i^  a^  '  a       ^  ' 

1    ,  -^         n-J-l    ,  ,-2!iil. 

— (cos  nwj    "  H rcos  nu))      " 

a  a  ' 

n         1  /  \"~  '^      -1     •      i  '■  1         n  -i-  {     /  a 

Remplaçons  (cos  nw)    "     par    —,    il  vient 


d.'  r  a 

el,  en  portant  dans  la  formule  de  Binet, 

La  force  est  donc  une  attraction  si     (n-i- 1)  >  0,     une  répulsion  si     n  +  1  <  0,     proportionnelle 
à  une  puissance  positive  ou  négative  de  ta  distance  au  centre. 

Remarque.  —  Si     «  =  —1.     on  trouve     F  =  0  ;     dans  ce  cas  les  trajectoires     /•-'=:  a-' cos  (—w), 

a 
ou     /■  —  sont  en  ed'et  des  droites. 
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2.  En  désignant  par  k  le  coefficient  de  l'altraclion  (force  exercée  à  l'unité  de  dislance),  on  a 
F  = avec  p  =  a'"L-. 

,.2H+1  „  _(_  1 

Il  est  clair  que  l'on  n'obtient  pas  ainsi  toutes  les  trajectoires  possibles,  pour  une  valeur  donnée  de 
n.  Nous  n'avons  qu'une  double  infinité  de  courbes,  obtenues  en  faisant  tourner  l'une  d'entre  elles  d'un 
ano-le  a  autour  du  centre,  et  en  multipliant  tous  les  rayons  vecteurs  par  une  constante  m.  Il  jaune 
triple  inOnité  de  trajectoires,  si  les  circonstances  initiales  sont  quelconques.  Calculons  donc  la  vitesse 
en  un  point  de  la  trajectoire     >"  =  «"  cos  ma. 

or  nr    '— —  =  na"  sin  mo, 


donc 


cos- nw))--"-'-  =  a-"[i  —  r^"a  -"]r  -""^  =  a-"r 


r- =  G  (constante  des  aires). 

dt 


Celte  valeur  de  v^  est  un  carré,  et  l'on  a 


1 


puisqu'on  a  trouvé     a'"C-(n  +  l)  =  k. 

Cette  vitesse,  pour  une  valeur  donnée  de  n,  ne  dépend  que  de  la  dislance  à  l'origine. 

A- 
Pour  que  la  trajectoire  d'un  point  mobile,  sous  Caction  de  la  force  centrale     F  = ;:5;rr'     **"'  "'"^ 

courbe     r"  =  a"  cos  nu>,     il  faut  et  il  suffit  que  la  vitesse  initiale  ait  la  valeur    «„  =  t/   ^  _^  ^    •  ynrr' 
r    élanl  la  distance  du  point  de  départ  à  l'origine,  viais  la  direction  de  celte  vitesse  peut  être  quelconque. 

Cas  particuliers  :  ^ 

ji^l,  F  = 7,  ""V/'q T'  trajectoire  r  =  a  cos  w  ; 

la  trajectoire  est  un  cercle  passant  en  0. 

(1=:^,  F  = '-r,  V  —  ./       .  __^  trajectoire  r-  =  a-  cos  2io  ; 

c'est  une  lemniscale  ayant  son  centre  en  0. 

I  /■  /  2k        1  "■'  " 

n  =  —      F  = ,     u  =  1  / !     trajectoire  r  —  a  cos'  —  ou  r  —  —  (1  -l-cosi"), 

2'  '•'  V      3        ^.|-  -  2 

c'est  un  limaçon  de  Pascal,  ayant  0  pour  point  de  rebroussement  {cardioide). 

n  — 2,  E  =  kr,  v  =  v'Ar,  trajectoire  r-  cos  2'"  =  a% 

la  force  est  »v/)«(ji«,  proportionnelle  à  la  distance,  les  trajectoires  sont  des  coniques,  ayant  l'origine 

pour  centre:  parmi  ces  coniques,  il  y  a  des  hyperboles  équilatères,  si  la  vitesse  initiale  est  rjk. 

i                „               k                          x'IT                .     ■     .   •                      « 
„  — F  = .  V  —  — =-,  tMjectoire  r  =  , 
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la  force  est  attractive,  suivant  la  loi  de  Newton.  Parmi  les  trajectoires,  il  y  a  des  paraboles,  la  condition 
2        ..  . 


bien  connue  est 


— ,     1  équation     /•  = 


peut  s'écrire     r 


1  -h  COS  co 

3 


ces-  — 
F  =  C",  V  =  ,/iîc  X  A,  trajectoire  r  -  cos  ^m  =  a- . 

2a' 


La  force    est  répulsive  et  cotulanle  ;     la   trajectoire 
construire  et  qui  n'est  pas  particulièrement  connue  ('). 


1  +  cos  3« 


est  une  courbe  facile  à 


3.  Soit  M  la  position  initiale  du  point     OM  =  )•„;     soit  y„  la  vitesse  initiale,  et  0„  l'angle  que  fait 
cette  vitesse  avec  OM  ;    l'équation  de  la  trajectoire  est    >■"  =  a"  cos  nw,    l'asc 
polaire  faisant  avec  OM  un  angle     tOM  =  a,     inconnu. 
Pour  calculer  a  et  a,  nous  avons 
'M^  f      k      \J_  1 

V  7!  +  1  y  ra"  ' 

/,-      \  î-    sin  Oo 


C  =  î-di'i,  sin  0„  : 
A-  =  (>(|2"(«  +  I). 


donc 


/•• 


n  -h  1 


'  X-T-  = 


V  n  -t-  1    /      '  "  C  sin  0„  cos  nx. 

La  trajectoire  est  donc  déliiiie  ;  on  a     cos  ny^  —  sin  0^, 

donc  ,u=3A-^±(-l-e„')  ; 

l'équafon  de  la  trajectoire,  rapportée  à  l'axe  0.\I  est 

cos    Tîu  zh  (  -^  —  0„  j 


?"'  =  )■"- 


Les  deux  quantités 


sin  Og 
sin  (0„  —  »to) 


et 


sin  (Oo+  '"' 

r"  =  (■„ : 

smOo 

sin  (Ou  -I-  nw) 


fin  0„  ~'  sin  Oj 

se  changent  l'une  dans  l'autre  quand  on  remplace  0„  par     —  "„,     ou  par     :t  —  O,  ;     mais  pour     <•>  —  0, 

tg '!„,     on  trouve  ainsi  que  l'équation  de  la  trajectoire  est 


on  doit  avoir 


(//■ 


sin  (Oj  -+-  iiiu] 
"         sin  e„ 


4.  On  peut  se  servir  de  ces  propriétés   pour  déterminer  le  rayon  de  courbure    o    d'une  courbe  de 
cette  famille. 


On  a      0  = 


F  sin  'J 
Or  on  a  tiouvé         v-  = 


0  étant  l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur. 
-,  I'  —  —  /.■ .  r  -'  ', 


,1  -h  I 


()i -+- 1)  sin  I)  ()? -H  I)  cos  fitu         (»i-t-l)/'"  ' 

(On  reconnaît  ((ue  le  rayon  de  courbure  est,  pour     /(  =  1,     constant  et  égal  à 

-,    c'est  le  cas  du  cercle.) 


(1)  Ce  cas  s'applique  au  mouvement  d'un  point  mati'riel  pesant,  qui  se  déplace,  sans  frottement,  sur  un  cône  de  révc- 
lution  dont  l'axe  est  vertical  ;  en  projection  horizontale,  la  force  est  constante  et  passe  au  sommet. 
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La  première  formule  donne  la  construction  la  plus  simple.  I,a  perpendiculaire  au  rayon  vecteur 

O-U  en  0  coupe  la  normale  en  N,  soit  I  le  centre  de  courbure,  on  a      Ml  =  — ^-p     (en  grandeur  et 
en  signe). 


SLR  LE  RAYON  DE  COURBL'RE  DE  LA  CARDIOÏDE 
par  M.  Louis  Sire,  élève  de  Matliématiques  spéciales  au  lycée  de  Nancy. 


Soient  0  le  cercle  générateur  de  la  cardioïde,  M  un  point  de  cette  courbe  obtenu  en  portant  sur 
le  rayon  vecteur  AN  une  longueur    NM  =  AB  ;     si  P  est  le  point  diamétralement  opposé  à  N,  la 

normale  en  M  à  la  cardioïde  est  la  droite  MP. 

Soient   M'   un  point    infiniment    voisin  de    M  sur  la 
cardioïde,, M'P'  la  normale  en  ce  point.  Les  droites  .MP, 
.M'P'  se  coupent  en  un  point  C. 
Posons 


NP.U 


N'P'M'  =  -u'; 


nous  avons  II  =  lim. 

Or  le  trianijle  AM.M'  donne 


MM' 


MCM'  =  n,        N.\N'  =  a. 

nous  aurons 

m\  =  :2i,       NMP  =  <o,        .VÂPP'  =  w'. 

Les  triangles  OSP  et   SCP'  donnent     w  +  2a  =  tu'-i- q_ 

les  triangles  AN'R  et  ONH  donnent  a-i-2oj'  =  2i  -4-  2io  ; 

en  éliminant     (w' — oj)     entre  ces   deux  relations,  nous 

obtenons    3a  =  iQ. 

Soit   R    le  rayon  de  courbure  en    M    de  la  cardioïde, 

-2  MM'         2  ,.        MM' 

—  lim.  ■ 

3 

sin  X 
u  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 

Lorsque  .M'  tend  vers  M,  le  rayon  de  ce  cercle  tend  vers   le  rayon  p  du  cercle  passant  par  A  et 

4 
tangent  en  M  à  la  cirdioïde  :  nous  avons  donc  finalement    R  =  — ?, 

4 
ce  qui  veut  dire  que  le  rayon  de  («urburc  en  un  point  d'une  cnrdioide  est  égal  aux  —  du  rayon  du  cercle 

tangent  en  ce  point  n  In  cardioïde  et  passant  par  son  point  de  rehroussement. 


ÉCOLE  POLYTECIIMUUE  (Co«co»;'5  f/r  1007). 


1607.  —  On  considère  trois  azes  de  coordonnées  rectangulaires  Or,  Oy,  0:.  .1    tout  point  M(.r,  y,  :J 

a'a;  a-y 

de    l'espace   on    fait  correspondre  le  point   Q    de    coordonnées      —- -,      -^-^ — -<     0,     a  rtanl   une 

r  I  I  •  X^  -\-  \f  X-  -\-  y 

constante.  Le  point  M,  dont  on  suppose  la  masse  égale  à  l'unité,  est  sollicité  jmr  une  force  MF,  dirigée 
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suivant  MQ  (et  clans  le  sens  iMQ),   et  dont  la  grandeur  absolue  est  é'jale  au  produit  de  MQ  par  un  coeffi- 
cient donné,  k-. 
>\(x.y.z)  \''  Evaluer  les  projections  de  la  force  MF  sur  les  axes  Ox,  Oy,  0:. 

/  2°  Dans  le  champ  de  forces  ainsi  défini,  déterminer  les  surfaces  de  niveau  et 

¥ / les  lignes  de  force. 

•^  ^°  Le  point  yi  se  mouvant  sous  l'action  de  la  force  .MF,  chercher  le  mouve- 

0  menl  de  sa  projection  M'  sur  0;. 

4»  On  fera  voir  que  l'on  peut  disposer  des  conditions  initiales  du  mouve- 
ment du  point  M,  de  façon  que  la  trajectoire  de  ce  point  se  projette  sur  le  plan  des  xy  suivant  un  cercle 
donné,  de  centre  0,  et  de  rayon  R  supérieur  à  a.  —  Exprimer  dans  ce  cas  les  coordonnées  du  point  M  en 
fonctian  du  temps.  Tâcher  d'interpréter  cinématiquement  ce  mouvement. 

o"  En  supposant  toujours  remplies  les  conditions  initiales  dont  il  s'agit  au  4»,  démontrer  que  la  trajec- 

112 a^ 

toire  du  point  M  est  une  courbe  algébrique  si  le  rapport     — est  le  carré  d'un  nombre  rationnel. 


[V 


1.  Les  cosinus  directeurs  de  la  direction  .M(J  sont 
a-x  a'y 


MQ  ' 


MQ  MQ 

par  suite,  les  projections  delà  force  MF  sont 

o-x       _  a-ij 

MQ  MO  '     MO 


\x^-i-y-  I  \x'-+y^-  ■>  I 

2.  On  en  déduit 

Xc/.-Y</.v  +  Zrf:  =  A-[^i!i^fJ_|^_  ^.d.+  ydy^  -.dz)\ 
et  l'on  voit  immédiatement  que  le  second  membre  est  la  différentielle  totale  de  la  fonction 

U    =    y  .a-^L(x2  -|-y2)  _(a;2  ^  y2  ^  .2)-j_ 

Il  en  résulte  que  le  champ  de  forces  considéré  dérive  d'une  fonction  des  forces  U.  et  que  les  surfaces 
de  niveau  ont  pour  équation  générale 

a-L{x'^-\-il-)  —  {x'-^y^-^-J)  =  C, 
G  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Ces  surfaces  sont  de  révolution  autour  de  Oz,  et  pour  les  définir,  il  suffit  d'étudier  leurs  méridiennes. 
Considérons,  par  e.vemple,  la  méridienne  située  dans  le  plan  des  z^.  Elle  a  pour  équation 

a^Lx^- —  {x^ -h  z^)  =  C. 
Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  Ox  et  0;,  et  pour  la  construire,   il  suffira  de  se 
borner  à  la  branche  qui  correspond  aux  valeurs  positives  de  x  et  de  :.  En  supposant  x  >0  nous  pouvons 
écrire    Lx^  =  2Lx,    et  nous  avons 

3  =  +  >.'  —  x^-^'ia'-Lx  —  C. 
Pour  que  z  existe,  il  faut  que  la  quantité  sous  le  radical  soit  positive. 

Étudions  d'abord  les  variations  de  la  fonction     /'('=)=  —  a:--i-2a-Lr  —  C,      qui  est  continue  pour 
toute  valeur  positive  de  x. 

Nous  avons  f{x)  —  — 2a;  h =  — ^ ■ 
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On  en  déduit  inimédialenient  le  tableau  de  variations  suivant 


X 

0 

a 

+  30 

M 

—  » 

cioil 

max. 

décroît 

X 

I.e  maximum  M  a  pour  valeur         M  =  —  a- -t- 2a^La  —  G. 
Donc,  si     C>> — o-+2a"La,     /"(»•)  est  sans  cesse  négative,  :  n'a 
aucune  valeur  réelle. 

Si     C  <  —  a'--f- Sa'-Lfl,     lemaximum  M   est  positif,    f(x)    s'an- 
nule pour  deux  valeurs    a    et    p,  a  <  n  <  p,     et  a  une  valeur  posi- 
tive quand  -r  est  compris  entre  »  et  ^. 
Quand  x  croît  de  a  à  a,  :  croit    de   0  à     H-\/M,  et  quand  x  croit  de  «  à  3,  :  décroît  de     -i-  /M 
à  0.   Nous  obtenons  ainsi  la  branche  de  courbe    ACB,  nous  achevons  par  symétrie  par  rapport  à  Or,  et 
en  faisant  tourner  l'ovale  obtenue  autour  de  0:,  on  obtient  la  surface  de  niveau  cherchée. 

de         di/         dz 
Los  lignes  de  forces  sont  définies  par  les  équations     ,   -—  =  -—  =  — -» 


ou,  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs 

(x^  -+-  y'-)dx      ^ 
^  '  x(x-^  +  y^  —  a-) 

dx 
Les  deux  premières  nous  donnent     = 


X 

■îy')'^.v 


■  "') 


ou     Lx  =  Ly  -i-  LC,     x  =  Cy. 


Puis,  multiplions  le  premier  des  rapports  (1)  haut  et  bas  par  x,  le  second  haut  et  bas  par  y  et 
ajoutons-les  membre  à  membre,  nous  avons 


xd' 


■ydy 


dz 


L(.- 


•a^)  =  L:+  i-LC, 


x--^y-  —  rt-  ; 

ou  enlin  x^  -H  y-  —  a-  =  G':-. 

Par  suite  les  lignes  de  force  sont  déterminées  par  les  équations 

a-  —  Cl/  =  0,  œ'-  -I-  t/»  —  G':=  —  a2  =  0. 

La  première  représente  un  plan  passant  par  0:,  la  seconde  une  quadrique  de  révolution  autour  de  0;, 
symétrique  par  rapport  au  plan  des  xy  et  coupée  par  ce  plan  suivant  le  cercle     x-  -+-  y^  —  «-  ^  o. 

Donc  les  lignes  de  force  sont  des  coniques  ayant  pour  centre  l'origine  ;  l'un  des  axes  est  dirigé  sui- 
vant Oi,  et  l'autre  est  un  rayon  du  cercle    x^  -^-y- —  a-  =  0,     :  =  0. 


3.  Les  équations  du  mouvement  du  point  M  sont 
dV' 


(2) 


\x--^ 


y-  I  dl-  \  X-  - 

La  dernière  s'intègre  immédiatement  et  donne 

:  =  A  cos  kt  -t-  B  sin  lit, 
A  et  B  désignant  des  constantes  arbitraires.  Cette  relation  définit  le  moment  du  point  M';  c'est  un 
mouvement  vibratoire  simple,  qui  est  bien  connu. 

4.  Les  deux  premières  équations  ('2)  définissent  le  mouvement  du  point  m,  projection  du  point  M 
sur  le  plan  des  xy.  Ces  équations  peuvent  s'écrire  en  posant    a;'  -t-i/'  =  r-, 

d-y  . .    r-  —  a^ 

IF 


(3) 


d-x             ,  „     r^  —  a- 
—rr  =  —  ^"'^  3 — ' 


k'-y 


Pour  que  le  point  m  décrive  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  R  (R  >>  o),  il  faut  d'abord  que 
la  position  initiale  iii„  soit  à  une  distance  R  du  point  0,  et  que  la  vitesse  initiale  y,,  soit  perpendicu- 
laire à  Ohi„. 

De  plus,  on  doit  avoir  (|uol  que  soit  l     x-  -\-y-  =  \i\     d'où  l'on  déduit  en   dilTérontiaiit  deux  fois 
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par  rapport  à  i, 

dx 

■'in 


d-x        d-ii 
dernière  ——■  et  -rV  par  leurs  valeurs  (3\  nous  avons 
dl-         df   '  ^   ■ 

—  /i-(<'-  — a-)  +  u- =  0,  ou  puisque  '"  =  R,  v- =  li-{R- —  a-). 


d'x        d-ii 
Remplaçons  dans  celte  dernière  -r-r  et  ~jj  P^''  leurs  valeurs  (3],  nous  avon 


On  aura  donc  à  l'instant  initial  i\  —  AVR'^  —  «-• 

Donc,  les  conditions  «eVeM^icei  pour  que  le  point  m  décrive  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  R 
sont  que  le  point  nio  soit  à  une  distance  R  du  point  0,  que  la  vitesse  initiale  soit  égale  à  k  v  H"  —  «'■ 
et  soit  perpendiculaire  à  0»i„. 

Je  dis  que  ces  conditions  sont  suffisantes. 

Nous  avons  trouvé     v-  =  k-{W^  —  a^)  ;     donc  si  le  point  .M  décrit  un  cercle  il  le  décrit  d'un  mou- 

.  k  , 

vement  uniforme  de  vitesse     k<Jn:-  —  a-,     et  dont  la  vitesse  angulaire  est  par  suite  égale  à   -[r  v  R*  —  a-. 

K 

Si  nous  prenons  Om,,  pour  axe  des  a-,  les  équations  du  mouvement  sont  alors 
(4;  a=Rcos — ^—^^ .  j/  =  Rsm 

Or,  les  conditions  initiales  étant  données,  le  mouvement  défini  par  les  équations  différentielles  (3) 
est  unique  et  bien  déterminé.  .Mais  on  vériûe  aisément  que  les  valeurs  (4)  vérilient  les  équations  diffé- 
rentielles ;  on  en  conclut  que  les  équations  (4)  définissent  le  mouvement  du  point  m,  pour  les  condi- 
lions  initiales  indiquées. 

Donc  ces  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes. 

Les  coordonnées  du  point  M  en  fonction  du  temps  sont  alors 

2-^RcosAlï-^'~"%  >i  ^  Rsini^^'~"*,  :=  AcosA-^  +  Bsin/;(. 

R  -^  R 

Le  point  M  se  meut  alors  d'un  mouvement  vibratoire  simple  sur  une  parallèle  à  0;  qui  tourne 
autour  de  0:  d'un  mouvement  uniforme. 

5.  Supposons  que  — soit  le  carré  d'un  nombre  rationnel  — ?    ;)  et  q  désignant  des  nom- 

R-  '/ 

J^'^  __  a-         p  kl 

bres  entiers  ;  nous  avons =  —  ;    et  en  posant  —  =  »,     nous  avons 

K  q  q 

X  =  llcospu,  î/  =  Rsin;j«,  :  =  .\  cos  ^u -h  B  sin  ^u. 

Or  cospu,     sin/ju,     cosçu     et  sinçu  sont  des  fonctions  algébriques  de  cos  j«  ;  par  suite,  x,y,z 

étant  des   fonctions  algébriques   d'un    même    paramètre,   la    trajectoire  du  point  .M  est  une   courbe 

algébrique. 

Marius  BOURSEYRE,  34'  d'infanterie,  ù  Compiègne. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Amblabu  ;  Acscher  ;  Bbos  ;  Michel  Co.sstandaki  ;  G.  Foocbï  :  G.  Freï. 
■ ♦ 

ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE  [Concours  de  1907). 

Groupe  I. 

1614.  —  \.  iix,  oy,  oz  étant  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  montrer  que  l'équation 
yh^  H-  n-xyz  -+-  k^x*  —  2akhj  =  0, 
où  a  (it  k  désignent  deux  longueurs  données,  définit  une  surface  réglée  (S).  Trouver  les  traces  et  les  contours 
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apparenls  de  cette  surface  sur  hs  plans  de  coordonnées.  Indiquer  une  conslruclion  (jéométnqne  des  généra- 
trices rectilignes  de  la  surface. 

2.  .4  quelle  condition  les  coefficients  de  l'équation 

Ax  -h  By  +  C;  4-  D  =  0 
doivent-ils  satisfaire,  pour  que  le  plan  représenté  par  cette  équation  contienne  une  générak-ice  de  la  surface  ? 
Quelles  sont,  en  supposant  cette  condition  vérifiée,  les  coordonnées  du  point  de  contact  du  plan  et  de  la 
surface? 

3.  L'intersection  de  la  surface  (1)  et  du  cylindre  dont  l'équation  est 

x''-\-g-  —  '2ay  =  0 
se  compose  de  l'axe   o:  et  d'une  courbe  gauche  (G);  exprimer  en  fonction   rationnelle  d'un  paramètre  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  (C).   Une  génératrice  du  cylindre  rencontre  la  courbe  (G)  en  deux 
points  :  lieu  du  milieu  de  ces  deux  points. 

4.  La  section  de  (S)  par  un  plan  parallèle  à  xoy  est  une  parabole  (P)  ;  exprimer,  en  fonction  de  la 
cote  de  son  plan,  le  paramètre  de  cette  parabole;  trouver  le' lieu  de  son  foyer  et  celui  de  son  sommet  ;  cons- 
truire les  projections  de  ces  courbes  sur  les  plans  de  coordonnées. 

5.  La  parabole  (P)  se  projette  sur  xoy  suivant  une  parabole  (Q);  chercher  les  enveloppes  de  l'axe  et 
de  la  directrice  de  (Q). 

Indiquer,  dans  le  plan   xoy,   une  définition  géométrique  des  paraboles  (Q). 

6.  //  existe,  sur  chacune  des  paraboles  (Q),  un  point  M  tel  que  le  cercle  osculateur  en  M  passe  par  o  : 
trouver  le  lieu  du  point  M. 

1.  L'équation  de  la  surface  peut  s'écrire       (yz  -{-  kxty —  2ak-gl^  =  0, 
et,  sous  cette  forme,  elle  montre  de  suite  que  les  deux  droites  à  l'infini  des  plans  des  xy  et  des  :x,  les 
droites    ;  =  0,     t=0     et     y  =  0,     <  =  0,    sont  des  lignes  doubles  de  la  surface.  Les  directions 
asymptotiques  de  la  surface  sont  toutes  les  directions  des  plans     :  =  0,     ?/  =  0. 

Il  est  visible,  en  outre,  que  l'axe  des  :  x  =  0,  y  =  0,  est  situé  sur  la  surface  et  que  cette  sur- 
face est  réglée.  Pour  apercevoir  ce  dernier  point,  il  suffit  en  elfet  de  poser 

yz-^  lix  =  2/.V,, 
X  étant  un  paramètre  arbitraire  ;  l'équation  de  la  surface  donne  alors     )/  =  — —  ;     la  précédente  devient 


kx  +  — —  ;  —  2/.).,     et  la  droite  variable, 
a 

2).- 


(1) 


kx  H :  —  2/,X  =  0, 


.^=0, 


est  toujours  située  sur  la  surface,  iiuel  que  soit  l. 

Quand  /  vaiie  de  —  oo  à  +00,  celte  droite  engendre  un  système  réglé  continu  qui  recouvre 
entièrement  la  surface,  car  il  est  facile  de  voir  que  par  tout  point  de  la  surface 
passe  une  droite  de  ce  système  et  une  seule  :  ceci  découle  de  ce  que,  pour  un 
point  (.r,  y,  z)  de  la  surface,  les  deux  équations  (1)  en  X  ont  une  racine  com- 
mune et  une  seule. 

Pour      :  =  0,     on  a     t-  —  0     et    x-  —  'iay  =  0.     La  trace  de  la  surface 
sur  le  plan  des  xy  se  compose  donc  d'abord  de  la  droite  à  l'inlini  de  ce  plan, 
puis  de  la  parabole     P  —  x-  —  'iay  =  0     qui  a  la  position  indiquée  ci-contre. 
La  trace  sur  le  plan  des   xz  se  réduit  à     (-  —  0     et     x^  =  0  ;      elle  se 
compose  do  la  droite  ii  l'infini  du  plan  des    :.r   et  de    0:,    et  l'on  voit  de  plus 
que  le  plan  des  ex  est  langent  à  la  surface  tout  le  long  de  oz. 
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La  trace  sur  le  plan  des  yz  ?e  dédouble  en  ?/  =  0  ot  i/="  —  -ak-  =  0  :  elle  se  compose  donc 
de  l'axp  des  :  et  d'une  cubique  qui  se  construit  immédiatement  et  dont 
nous  donnons  la  forme  à  côté. 

Voyons  maintenant  quels  sont  les  contours  apparents.  Nous  aurons 
évidemment  le  contour  apparent  sur  le  plan  di's  .n/  en  coupant  la 
surface  par  la  droite  X  =  x,  Y  =  y,  et  en  exprimant  que  les  deux 
points  de  rencontre  sont  confondus,  c'est-à-dire  que  l'équation  en  ;  a 
une  racine  double  :  ceci  donne  y  =  0,  et  nous  montre  que  le  contour 
apparent  se  réduit  à  or.  L'explication  de  ce  fait  résulte  de  ce  que  le 
plan  des  :x,  j/  =  0,  passant  par  une  droite  double  de  la  surface,  à 
l'inlini,  peut  être  assimilé  à  un  plan  langent  en  tous  ces  points. 

On  trouve  de  même  sur  le  plan  des  yz,  la  droite     y  =  0,     c'est-à- 
dire  l'axe   des    :.    Ce  résultat  s'explique  par  ce  fait  que  le  plan  des  zx. 
perpendiculaire  au  plan  des  ?/:,  est  langent  à  la  surface  tout  le  long  de  uz. 

Quant  au  contour  apparent  sur  le  plan  des  zx,  on  le  trouve  en  exprimant  que  l'équation  du  second 
degré  en  »/  a  une  racine  double,  ce  qui  donne 

^•'-(j;;  —  ak)-  —  k'x^z-  =  Q,  ou  H  =  2j,-:  —  al;  =  0. 

C'est  une  hyperbole  équilatère  ayant  les  axes  pour  asymptotes. 

Ce  dernier  contour  apparent,  qui  est  la  base  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  et  parallèle  à  oy, 
s'obtient  d'ailleurs  immédiatement  aussi  en  cherchant  l'enveloppe  des  projections  des  génératrices  (l) 
sur  le  plan  des  xz,  c'est-à-diro  en  écrivant  que  la  première  des  équations  (1)  a  une  racine  double 
en  l. 

Pour  construire  une   génératrice  de  la  surface,  traçons  la  parabole  P  dans  le   plan   des    xy    et 

l'hyperbole  équilatère  H  dans  le  plan  des  xz  ;  prenons  un 
point  M  de  P  et  projetons-le  sur  ox  en  N  ;  par  ce  point 
menons  une  tangente  à  H  et  enfin  menons  par  le  point  M 
une  parallèle  à  cette  tangente  ;  nous  aurons  ainsi  une  géné- 
ratrice G  de  la  surface.  Il  y  en  a  deux,  qui  sont  parallèles, 
dans  chaque  plan  parallèle  au  plan  des  zx  ;  c'est  évident 
d'après  ce  qui  précède  ;  c'est  aussi  évident  d'après  les 
équations  (1),  car  si  on  considère  le  plan    y  —  h,     on  a 

''     2).'-  / — 1~ 

=  h,     '■=  »  /  — -—     et,  par  suite,  on  obtient  les  deux 

a  y     '2  '  ^  ' 

droites  parallèles 

kx  H-  A;  =  ±  k  ^iali,  y  ^  h. 

2.    Pour  que  le  plan       Ax -h  By -^  Cz -i- T>  =  0 

contienne  une  droite  de  la  surface,  il  faut  et  il  suffit  que  son  équation  soit  identiquement  nulle  pour  les 

valeurs  de  y  et  de  x  tirées  des  deux  équations  (1),  c'est-à-dire  pour 


2).  —  • 


„l: 


y 


Nous  avons  ainsi  une  équation  linéaire  en  :  qui  doit  être  identique. 


2B\- 


2A(x j-    H 

\  uk   !         a 


-4-  C:  H-  D  =  0, 


ce  qui  donne  les  deux  équations 


C  = 


2A).^ 


2AX 


2BÀ2 


-+-D  =  0. 
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BAC 

1^  L)  H 

..       ,        .■        ,  -        -,        (ikL    .        ,  ,     ,  .       ,       .  A 

La  première  equalion  donne   /■',     /■-  = •        la  seconde  donne  ensuite   /.,     a  = . 

'  '  2A  '  .       ±\ 

I,a  relation  demandée  est  donc 

(2)  (AD-h  ABC)^  =2«A-A^C; 

c'est  une  relation  liomogtMie  et  du  quatrième  degré  en    A,  R,  C,  U.    C'est   l'équation   langenlielie  de  la 
surface. 

Ce  dernier  point  est  évident,  piii>f[iron  sait  que  les  plans  tangents  à  une  surface  réglée  sont  juste- 
ment les  divers  plans  menés  par  les  génératrices  de  la  surface. 

Quant  au  point  de  contact  du  plan  avec  la  surface,  il  a  pour  coordonnées  homogènes  les  dérivées 
partielles  du  premier  membre  de  l'équation  langenlielie  par  rapport  à  A,  R.  C,  D.  Ses  coordonnées  carté- 
siennes ordinaires  sont  donc 

D(AD^-/,BC)— 3rtAA2G  /,G  __     l;li{A\)  ^  kiiC)  -  akk' 


A(AD-i-/,BC,i  ''         A  A(AU-hA-BC) 

11  ne  me  parait  pas  inutile  à  ce  sujet  de  dire  quelques  mois  des  sections  planes  de  la  surface. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  au  début,  chacune  d'elles   est  une  quarlique  qui  a  deux  points  doubles  à 

l'infini.  Quand  le  plan  sécant  passe  par  une  génératrice  G,   l'uti  des  points  doubles  est  à  l'inlini  sur  G  ; 

soit   II  ce  point.  L'aulre  partie  de  l'intersection  est  donc  une  cubique  qui  passe  en  H   et  qui  a  un  point 

double  à  l'infini  sur  l'autre  droite  double  de  la  surface.  L'asymptote  à  cette  cubique,  ou  la  tangente  en  H, 

est  l'intersection  du  plan  sécant  avec  le  second  plan  tangent  à  la  surface  au  point  double   11.    Or  ici  les 

SX- 
deux  plans  tangents  en    11   sont  confondus  avec  1(!  plan    y =  0,     qui  contient  la  génératrice  fi  ; 

donc  l'asymptote  de  celte  cubique  est  la  droite  G  elle-raèine;  la  courbe  ne  rencontre  plus  la  droite  G 
qu'en  un  point  M   et  ce  point  est  le  point  de  contact  du  plan  avec  la  surface. 

Il  est  facile  de  vérifier  tous  ces  points  par  le  calcul;  car  si  on  considère  une  génératrice  de  la  sur- 
face,   ).  =  t,    dont  les  équations  sont 

2;î  2/- 

kx  H •  :  —  Ut  =  0,  V =0, 

a  a 

2<-  /  21- 

et  un  plan,  kx  H i  —  2kt-\-h[  y 

a  \^         a 

passant  par  ci'ttc  droite,  ce  plan  coupe  la  génératrice  X  au  point 

„.       axv,         «/.■    \  2).'-  ,         ak 

ak  \  A  +  //  ^  n  /,-!-/ 

et  nous  avons  ainsi,  quand  X  varie,  les  équations  paramétriques  de  la  cubique  section  de  la  surface  par 

le  plan  envisagé.  Celle  cubique  a  un  point  à  l'infini  sur  la  génératrice     À  =  (,     c'est  le  point  qui  cor- 

ri'spimd  il     >.  =  — /,     et  la  tangente  en  ce  point  est  la  génératrice  elle-iiième.  Nous  le  vérilifioiis  sans 

peine  en  eou|ianl  par  un  plan  passant  par  la  droite,  par  exemple,  par  le  ])lau 

g,, 

A-.,-  H :  —  -JA/  =  0  ; 

(/ 

ce  |)hm  couije  la  cubique  en  deux    puinls  confondus  avec   le  point     /■=  —  /     et  en    outre  au   jioiiit 

>  —  I,     qui  est,  dès  lors,  le  ])oiiit  de  contact  du  plan  avec  la  surface. 

3.  Le  cylindre  .r-  -h  i/-  —  iay  =  0 

est  langent  au  plan  xoz  tout  le  long  de  o:  ;  il  coupe  donc  déjà  la  surface  suivant  deux  droites  au  moins 
roiifonducs  avec  (/:,  cl  l'autre  partie  de  l'intersection  est  une  ligne  du  sixième  ordre  au  plus.  Nous 
aurons  les  équations  paramétriques  de  celle  courbe  en  posant  .i  =acos<p,  y  =  a -\- a  sin  o,  de 
façon  à  satisfaire  identiquement  à  l'équation  du  cylindre,  ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  en  posant 

X  =  ashio,  1/  =  n -hfl  cos-^. 
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L'équation  de  la  surface  devient  alors         [yz  -t-  kx)-  —  2rt/t-(a  h-  a  cos  -f )  =  0, 
ou  (y:  +  l^-rr  =  àa^k-  cos-  ^  ; 

—  kx  ± 'iri /{ cos -^  —  Asin  ^±2A-cos -^ 

2  '  2 

nous  en  déduisons         :■  =  — 


'■'  2cos4 

Cette  éciualion  nous  montre  bien  i[ue   cliaf[ue  génératrice  du  cylindre  rencontre  la  courbe  en  deux 
points,  et  le  milieu  de  ces  deux  points  a  pour  cote 

/.■  sin  9  /  (     ? 

2  cos^  4- 

2 

Si  on  rbange  o  en  ^ -i- 2ii,  les  valeurs  de  x  ctdo  '/  se  reproduisent  et  celles  de  ;  s'échangent 
l'une  dans  l'autre;  une  seule  sullit  donc  à  la  représentation  entière  du  lieu,  et  les  équations  delà 
courbe  (G)  sont 


(C)  -r  =  a  sin  o,  y  =  a(l  -i-  cos  9), 


(,-.4) 


En  prenant  pour  paramètre     Ig-j-  =  t,     elles  deviennent 

La  courbe  (C)  est  du  cinquième  ordre;  l'axe  des  ;  fait  trois  fois  partie  de  l'intersection,  ce  qui  s'expli- 
que aisément  par  ce  l'ait  que  tout  plan  parallèle  au  plan  des  n/  coupe  la  surface  suivant  une  parabole 
osculalrice  à  la  section  droite  du  cylindre  au  point  de  rencontre  du  plan  avec  oz. 

Le  lieu  du  milieu  des  doux  points  situés  sur  une  génératrice  du  cylindre  a  pour  équations  paramétri- 
ques X  =  a  sin  9,  y  ^  a{\.  +  cos  9),  :  =  —  k{^  -^^ 


Si  on  prend  ici  pour  paramètre     tg-^  =  /,     elles  deviennent 
îtal  In 


Il  = 


:.  =  -  kt. 


1  -+-  /-  •'      1  -+-  r- 

Ce  lieu  est  donc  une  cubique  située  à  l'interseclion  du  cylindre  avec  le  paraboloïde      1/-  -^kx  =  0. 

4.  Si  l'on  l'ait  ;  =  À  dans  l'équation  de  la  surface,  on  obtient  pour  section  une  parabole  dont  la 
projection  sur  le  plan  des   xy   a  pour  équation     (Àj/  -4-  kx)-  —Iak-y  =  0; 

cette  parabole  est  osculatrice  à  l'origine  au  cercle     a;-  -I-  ^-  —  lay  =  0  ;     son  axe  a  pour  direction 

ly  - 1  -  kx  =  0. 

La  symétrique  de  cette  droite  par  rapport  aux  axes,  la  droite  Ài/  —  /.vr  =  0,  passe  par  le  foyer; 
d'autre  part,  la  perpendiculaire  à  oF  au  point  V  passe  par  le  milieu  de  oG,  au  point  G  ;  donc  le  lieu 
du  point  F  est  le  cercle  décrit  sur  oG  comme  diamètre.  Comme  le  triangle  formé  par  oF,  l'axe  et  le 
diamètre  nG  de  ce  cercle  est  un  triangle  isocèle  ayant  ce  diamètre  pour  base,  l'axe  enveloppe  une  hypo- 
cycloide  à  trois  rebroussements,  dont  oG  est  un  axe  de  symétrie.  La  directrice  passe  en  un  point  lixe, 
E,  symétrique  de  ti  par  rapport  au  point  0,  elle  enveloppe  donc  un  point.  Le  lieu  du  pied  I)  de  la 
directrice  sur  l'axe  est  la  podaire  de  l'hypocyclo'i'de  par  rapport  au  point  E. 

Pour  traiter  toutes  ces  questions  par  le  calcul,  nous  allons  commencer  par  chercher  l'équation  de 
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l'axe,  puis  les  coordonnées  du  foyer,  La  direction  perpendiculaire  à  Taxe  est      —  =  -^;       Taxe  a  donc 


(ilù. 


at- 


pour  équations  kf'.-}-lf,^  =  0,  ou  Ax  +  > 

La  droite  oF  a  pour  équation  '/.y  —  kx  =  0  ; 

elle  coupe  l'axe  au  point  F,  dont  les  coordonnées  sont     x  =  ,    .,  —  

2()>^ -+- ^-2)  '    •'       ^r-^k^) 

Nous  allons  déduire  aisément  de  là  tous  les  éléments  de  la  parabole  (Q). 

Nous  avons  déjà  l'axe  et  le  foyer.  La  directrice  est  la  polaire  du  foyer  :  elle  a  pour  équation 

,  ,  nk 

et  nous  voyons  bien  qu'elle  passe  par  un  point  fixe,  le  point    ï  =  0,     y  = 

Le  paramètre  est  la  distance  du  foyer  à  la  directrice    p  = 

:  À-  -+-  k-)  - 
Les  coordonnées  du  sommet  s'obtiennent  en  cherchanfle  point  de  rencontre  de  l'axe  avec  la  para- 
bole; ce  sont 

_  _   akl{>.'  -+-  îk')  _        akn^ 

^  ~     2(>.»  -H  A-»)«    '  ■'  ~   2(X2-HA-^f  ■ 

Les  équations  paramétriques  du  lieu  du  sommet  dans  l'espace  sont  donc,  en  remplaçant  À  par  kl. 


a¥ 


(S) 

Celles  du  lieu  du  foyer  sont 

(F) 


al 


y 


^iv^-^iy 


z  =    kt. 


kl. 


Le  premier  lieu  est  une  courbe  du  cinquième  ordre.  Le  second,  une  cubique  gauche,  intersection  du 
cylindre     x--i-  j/- ^  =  0     avec  le  paraboloïde  hyperbolique     yz — kx  —  0. 

La  projection  delà  première  courbe  sur  le  plan  des  xy  est  une  quartique,  les  deux  autres  projec- 
tions sont  des    quintiques.    Nous   construirons   la   quartique  et 
l'une   des   quintiques,   par    exemple   la   projectioti    sur  le  plan 
des  y:. 

Si  l'on  change  <  en  -  f,  dans  les 
équations  de  la  quartique,  -r  se  change  en 
—  X,  y  ne  change  pas;  la  courbe  est 
symétrique  par  rapport  à  uy,  et  il  sufOt 
de  faire  varier  /   de  0  à    -f- x  . 

Pour  /  =  0,  X  et  y  sont  nuls, 
.'/  ' 


-      est  nul  aussi;  la  courbe  part  du  point  o,  tangentiellement  à  <u-, 
dans  le  premier  an.ulc. 

1  our    /  =  4- X ,     .1-,  )/  et   —    sont  encore   nuls;    la   courbe    obtenue  a 

X 

donc    la    forme     oABo;     on    trouve    sans  peine   (|ue    .r    est   maximum   pour 


V^ 


'  —V  /  - — â ^^  y  pour     /  =  1,     ce  qui  achève  de  di'lcrmiiierla  forme  de  la 

courbe. 
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La  projection  sur  le  plan  des  yz  est  symétrique  aussi  par  rapport  à  oij.  L'une  des  moitiés  de  la 
courbe  s'obtient  en  faisant  varier   /  de  0  à    oc. 


Pour     /  =  0,     j/  et   :    sont  nuls, 


est  nul  aussi  ;   la  courbe  part  du  point  o. 


langentiellement  à  oz,  dans  le  premier  angle.  Pour     /  =  -h  x  ,     :  est  inlini,   y  est  nul  ;  la  courbe  est 

asymptote  à   oz.  Elle  a  donc  linalement  la  forme    oAB.    Le  maximum  de  //  correspond  à     t  =  l. 

5.  Nous  avons  vu  que  la  directrice  enveloppe  un  point,  o(  l'axe  une  hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 

ments. 

i^'équation  de  l'axe  peut  se  mettre  sous  la 

nt 
terme  x  +  ty =  0. 

L'équation     tangentielle    de     l'enveloppe 
s'obtient  immédiatement,  en  remplaçant  t  par 

at 


dans  l'équation 


r--i-l  ' 

c'est  ic(u-  ■+-  V-)  -+-  au'-v  =  0. 

Les  équations  paramétriques    ponctuelles 

s'obtiennent   de    suite   aussi  :    y,   en   dérivant 

a(\—t-) 
par  rapport  a  /,    y  —  ; —  ; 

1  f  '    ■'        (t-  -+- 1)- 

i:  s'en  suit  et  l'on  a  linalement 


2a<' 


.'/  = 


a(l—  t') 


La  construction  de  celte  courbe  est  clas- 
sique. 

6"  Le  point  M,  dont  le  cercle  osculatcur 
passe  au  point  o,  est  un  point  où  la  tangente 
fait  le  même  angle  avec  l'axe  que  la  sécante 
oil.  Soient  donc  x  et  y  les  coordonnées  du 
point  M,  [Ji  le  coeflicient  angulaire  de  oM.  jji 
celui  de  la  tangente  et  m  le  coeflicient  angulaire  de  l'axe  ;  nous  aurons 

(1  —  m  m  —  p' 


Or 


y 


1  -h  iim 


1  +  [l'm 
et 


m  = ; 


la  relation  précédente  devient  donc  {'^''  -+-  /i'jP-  —  aXA;'P  -t-  a/.'(A:i/  —  X^)  =  0, 

où  P  désigne  la  fonction  linéaire     X//  +  k.v. 

D'autre  part,  l'équation  de  la  parabole  donne     P-  =  ^ak-y  ; 
donc  l'équation  précédente  devient         (X*  h- 3A'-)i/ =  2Xtr,         ou         '/  = 


2<,r 


y 


en  posant 


X  =  kl. 


t'-hS 


Portons  cette  valeur  de   y  ou  bien  celle  de  .v  dans  l'équation  de  la 
parabole,  nous  aurons  de  ^uite  les  équations  paraméiriques  du  lieu 


4al(l' 


3) 


8(1/- 


Ce  lieu  est  donc  une  qiiartique  fermée,  symétrique  par  rapport   à   oy. 
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Pour     /  =  0,     X  et  !/  sont  nuls,  —  aussi  ;  de  même,  pour     i  =  -i-  x  .     En  outre,  x  est  maximum  pour 


/  =  ^/^/12_  3^     et    i/     pour      (  =  1.      La  courbe  est  dès  lors  aisée  à  tracer;  elle  a  la  forme  ci-conlre. 

Bonnes  solutions  :   MM.  G.   PéUssieb,  k  Toulouse;  Bros,  à  Albi  ;  R.  Al-scher  ;  Amblaru,  à  Ruines:   I'.  Bpizaru  ;  i,.  Cottt  ; 
Benoit-Gomx,  il  Dijon. 

.Isscz  bonnes  solutions  :  M.M .    J.  D    Dlfai  t,  à  Poitiers  :  Fret  Georges  :  6.  Kolcry  ;  V.  Duval. 
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1630. — llii  liquide  ghjcériqiie  de  densité  3=1,1  s'élève  à  une  hauteur  moyenne  h  de  l'^'^^O  dans  un 
tuhe  de  verre  vertical  dont  le  diamètre  intérieur  2r  égale  0'=",!. 

a).  Calculer  en  dyne  :  cm.  la  constante  capillaire  A  de  ce  lii/uide  en  admettant  qu'il  mouille  parfaitement 
le  verre. 

On  emploie  ce  liquide  pour  souffler  une  bulle  de  8  ""  de  diamètre. 

h).  Qwlle  est  la  différence  de  pression  de  l'air  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  de  cette  bulle  lorsque  son 
rayon  R  atteint  la  valeur  4''",0? 

c).  Quel  travail  total  faut-il  dépenser  pour  l'amener  à  cette  dimension  finale  (R  =  4)  en  supposant 
que  la  pression  extérieure  P  demeure  constante  et  égale  à  i  atmosphère  ? 

On  admettra  que  la  section  du  tuhe  employé  pour  gonfler  la  bulle  a  une  sur  face  absolument  négligeable 
devant  celle  d'une  sphère  de  8'"  de  diamètre. 

Toute  communication  avec  l'atmosphère  étant  supprimée,  on  électrise  la  bulle  de  manière  à  porter  et  à 
maintenir  son  potentiel  U  n  20  unités  électrostatiques  C.  G.  S.  ;  elle  se  dilate  et  prend  un  nouvel  état 
d'équilibre. 

d).  Calculer  la  pression  électrostatique  ^  qu'elle  supporte  et  l'augmentat'ion  correspondante  AR  de  son 
rayon. 

{Eoite  nationalr  supérieure  des  Mines,  concours  de  1907.\ 

a).  Ecrivons  que  la  tension  superlicielle  fait  équilibre  an  poids  du  liquide  soulevé  : 

2-/-A  =  -r-h'.g,  d'où  -^  =  —  '''^'"-1  =  ^  X  ^'^o  X  1  X  1,1  X98l  =  1*6,977, 

soit  A  =  -27. 

h).  L'expression  connue  de  l'excès  dépression  /<  à  riiilcrieiir  d'une  bulle  donne 

_4A_  ^    4X27   ^ 
'  K  4 

c).  Le  travail  à  dépenser  se  compose  de  l'énergie  superlicielle  de  la  bulle  augmentée  du  travail  de 
compression  de  l'air. 

L'énergie  superlicielle  de  la  bulle  est  égale  au  produit  de  sa  surface  par  le  double  de  la  ronstanle 
capillaire,  h.  cause  des  deux  faces  de  la  lame  : 

4-K-.-2A  :^  10850. 

Soit  V  le  volume  de  la  bulle  et  I"  la  pression  de  Taira  l'inlérieur.  Le  travail  nécessaire  pour  porter 
il  la  pression  P',  dans  le  volume  V,  de  l'air  puisé  à  la  pression  P  est  représenté  par  l'expression 

1"V  log    [*,-  -  V  (P'  -  P)  =    P  +  ,.)  V  log  (^  I  +  /i)  -  \p. 
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P 
En  développant  le  logarillnne  et  noi;lii;eant  les  puissances  de   ~  supérieures  à  la  deuxième,  on 

1         p- 
réduit  celte  expression  à  -—  V  — -  • 

Or  V  =  2f)8,  p  =  27  et  P  est  supérieur  à  un  uiilliuu.  il  s'ensuit  que  ce  travail  ne  représente 
même  pas  un  dixième  d'erjf;  il  est  négligeable  vis-à-vis  de  l'i'nergie  superlicielle. 

cl).  Si  on  désigne  par  n  la  densité  éleclrique,  la  pression  éleclroslaliqueost  représentée  par  ni  =  2-(7'-. 
Mais  si  Q  désigne  la  charge  et  C  la  capacité  qui  est  elle-mènie  égale  au  rayon  H,  on  a  successivement 

a  =  -Ji-  et  Q  =  eu  =  RU, 

U-  400 

La  pression  électrosl;iti(juc  diminue  donc  la  pression  du  gaz  d'environ  un  millionième,  augmente 
par  conséquent  son  volume  d'environ  ini  millionième.  La  variation  de  la  [iression  capillaire  est,  bien 
entendu,  absolument  négligeable. 

On  peut  donc  écrire 


ou,  en  remplaçant  R   par  sa  valeur, 


47tR=.AR  =  —  ttIÎMO-» 


AR  =  -;—  10~«  centimètre. 


Nous  avons  reçu  une  assez  bonne  solution  non  signée. 
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1687.  —  .Soit  le  paraboloule  P    EL -\- Il  —  2z  =z  0. 

P  2 

1"  On  prend  sur  lui  un  point  M  variable  sui'  la  parabole  principale  du  plan  des  zx.  Trouver  les  centres  de 
courbuie  principaux  en  M.  Trouver  leurs  lieux  et  déterminer  les  points  communs  à  ces  deux  courbes  ;  on  en 
discutera  la  réalité. 

2°  L'une  de  ces  deux  courbes  du  plan  des  :x  est  une  par;ilioIe.  On  vérifiera  qu'elle  est  la  polaire  réciproque 
de  la  parabole  principale  du  paraboloïde  1'  par  l'apport  à  sa  p.iralioli'  focale. 

3"  On  prend  sur  le  paraboloïde  P  un  point  M  quelconque.  Calculer  les  rayons  de  couibui-e  principaux  eu 
ce  point.  Démontrer  que  les  centresde  courbure  principaux  sont  les  pôles  du  plan  tani;ent  en  .M  au  paraboloïde 
P  par  rapport  aux  deux  paraboloïdcs  qui  lui  sont  bomofocaux  et  qui  passent  en  M. 

Tli.  L. 

1688.  —  On  donne  dans  un  plan  deux  droites  (.\),  (B;  et  une  ligne  quelconque  (C). 

Un  point  a  décrit  (A)  uniformément,  un  point  c  décrit  (C)  unilormcinent  ;  enfin,  un  |ioint  b  décrit  la  droite 
(B)  de  telle  façon  i|u'à  cliaque  instant  son  accéléi'alion  ait  même  uieN'ire  que  l'accéléralion  du  point  c 

Démonlier  que  l'hodograplie  relative  au  mouvement  du  centre  de  gravité  du  triangle  abc  est  une  cycloïde, 
et  que  l'on  obtient  ainsi  tous  les  mouvements  à  hodographe  cycloïdale. 

Th.    CAROr«NET. 
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1620.  —  L'ialilir  la  condition  d'équilibre  du  treuil.  (On  ne  décrira  aucune  espèce  de  treuil. J 

Application.  —  Pour  soulever  une  pierre  de  poids  P  un  carrier,  pesant  lO*^^,  utilise  un  treuil  d'axe 
horizontal  dont  le  cylindre,  autour  duquel  s'enroule  la  corde  soutenant  la  pierre,  a  SO'"  de  diamètre  et  dont 
la  grande  roue,  le  long  de  la  périphérie  de  laquelle  monte  le  cai~rier  pour  faire  équilibre  à  la  pierre,  a  6"* 
de  diamètre. 

Lorsque  l'équilibre  est  établi,  le  poids  du  can-ier  est  appliqué  en  un  point  A  de  In  circonférence  de  la 
roue  tel  que  le  rnyon  OA  de  ce  point  fasse  60°  avec  la  verticale  descendante  du  centre  de  0. 

On  place  alors  une  surcharge  p  en  un  point  B  de  la  circonférence  de  la  roue,  situé  au-dessous  de  A 

et  tel  que     AOB  =  lo°'     Dans  la  nouvelle  position  d'équilibre  AO  fait  45°  avec  la  verticale  descendante  0. 

On  demande  de  calculer  P  et  p  et  d'évaluer  en  Icilogrammètres  les  travaux  effectués  par  le  poids  P, 
le  poids  p  et  le  poids  du  carrier  dans  le  passage  de  tu  première  position  d'équilibre  à  la  seconde. 

On  négligera  le  poids  de  la  corde  et  les  frottements  :  on  supposera  que  le  centre  de  gravité  du  treuil  est 
sur  l'axe  horizontal  de  rotation. 


La  condition  d'équilibre  du  treuil  est  fournie  par  l'équation 

PK  =  Qr, 
dans  laquelle  P  désigne  la  puissance,  Q  la  résistance,  r  le  rayon  du  cylindre   et 
R  le  rayon  de  la  roue. 

Dans  le  treuil  des  carriers  le  moment  de  la  puissance  P  par  rapport  à  l'axe 
étant  PRsin  i,  l'équation  d'équilibre  est  de  la  forme 

l'.R.sin)  =  (J,/-. 
Prenons  pour  unités  le  mètre  et  le  kilogramme 

R  z=  a-",  r  =  0"',io, 

et  désignons  par  la  lettre  P  (conformément  à  l'énoncé)  le  poids  de  la  pierre  à  soulever.  L'équilibre 
ayant  lieu  pour    i  =  60°     (sin(=-^))     on  a 

v/3 


PxO,lo  =  70X3X- 


d'oii 


P  =  700.  v/3  =  1212''%4. 


Dans  la  seconde  position  d'équilibre,   nous  avons  à  tenir  compte  du  poids  du  carrier,  pour  lequel 
I  =  43",     et  de  la  surcharge  p,  pour  laquelle     t  —  43°  — 13°  =  30°.     On  aura  donc 

70  X  3  X  sin  45°  -+-  p  X  3  X  sin  30°  =  P  x  0,15, 
on  70x3x-Y--l-px:iX-^  =70X3X-^, 

d'où  p  =  70{v/,3  -  v/2)  =  aî-'sis. 

Dans  le  passajre  de  la  première  position  d'é(iuilibre  à  la  seconde,  l'arbre  du  treuil  ayant  tourné  de 
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GO"  —  4û"  =  lo",     le  poids  P  a  mon  e  de     x  fo  = =  ; 

'  360  360  80 

a  produit  un  travail  résistant  de     P  >< -^tt  =  700^/3X  ~  =  47''5",6. 

80  80 

/ô /:, 

Le  poids  p  est  descendu  d'une  hauteur  égale  à     R(cos;)0°  —  cos  45°)  =  3x  ~ — ^— ^ 


3       -        _  3      _ 

le  travail  fourni  est  donc    pX^  (v''3—  /2)  =  70x  —  (v3  —  ^2)'-  =  10'^8"',6. 

Enlin  le  poids  du  carrier  est  descendu  d'une  hauteur  de      R' cos  40° —  cos 00°)  =  3  •  ^  ~    — 
le  travail  produit  est 

TOx|-(^2-l)=43^™o. 


Solutions  lie  MM.  P.  BRi/.AUfi  :  Bros  ;  G.  Cotty  ;  G.  Foccbï  ;  Fbey. 


1621.  —  Les  a.res  orij  sont  rectangulaires. 

A  tout  point  m  du  plan  on  fait  correspondre  un  point  M  tel  que  niM  soit  parallèle  à  oy  et  que  la 
distance  de  M  à  ox  soit  égale  à  la  dislance  de  o  à  m. 

lo  Etant  données  en  grandeurs,  directions  et  sens  la  vitesse  et  l'accélération  de  l'un  des  deu-r  points  m 
et  M,  déterminer  et  construire  la  vitesse  et  l'accélération  de  l'autre. 

2°  Quand  la  trajectoire  de  ni  est  une  droite,  quelle  est  celle  de   M  ? 

3o  Quelle  doit  être  la  trajectoire  de  ?«  pour  que   M  ait  un  mouvement  recliligne? 

1°  Soient  x,  y  les  coordonnées  du  point  m  ;  X,  Y  les  coordonnées  du  point  JL  On  a,  en  suppo- 
sant le  point  M  au-dessus  de  ox, 

X  =  .'■,  Y  =  om  =  v'-'''-i-  !/^  =  '", 

d'oii  on  déduit 

d\    _   dx^  d\    _   dr^  (/-X    _    d'-x  d'\    _    d-r 

dt    ~    dt  '  dl    ~    di  '  df-    "    dl-  '  dl-    '"  ~dî^  ' 

Proposons-nous  d'abord  connaissant  la  vitesse  mv  et  l'accélération  nv;  du  point  ;/;,  d'en  déduire  la 
vitesse  MV  et  l'accélération  MJ  du  point  M. 

Les  composantes  du  vecteur    .MV    suivant    ox    et  suivant  ou  sont     MV,  =  -—-  =  ——  =  mv,. 

^  dt  dt 

composante  du  vecteur   mv    suivant   o'-,   et     MV,  =  =  — r-  =  î«y,,     composante  du  vecteur    mv 

'  (/(  dl  -  ' 

suivant  le  rayon  vecteur   om  ;   on  en  déduit  le  point   V. 

La  composante  du  vecteur  MJ    suivant    ox  est     .\1J,  =  — '—  =   — ^  =  m-,,     composante  du  vec- 

dl-  dt- 

teur  ni-;  suivant  ox,  sa  composante  suivant  oy  est     — ; — =  — ; — ■     Pour  construire  cette  composante, 

^  dl-  dt-  ^ 

nous  nous  servirons  de.la  composante  du  vecteur  m-;  suivant  le  rayon  vecteur  om 

d'r         {  d^Y 
(//-  \dt  ) 

vu       "^'Y       dh-  fdoy- 

'''■^=^-dF-"'-^-^^iir)' 
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mv,  est  connu  ;  soit     mvi  =  i\v     la  composante  de  la  vitesse  suivant  la  direction  perpendiculaire  au 

rayon  vecteur  om  ;   on  sait  que 

,1»  di> 

mr,  =  r -r-  :      d'autre  part       —r-  =  is(oin,  ovA; 
^  dl  dt  '      s,  > 

si  on  construit  le  triangle    ouj-fj    rectangle  en  y.j, 

on  aura 

et  par  conséquent    MJ,  =  »!•(■>  -i-  7«-,'3, 

d'où  le  point  J,  et  par  conséquent  le  point  J. 

Réciproquement,  supposons  connus  les  vec- 
teurs MV  et  MJ  et  proposons-nous  d'en  déduire 
les  vecteurs  mv  et  m-(. 

Les  composantes  de  mv  suivant  ox  et  suivant 
le  rayon  vecteur   om  sont  connues, 

mvi  —  MVi,  mi\  =  M\\., 

d'où  le  point  v.   Pour  l'accélération,    la   compo- 
sante suivant   ox  est 
jn^j  =  MJi, 
et  on  a  la  composante  m-;^  suivant  le  rayon  vecteur  par  différence 

î/iv,  =   MJo TOY3, 

»iY3  se  déduisant  comme  on  l'a  vu  de  la  vitesse.  Connaissant  y,  et  y.  on  en  déduit  le  point  y. 
2°  Si  la  trajectoire  de  m  est  une  droite  AB   d'équation    A.' ■  + By -(- C  =  0, 

celle  du  point  .MfX,  Y)  sera  la  courbe  représentée  par  l'équation     AX  ±  BA'- —  X^ -H  G  =  0, 

ou  sous  forme  rationnelle  (en  supposant    B=£0),     (AX +C)2  —  B=(Y-  — X'^)  =  0, 

ou  enfin  (A'^  -^  B'^jX-  -  B^'^  ^  2ACX  +  C^  =  0. 

Celte  courbe  est  une  hyperbole,  admettant  l'axe  des  x  comme  axe  de  symétrie  (la  construction 

indiquée  donne  en  efl'et  pour  chaque  point  m  deux  points 
M  et  M'  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  o^),  tan- 
gente aux  bissectrices  des  angles  des  axes  en  leurs  points 
de  rencontre  avec  la  droite  AX  4-  C  =  0,  qui  est  la  pa- 
rallèle à  oy  menée  par  le  point  A,  et  située  dans  les  an- 
gles de  ces  bissectrices  qui  contiennent  l'axe  des  y.  Les 
points  du  lieu  sur  oy  sont  manifestement  le  point  B  et 
son  symétrique  B'  et  si  on  se  reporte  à  la  construction  de 
la  vitesse  du  point  M,  on  constate  que  la  courbe  sera  tan- 
gente en  ces  points  aux  droites  AB,  AB'.  On  peut  détermi- 
ner les  sommets  :  ce  sont  les  points  du  lieu  de  M  où  la 
vitesse  est  parallèle  à  os-  ;  ils  correspondent  à  la  position 
de  m,  pour  laquelle  la  vitesse  est  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur  om.  On  abaissera  de  o  la  perpendiculaire 
oh  sur  AB;  les  points  correspondants  H  et  H'  sont  les 
sommets  de  l'hyperbole  et  le  point  de  rencontre  w  de  1111' 
avec  ox  en  est  le  centre. 

Ayant  le  centre,  on  pourra  construire  les  asymptotes. 
Supposons  pour  cela  que  le  point  m  se  déplace  sur  AB 

avec  une  vitesse  constante,  et  prenons  pour  cette  vitesse  le  vecteur  \h  ;  la  projection  sur  ox,  commune 
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pour  m  et  M  sera  Am.  Quand  le  point  m  s'éloigne  à  linllni,  la  composante  suivant  le  rayon  vecteur  a 
pour  limite  Ah:  donc  la  composante  verticale  de  la  vitesse  de  M  a  pour  limite  AA.  Pour  obtenir  les 
asymptotes,  on  décrira  de  A  comme  centre  avec  AA  comme  rayon  une  demi-circonférence  qui  donnera 
les  points  /  et  /'  sur  la  verticale  du  point  A  ;  <o/  et  co/'  sont  les  asymptotes  de  la  courbe. 

Ceci  suppose  la  droite  AB  quelconque  ;  dans  les  cas  particuliers    B  =  0    ou    C  =  0.     on  obtient 
des  résultats  évidents. 

3"  Supposons  enlin  que  M  ail  un  mouvement  rectiligne  et  soit     AX  -f-  BY  h-  C  =0     l'équation  de 
la  droite  AB  sur  laquelle  a  lieu  co  mouvement  ;  on  aura  pour  équation  du  lieu  du  point  m 


Ax  ±  B  v/a;2  -H  y^'  —  C  =  0, 


ou,  sons  forme  rationnelle     (B  =  0), 


■y'  ^  -^i^''- 


CA 


A 

B 

^"~-\Al 

^J 

^-^__. 

K 

,.^'    1 

«Y"^ 

0 

P 

A 

\ 

=  tg  -t  =  I  ni 


C'est  l'équation  d'une  conique  ayant  pour  foyer  l'origine  el  pour  directrice  correspondante  la  paral- 
lèle à  oy  menée  par  le  point  A,  l'excentricité  est    e  =  |  -|— ;  =  |  m  |  ,     m  étant  le  coefficient  angulaire 

de  la  droite  AB. 

Ce  résultat  est  facile  àe.xpliquer  géométriquement.  On  a  om  =  PM  =  PA  tg  y.  et  comme  PA  =  niK, 

mo 
mK 
Pour  construire  les  positions  de  m  qui   correspondent  à  une 
position  du  point  M  sur  la  droite  AB,  il  suffira  de  décrire  un  cercle 
de   0   comme  centre  avec  PM  comme  rayon  et  d'en  prendre  les 
points  de  rencontre  avec  l'ordonnée  M  P.  Les  points  ne  seront  réels 
que  si    om  >  oP    ou  encore    PM  ^  oP.     Le  point  M  ne  peut  donc 
se  déplacer  que  sur  la  portion  delà  droite  AB  située  dans  les  angles 
des  bissectrices  des  angles  des  axes  qui  contiennent  l'axe   des  y;  les  positions   extrêmes  C,  D  corres- 


B 

^c 

4] 

s 

/ 

B' 

le 

1         \ 

jr 

I  7H  I  >  i-  —Ellipse. 


I  m  I  =  1 .  —  Parabole. 


I  m  I  >  1.  —  Hyperbole. 


pondent  aux  sommets  c,d  de  la  conique  lieu  du  point  m,  situés  sur  l'axe  focal.  En  ces    points  la  vitesse 
pour  le  point  m   est  perpendiculaire  à  ojj  ;  la  vitesse  du  point  M  se  réduit  à  0. 
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Enfin  remarquons  que  si  M  vienten  B,  m  vienten  B  ou  en  B'.  Les  angles  AoB,  AoB'  étantdroits, 
AB  et  AB'  sont  les  tangentes  en  D  et  en  B'  à  la  courbe  lieu  du  point  m. 

P.  L. 

Bonne  solution  de  M.  G.  Cottv,  élève  à  llifole  normale  supérieure. 

Autres  solutions  de  MM.  Amblard,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées  à  Ruines  (Cantal);  P.  BRr/.AnD  ;  Bnos  ;  G.   Foucrv, 
a  Roanne  ;  Frey,  élève  de  l'Ecole  centrale  ;  Gh.  Giuncu,  à  Jass\ . 


1625.  —  Dans  le  Irianrjk   ABC    In  hissecirice  dr  l'angle  inlérieur    BAC  rencontre  en    D   le  côlé    BC. 

On  connail  les  longueurs     DC  =  //(,     DB  =  p     ainsi  que  la  somme  tf  des  carrés  des  côtés  AB   el  AG. 

1°  Calcul  de  l'angle  A. 

2o  Conditions  de  possibilité. 

3°  filant  données  les  longueurs    m,p,q,   construire  le  triangle    ABC. 

4°  Discussion. 

1°  Soient  a,  b,  c  les  côtés  du  triangle,  on  a  les  relations 

a  =  m-+-  p,         —  =  — ,         h^  -^-c-  =0-. 
m         p  ' 

nq  pq 


Des  deux  dernières,  on  déduit      b  =  _ -,     i  _  — =^=z=t 

Le  triangle  ABC  est  déterminé  puisqu'on  en  connaît  les  trois  côtés. 


B   "p""   D   'm'"  C  Pour  calculer  l'angle  A,  on  a  la  formule    a- =  i^ -+- c- —  26c  ces  A  ; 


n  1-1    -,  K  [q^  —  {m -^  pY]{m- -h  p'-) 

On  on  déduit     cos  A  = ^ f^-^ !-_i_  . 

'impq'^ 

2°  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse  construire  un  triangle 
avec  a,  b,  c  comme  côtés.  Cela  revient  à  dire  que  la  valeur  trouvée  pour  cos  A  est  comprise  entre  —  1 
et    +1,     c'est-à-dire  que 

[(/-  —  (m  H-p)2J(m-  -1-  p2j  ^  —  "impq-,         ou         q^  >  m-  -h  p- 

et  [q'  —  {m-hpy-](m--\-v^)-<.'impq-,  ou  ry-  ig  '-'"  ~^  P>    /„i'-^p^-), 

(m  —  p)'-  '^ 

(ni  — f-  jop 

La  condition  de  possibilité  est  donc     m'-hp^  ^  7- <c  -^^ ^-^Im- +  p-). 

~    (m  —  p)-  '   ' 

3  '  Pour  construire  le  triangle,  nous  commencerons  par  placer  la  base  BG  =  BD  -h  DC  =  m  -hp 
qui  est  connue.  Soit  D'  le  conjugué  harmonique  du  point  D  par  rapport  aux  deux  points  B  et  C  ;  un 
premier  lieu  du  sommet  A  est  le  cercle  décrit  sur  DD'  comme  diamèlre. 

Soit  0  le  milieu  de  BC  ;  on  a  par  le  théorème  de  la  médiane 

b-'+c^  =  q--  =  2ÔÂ'-+--^BC'  =  lÔT  -\-^[m+f)-, 

,,         1  1 

•Lou  0A-  =  -9^--^(m-^p)=. 

OA  étanl  connu,  un  second  lieu  du  point  A  est  le  cercle  décrit  de  0  comme  centre  avec 
OA  = -If'y/?'— -^(w-^-;^)'      pour  rayon. 
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Voici  comment  on   peut    tiéterminer  ce   cercle  :  ayant  construit  sur    BC  comme   base  le  triangle 

rectangle  isocèle  BIG,  de  B  comme  centre  avec  q  comme 
rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe  CI  en  Q  et  Q', 
tels  que 


IQ 


=  '0'  =  y/ <?'  — Y^'""^^^'' 


En   projetant  orthogonalement    O    et    Q'    sur  BC,  on 
obtient  les  points  P  et  P  ,   tels  que 

0P  =  0P'=-^=^y/9^-|(m+p,^. 

Le  cercle  décrit  sur  PP'  comme  diamètre  est  le  cercle 
cberché. 

4"  La  discussion  se  fait  sans  difticulté.  11  faut  d'abord  que  les  points  Q  et  Q'  soient  réels,  ce  qui 
exige 


{^) 


f>-^  (m  -+-  pf. 


Cette  condition  remplie,  il  faut  de  plus  que  le  cercle  décrit  sur  BP  comm?  diamètre  coupe  le  cercle 
DD',   ce  qui  exige 

(i)  OD  <  OA  s;  OD'. 

La  figure  a  été  faite  en  supposant     m<Cp;     on  a  donc 

ÔC"   _    l      {m  +  py    _    {m-i-py- 

ÔF  ~  ' 

(p—mY        1,1.  ., 

Les  conditions    l'i)    peuvent  s  écrire     ; ^^T -(m -h /;)-<> 

i  ~  z  4 

ou 


1  »  —  m 

OD=p-j{m  +  p)^  ^ 


OD' 


OD  "^ip  —  '") 

(m  ^-p)' 
i(p—  m)- 


{?■) 


(m  +  p)-  ,    , 
m-  -i-p2  <  7"  <  -^ ^("''  -^  P^)' 


{m—p- 

et  on  constate  sans  peine  que  la  condition  (a)  est  conséquence  de  la  première  inégalité  (?'). 
On  retrouve  donc  les  mêmes  conditions  que  précédemment. 


P.  L. 


lionnes    solutions    de  M  .M.  Bnos  ;    Gaston   Cottt,  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure  ;  G.   Folcrï,  h  Roanne;    Kbet  ; 
Ch.  GiiLLERME,  lycée  Lalande  'Bourg)  ;  R.  Ma.nen,  Ecole  S"=-Marie  lAlliii  ;  L.  Simon,  à  Douleville. 


1626.  —  Calculer  les  arcs  x,  compris  entre  0  et  130°,  qui  cérifienl  l'équation 


cos'  (ox —  Sa)  = 


î'm'  cotg  j 


Données:       a=4i^243",5,  ?  =  13i°n'25V2,  -.- =  278»34'13",o,  m  =  -0,069175. 

(Emploi  des  tables  à  5  décimales  au  moins.  Le  résultat  pourra  être  exprimé  en  degrés  ou  en  grades.) 


Calculons  d'abord 

■1  =  oo''42'50",7, 


-J-  =  11I'>2d'41-,4, 


^  =  68'^34'18",6. 
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—  m'  '-  -cotg- 
Posant    m'  =  I  7)i  I  =  0,O0U17.'i,     nous  aurons  Féquation      cos' (ox  —  âa)  =  


-(=-f 


Désignons  par  œ  l'arc  compris  enlre  0  et   —  ?    tel  que      cos=  o  = 


m'  »  colg  - 


En  faisant  le  calcul,  on  trouve     o  =  oii»29'0",,72. 
11  reste  à  résoudre  l'équation  cos'  (ôx—  2a)  =  —  cos'  œ, 

d'où         cos  (oa;  — 2a)  =  —  cos  <?  =  cos(7t  — o),         oa-  — 2a  =  2/r-±(T;  — o)  =  (2Â:' +  1)- q=  tp, 

t:  2o(  Ziz  o 

.i'  =  (2yc'-i-i)-  + 

Or  on  a 

2a— o=    35°36'26",28,  ""  „    '   =  7o7'17",26, 

2a+o  =  140°34'2T',72,  :±1±  -  28''6'53",54. 

4 

Pour     /.' =  0,     on  obtient 

X,  =  36"  -+-    7'>7'i7'',26  =  43°7'17",26,  :r,  =  36"  4-28°6'33",o4  =  G4''6'53%54, 

et  pour    A'  =1,     les  mêmes  valeurs  augmentées  de  72° 

a;  =  llb»7'17",S6,  X;  =  l36"G'53",o4. 

Les  autres  valeurs  de  x  sont  en  dehors  de  l'intervalle    (v,  180°. 
En  faisant  le  calcul  en  grades,  on  trouverait 

o  =  :'i8s3l'i8, 
.T,  =  47-^,9128,         X,  =  71'',2386,         x,  ^  l''27»,9128,         x,  =  loi '-,2386. 


2a 

5 

o 

2a 

-4- 

'f 

P.  L. 


ALGEBRE 


1612,  -  Calculer  j^  -^, 


m  ' 

/'     3.t'rfx  ,,  ....  r  ■-,      d.x^ 

Calculons  d'abord  l'inti-rale  indélinie      /  Tflfr^ip"  '      elle  peut  s  écrire       j  *"'7fqr^ 


./    (1-Hx' 

'     xdx 


r     3a.'flfx      _        —  .X*  / 

et,  en  intégrant  par  parties,  on  a      j    i^^^^^^y    -  l^T+l^      J  (H-.c^J- 

/  '       \\x'-dx  .         •   .  •         . 

Or  celte  seconde  intégrale  peut  aussi  s  écrire    /  Try; jtt     ot,  en  intégrant  encore  par  parties, 

/•     xdx —  1  _1_  /'        d.v         . 

°"  ^  .'  (TTÔT"  ~   3a;(l  -t-  -i-')'  "  ij   x\l-\-x')  ' 

alors  il  n'y  a  plus  qu'à  traiter  la  dernière  intégrale  par  1  e  procédé  ordinaire  d'intégration  des  dillercn- 

tielles  rationnelles. 


QUESTIONS  PROPOSÉES  g03 


On  a  d'abord 


'  .     A        B^  C       ^        Dx+E 

e-^I-Ha:')        X-        X        1-i-x    '    X-  —  a;  -H  1 


A  se  calcule  de  suite,  en  muUiplianl  par   X-,    puis  faisant    x  =  0,     on  trouve  ainsi     A  =  l;     relran- 

i                                                                     X 
chant      -^     du  premier  membre,  il  reste     — -,       ce  qui  montre  clairement  que   B    est  nul  •  en 

multipliant  par     1+x,     puis  faisant     .t  =  — 1,     on  a     C=— ;     il  n'y  a  plus  qu'à  retrancher  la  frac- 
tion     -— de —     pour  avoir  la  dernière  fraction  qui  est ~  "^ 

On  a  donc  finalement      = \ ^  "~  . 

x-Hl-hx'i  x^         3(^+1)         3{x-  —  x-i-i) 

Alors  f— ^^-=-i+iL(.+  l)_iril±l)^: 

la  dernière  intégrale  se  calcule  en  posant    x =  i     et  devient  ainsi 

'-'1  ''^\l 

r(x+i)dx        /  v'^^j  '  1./,      3\      ,-  it 

L'intégrale  cherchée  est  donc 

jc2  111  1  Jl  <9-. I 

.,,.  , — 773 —  Tm — — ^"+""5 rr^(^"^"  ^)~'~  t^L  j;-  —  «+  i)  -»-  4--  arc  tg  "''  ,._     -+-  C 

'i{l-i-x^y        Sx{i — x'j        3i        y    '  '       18  9  "      ^/:3      ^^  ^• 

La  partie  logarithmique  s'écrit    -r^L—- — — ,    et  la  partie  rationnelle,  — ^^ 1 fl 

18  (x-\-iy-  >'  2(l-H^;'f  3(1-Ha;3; 

Cette  dernière  est  nulle  pour  0  et   x  ,    la  partie  logaritlimique  aussi;  il  reste    -ii  arc  tg  "^ "T 

3  V  3 

qui  est  égale  à      ^-^     pour  x  infini,  et  à \-   arcl^-;^   pour    x  =  0^     c'est-à-dire  à -^^^-^^  • 

La  valeur  de  l'intégrale  définie  est  donc         — ^^L—  • 


G.  COTTY, 
Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Foucnv,  à  Roanne  :  M.  Bajxa,  lycée  de  Nice  ;  L.  Siijox,  à  Dondeville. 


1632.  —  iiachant  que      tg —  =  — ;— ■- ,      trouver  la  limile  de    a    lorsoue    m    croit 

m  a  m'^  h-  o  "i'     -f-  ■  ■  ■ 

indéfiniment . 

En  multipliant   tg —    par  m,  on  trouve  que  le  produit    m  tg —    a  pour  limite    —  •    Or    m  t" — 
m  m  a'  ^   m 

a 
t?  — 
m 
peut  s  écrire    % ,     et,  comme  le  rapport  de  la  tangente  à  l'arc  a  pour  limite  l'unité,  on  voit  que 


la  limite  de  i  est   — r  • 
a 

Cette  question  est  facile  et  nous  avons  reçu  un  grand  nombre  de  bonnes  solutions  de  MM.  L.  Sire;  P.  BRizinn  ■ 
P.  Albertim  ;  Bros  ;  G.  Foocny  ;  J.  Socdet  ;  M.  BornsgTRK  :  P.  Wahl  ;  G.  D.  L.  ;  Ahblaru  ;  L.  Moxtact;  R.  Tkluer;  G.  Moa- 
GAis  :  L.  Simon;  L.  Fromb.nt. 
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am'"^ -{- bm'~- -{ \"'  ,  ..... 

1633. —  '/ loitvcr  la  limite  de      I  1 -i ; ; ,     quand  m  nuqmente  indéfiniment. 

\  amp-h  h  m''  '-}-•■■/ 

.     ,•     •.     j            j    •.            am>^^  +  bm''-- +   ■■  ,     n 

Nous  venons  de  voir  que  la  limite  du  produit      m — ; — — est    —  •     en  désignant 

a  mi'  -)-  b  m'   '  4-  ■  ■  a' 

donc  le  rapport  par  a,  la  limite  de  im  est   — ^  ■ 

D'autre  part,  la  quantité  donnée  peut  s'écrire     Ll^ -+-=■)"-       et'  comme  la  limite  du  crochet  est 

e,  quand  a  tend  vers  0,  ce  qui  est  le  cas,  celte  expression  a  pour  limite     e"' . 

M.  BOURSEYRE. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Lach,  à  Denain  :  P.  BRiz«nn  :   G.  FoncRT  ;  J.  Socdet  ;  R.  Tellier  ;  Bkos  ;  L.  Froment  :  C.  Mon- 
GAi.v;  L.  SiMO.N  ;  L.  Sibe  ;  A.  Dabmon  ;  Aublvbd;  P.  Albertim  ;  L.  JIo.ntaut  ;  P.  Wahl. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1689.  —  On  considère  un  cercle    (C)   tangent  h    oy    en    o   cl  une  tangente  variable  à  ce 
cercle,  AB. 
\  10  Lien  des  centres  des  cercles  inscrits  et  exinscrils  dans  le  triangle  AoB  :  construire  ces 

liens. 

2û  Lien  du  centre  et  enveloppe  du  cercle  (F)  conjugué  au  même  triangle.   Lieu  des  points 
de  rencontre  de  ce  cercle  avec  son  diamètre  passant  en  B. 
(C')  Construire  ces  lieus. 

3°  L'enveloppe  du  cercle  (T)  est  une  quartique  bicirculaire.  On  cherchera  ses  anallagmaties 
et  les  cercles  directeurs  correspondants.  A.  Darmo.n. 

1690.  —  On  considère  deux  axes  rectangulaires,  Ox  et  Oy  :  l'un,  Ox,  horizontal,  figure  le  sol  ;  l'aulre,  Oi/, 
est  vertical  et  ascendant.  On  lance  en  0  un  point  pesant  M  avec  une  vitesse  vo  qui  fait  un  angle  aigu  et  positif 
Ç  avec  Oa;. 

1"  Montrer  que  la  trajectoire  du  point  M  est  une  parabole,  que  toutes  les  paraboles  (P;  qui  correspondent 
il  une  même  vitesse  to  ont  une  même  directrice,  la  parallèle  à  Ox  menée  parle  point  le  plus  haut  que  le  point 
M  puisse  atteindre  sous  l'impulsion  initiale  t-o.  Tronvtr  géométriq\iement  le  foyer,  le  sommet  et  le  point  de 
rencontre  avec  le  sol  de  la  parabo'e  P  qui  correspond  ii  un  angle  donné  ç. 

2°  Déterminer  géométriquement  les  deux  paraboles  P  qui  passent  en  un  point  donné  A  du  phtn  des  xy, 
ainsi  que  l'enveloppe  des  paraboles  P.  On  fait  alors  varier  à  la  fois  r.)  et  9;  il  y  a  une  inlinilé  de  paraboles 
(-)  qui  passent  au  point  A.  Trouver  le  lieu  des  sommets  cl  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  (ir). 

2"  Trouver  le  lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  vitesse  sur  la  parabole  7:  du  point  M  quand  il  arrive  en  A. 

Kn  chaque  point  de  rencontre  d'une  parabole  r.  avec  0.r  on  élève  une  ordonnée  égale  à    —    ,  v  étant  la  vitesse 

-S 
en  ce  point.  Trouver  le  lieu  de  l'extrémité  de  cette  ordonnée.  E.  H. 

1691.  —  Lne  horloge,  dont  le  lialancier,  <iui  est  homogène,  est  formé  d'une  matière  dont  la  densité  est  4,5 
et  le  coflTicient  de  dilatation  linéaire  0,000018,  a  été  réglée  à  G"  et  à  la  pression  TôO""™.  La  température  peut 
varier  entre  —10»  et  +30°,  la  pression  entre  730"""  et  TBO""".  Dans  ipiellcs  limites  peut  varier  l'avance  ou 
le  retard  de  l'horloge? 

On  supposera  l'air  toujours  sec  et  on  pourra  laisser  de  côté  les  quantités  pratiquement  négligeables. 
Qu'y  aurait-il  de  changé  si  le  balancier  n'était  pas  homogène,  par  exemple  si,  tout  en  ayant  son  centre  de 
gravité  en  dehors  de  l'axe  de  suspension,  il  avait  une  forme  extérieure  -symétrique  par  rapport  à  cel  axe  ".' 


BAR-LK-i.oc.  —  iMP.  coBTï-jACQuiT.  /-<?  Hidaclcur-GérMit  :  11.  VUIBEKT. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 

PREMIÈRE    PARTIE 


SUR    LINTEGRÂTIUN    DES   FONCTIONS    TRIGONOMÉTRIQUES 
par  M.  Ch.  Michel. 


On  ramène,  dans  lo  cas  le  plus  général,  l'intégration  d'une  fonction  rationnelle  de  sin  r  et  de  cos  x 
à  celle  d'une  l'onction  rationnelle  en  /  en  posant  tg  —  =  /  ;  en  elîet,  d'une  part,  une  telle  fonction 
s'exprime  rationnellement  par  rapport  à  (  et,  d'autre  part,  on  a    dx  = -■    Mais,  dans  certains  cas 

particuliers,  on  peut  ramener  encore  l'intégration  d'une  fonction  trigonométrique  à  celle  d'une  fonction 
rationnelle  en  effectuant  d'autres  changements  de  variable.  Par  exemple,  si  la  fonction  trigonométrique 
est  de  la  forme  f(lgx),  f  étant  le  symbole  d'une  fonction  rationnelle,  on  pourra  poser    tgx  =  t,    en 

remarquant  que  l'on  a    dx  =  ^  ■    —  Si  la  fonction  trigonométrique  est  de  la  forme    /'(cos  x),  sin  x, 

/'  étant  rationnel,  on  pourra  poser  cos  x  —  t,  en  remarquant  que  —  ainxdx  =  dt.  —  Enfin,  si 
la  fonction  trigonométrique  est  de  la  forme  /'^sin.i).  cosi-,  f  étant  rationnel,  on  pourra  poser  sin  x  = /, 
en  remarquant  que    cosxdx  —  dt. 

Je  me  propose  de  déterminer  la  condition  nécessaire  et  suflisante  pour  que  l'intégration  d'une  fonc- 
tion rationnelle  de  sin  x  et  de  cos  x  se  ramène  à  celle  d'une  fonction  rationnelle  en  t,  lorsqu'on  pose 
soit  Igx  —  l,  soit  cos  X  =  <,  soit  enfin  sia.x  =  t.  11  me  semble  qu'au  moins  pour  les  deux 
changements  de  tariable  cos  x  —  l  et  sin  x  =  l  on  n'a  jamais  songé  à  donner  des  résultats  géné- 
raux. Je  vais  d'abord  établir  quelques  théorèmes. 

Thcorùme  1.  —  Si  une  fonction  rationnelle  de  sin  j;  et  de  cos  x  se  change  en  une  fonction  équivalente 
quand  on  y  change  X   en     -j -a-,     on  peut  la  mettre  sous  la  forme  d'itne  fonction  rationnelle  de  Igx. 

En  effet,  comme  on  a    sin  x  --  cos  x.  Ig  x,    on  voit  que  la  fonction  donnée  /'  peut  se  mettre  sous  la 
forme  dune  fonction  rationnelle  de  tg  x  et  de  cos  x.  Séparons  alors,  au  numérateur  et  au  dénomina- 
teur de  celte  nouvelle  expression  en  tga?  et  en  cos  a;,  les  termes  de  degré  pair  et  les  termes  de  degré 
impair  par  rapport  à  cos  x.  Si,  dans  chacun  des  termes  de  degré  impair,  on  met  une  fois  cos  .r  en  fac- 
teur, cos  X  subsiste  dans  le  terme  à  une  puissance  paire.  Par  suite,  on  a  une  identité  de  la  forme 
_    P(cos''ar,  tgx)-i-cosa;Q(cos-x,  Igo.) 
ll(cos^  X,  Ig  x]  -h  cos  a;  S  (cos^  x,  tg  x) 
P,  Q,  H,  S  étant  des  polynômes.  Multiplions  alors  haut  el  bas  par  l'expression 
R(cos-a-,  tgx)  —  cos  a;S(cos'-  x,  Ig  x  . 
Le  dénominateur  devient  un   polynôme  entier  par  rapport  à  cos-x  el  à  tgx:  quant  au   nouveau 
numérateur,  il  est  de  même  forme  que  l'ancien.  On  a  ainsi  une  identité  de  la  forme 
/•  __    ?(cos2.T,  tgx)-|-  cosxi{/(cos-x.  Igx) 
O^cos-x,  tgx) 
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o,  ■!/,  0  étant  des  polynôme?.  Or,  cos-j;  s'exprime  rationnellement  en  fonction  de  tga;;  toute  fonction 
rationnelle  de  cos- a?  et  de  tg  x  est  donc  une  fonction  rationnelle  en  tga-.  Finalement,  f  prend  la  forme 

^(tga?)  +  cosa:/^;(tg3;) 

A.  fi,  h  étant  des  polynômes. 

Cela  posé,  changeons,  dans  f,  x  en    n -f- .r  ;     tgx   ne  change  pas  et  cosa;  se  change  en    — cosx. 
Par  hypothèse,  f  ne  changepas  ;  donc  on  a,  quel  que  soit  tgx, 

autrement  dit,  le  polynôme  /'^  est  identiquement  nul  ;  par  suite,  f  prend  la  forme 

f  est  rationnel  en  tgx. 

Il  est  clair  que  réciproquement  si  une  fonction  trigonométrique  s'exprime  rationnellement  par  rap- 
port à  tga;  elle  ne  changepas  quand  on  y  change  x  en     t.^x. 

Théorème  11.  —  Sx  une  fonction  rationnelle  de  sin  x  et  de  cos  x  se  change    en    une  fonction  équiva- 
lente quand  on  y  change   x   en    — x,    on  peut  la  mettre  sowi  la  forme  d'une  fonction  rationnelle  de    cos  a-. 

En  effet,  en  suivant  une  marche  tout  à  fait  analogue  à   la  précédente,  on  voit  que  la  fonction 
donnée  f  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/■,(cos  X)  -+-  sin  X  /'2(cosx) 
fsicosx) 
Aj  A>  A  étant  des  polynômes.  D'après  cela,  comme,  lorsqu'on  change  x  en    — x,     cosa,'  ne  change 
pas  et  sin  a;  se  change  en    — sin  a-,  on  voit  que,  si  /"  ne  change  pas  ou  du  moins  se  change   en   une 
fonction  équivalente,  A  est  nécessairement  un  polynôme  identiquement  nul.  Ainsi,  f  s'exprime  ration- 
nellement au  moyen  de  cos  x. 

Le  théorème  admet  encore  une  réciproque  immédiate. 

Théorème  III.  —  Si  une  fonction  rationnelle  de  sin  a-  et  de  cos  a-  se  change  en  une  fonction  équivalente 
quand  on  ij  change   x   en     :r  —  x,     on  peut  la  mettre  sous  la  forme  d'une  fonction  rationnelle    de     sin  a-. 

Il  n'y  a  en  effet  qu'à  voir,  en  suivant  une  marche  analogue  aux. précédentes,  que  f  peut  se   me:tre 

sous  la  forme 

f,{sinx)  -+-  cos^ACsin  a-) 

A(sin  x) 
et  que,  lorsqu'on  change  x  ea    i: —x,     sin  x  ne  changepas  tandis  que  cos  x  se  change  en     — cosar. 
On  en  conclut  que  A  est  nécessairement  identiquement  nul,  c'est-à-dire  que   f  est  rationnel  en  sin  x. 

Réciproque  immédiate. 

On  conclut  de  ces  théorèmes  les  résultats  suivants  : 

i"  Si  une  fonction  f  rationnelle  en   sin  x   cl  cos.t  se  change  en    —  f  quand  on  y  change  x  en     —x, 

'|/(cos.t) 

on  peut  la  mettre  sous   l'une  nu  l'autre  des  deux  formes     o(cosa-).sin  x     et     -. .      g.  p;  li  i!to»t 

'  I  .s  I  sin.r 

rationnels  en  cosx. 

Il  n'y  a  qu'à  voir  en  cdèl  que  sinx  se  change  en  —  sinx  quand  on  y  change  x  en  — r  et  que,  par 
suite,  /"sin  a-    et  — - —  ne  changent  pas  quand  on  v  change  x  en  —x.  Réciproque  évidente. 

'  Slll  X  ' 

2"  Si  une  fonction  f  rationnelle  en  sin  x  et  cosx  se  change  en  — f  quand  on  y  change  x  en     -  —  x, 

'{-(sin  x) 
on   neul  la  mettre  suus  l'une   on  l'autre  des  deux  formes     ofsinxl.cos  a-     et    >      9  et  >>  étant 

rationnels  en  sinx. 
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Démonstiation  analogue.  Réciproque  évidente. 
Cela  posé,  on  a  les  Ihéorèmes  suivants  : 

Théorème  IV.  —  Pour  que  l'inlérf ration  d'une  fonction  f  rationnelle  en  sinx  et  cosar  se  ramène  à 
l'inléi/ration  d'une  fonction  rationnelle  en  t,  quand  on  pose  Ig  j-  =  <,  il  faut  el  il  suffi l  que  f  ne  change 
pas  ou  du  moins  se  change  en  une  fonction  équivalente  quand  on  ij  change  x  en     - -(-  x. 

En  effet,  on  doit  avoir  une  identité  de  la  forme 

/"sinx,  cosx)dx  =  ¥{t)dt, 
F{t)  étant  rationnel  en   /.  Mais  on  a,  d'autre  part, 

dx  = 5 

d'où,  en  divisant  membre  à  membre, 

/•(sinx,  cosx)  =F(OX  (1  -h,/')  =  F(.tgx)x  (1+ Ig-x). 
Or,  d'après  le  théorème  I,  pour  qu'une  telle  identité  ait  lieu,  il  faut  et  il  suffit  que  f  ne  change  pas 
quand  on  y  change  x  en     -~^x. 

Théorème  V.  —  Pour  que  l'intégration  d'une  fonction  f  rationnelle  en  sin  .-r  el  cos  x  se  ramène  à 
l'intégration  d'une  fonction  rationnelle  en  l,  quand  on  pose  cos  x  = /,  il  faut  et  il  suffit  que  f  se  change 
en  —  /",   quand  on  y  change    c  en  — x. 

En  effet,  on  doit  avoir  une  identité  de  la  forme 

/■(sinx,  cos  x)rfx  =  l'il)dl, 
F  étant  rationnel  en  (.  Mais  on  a,  d'autre  part, 

—  sin  X .dx  —  dt, 
d'où,  en  divisant  membre  à  membre, 

/'i  sin  X,  cos  x) 

: =   I-i/l. 

—  sm  X 

c'est  à-dire 

/"(sin  X,  cos  x)  =  —  Ficos  x)  sin  .f. 

Or,  d'après  un  résultat  précédent,  pour  qu'une  telle  identité  ait  lieu,  il  faut  et  il  suffit  que  f  se 
change  en  —  f  quand  on  y  change  x  en  —  x. 

Théorème  VI.  —  Pour  que  l'intégration  d'une  fonction  f  rationnelle  en  sinx  et  cosx  se  ramène  à 
l'intégration  d'une  fonction  rationnelle  en  I,  quand  on  pose  sin  x  =  t,  il  faut  el  ihuffit  que  f  se  change 
en  —  f,  quand  on  y  change  x  en     -  —  x. 

En  effet,  on  doit  avoir  une  identité  de  la  forme 

/"(.sinx,  cosx}rfr  =  F{t)dl, 
F  étant  rationnel  en  t.  Mais  on  a,  d'autre  part, 

dt  =  cosxrfx, 
d'où,  en  multipliant  membre  h  membre, 

f[sinx,  cosx)  =  F>0-cosx=  F(sin.T).cos  x. 
Pour  qu'une  telle  identité  ait  lieu,  il  faut  et  il  suffit  que  f  se  change  en   —  /",   quand  on  y  change  x 
en     -  —  X. 

Remarque.  —  Il  y  a  avantage,  en  général,  à  éviter,  quand  on  le  peut,  le  changement  de  variable 
l^——t    et  à  employer  de  préférence  l'un  des  trois  changements  de  variable     tgx  =  <,     ces  x  = /, 

sinx  —  t.     En  effet,  pour  effectuer  le  cliangement  de  variable     Ig  —  =  u,    on  peut  effectuer  d'abord 
l'un    des    trois    changements    de    variable       tgx  =  ;,       cos.c  =  /,       sinx  =  /      et   poser    ensuite 
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1  —  II-  9u 

ou  enfin     /  = ^-     Mais  on  aperçoit  alois  que  le  dénominateur 


1  —  i(-  1  —  i<-  l  +  u^ 

de  la  fraction  rationnelle  en  u  que  Ton  est  ramené  à  intégrer  est,  en  général,  d'un  degré  plus  élevé  que 
celui  de  la  fraction  rationnelle  en  t  et  que  par  suite  la  décomposition  et  l'intégration  de  la  première 
sont,  en  général,  plus  laborieuses  que  la  décomposition  et  lintégration  de  la  seconde.  Cette  remarque 
met  en  évidence  l'ulilité  des  théorèmes  que  je  viens  d'établir. 


ÉCOLE  NORM.\LE  SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE  {Concouru  de  1907] 


Groupe  I. 

1615.  —  Une  balance  de  précision,  juste,  est  supposée  réaliser  les  conditions  d'une  sensibilité  indépen- 
dante de  la  charge  dans  les  limites  oi(  on  l'utilise.  La  longueur  des  bras  du  fléau  est  20  centimètres  ;  le  poids 
du  fléau  et  de>  plateaux  vides  est  500  grammes.  L'aiguille,  longue  de  50  centimètres,  se  déplace  devant  une 
graduation  en  millimètres  dont  le  zéro  correspond  à  la  position  d'équilibre  de  la  balance.  La  durée  d'une 
oscillation  simple  de  la  balance  est,  en  secondes,  t  =  7,1  lorsque  les  plateaux  sont  vides  et  t'  =  16,3 
lorsqu'on  y  met  des  poids  égaux  de  100  grammes. 

On  admet  que  tout  se  passe  comme  si  la  )n'isse  des  plateaux  et  de  ce  qu'ils  contiennent  était  condensée 
sur  les  couteaux. 

1°  Calculer  la  distance  d  de  l'arête  de  suspension  au  centre  de  gravité  et  le  rayon  de  gyration  p  du 
système  formé  par  le  fléau  et  les  plateaux  vides.  {Dans  ce  calcul,  on  négligera  partout  d-  devant  p^). 

La  distance  d  sera  supposée  constante  dans  tout  ce  qui  suit. 

2o  Si  on  mesure  les  durées  d'une  oscillation  simple  de  la  balance  pour  des  charges  égales  et  croissantes 
des  plateaux,  quelle  relation  doit-il  exister  nécessairement  entre  les  charges  et  les  durées  d'oscillation  corres- 
pondantes? 

3°  Calculer  la  sensibilité  de  la  balance  par  ta  fraction  de  milligramme  dont  il  faut  surcharger  l'un  des 
plateaux  pour  que  l'aiguille,  d'abord  au  zéro,  dévie  d'une  division  de  la  graduation.  En  supposant  qu'on 

apprécie  le  —TT-  de  millimètre  dans  la  position  d'équilibre  de  l'aiguille,  quelle  est  l'erreur  maximum  d'une 

pesée,  les  autres  causes  d'erreur  étant  supposées  éliminées  ? 

A°  La  balance  étant  en  équilibre  quand  on  met  sur  la  plateaux  des  poids  de  platine  de  1  kilogramme, 
on  dispose  le  kilogramme  de  droite  à  1  mètre  au-dessous  du  plateau  correspondant,  à  l'aide  d'un  étrier  et 
d'un  fil  dont  l'ensemble  a  une  masse  très  petite  par  rapport  au  kilogramme,  et  cette  masse  est  équilibrée 
dans  le  plateau  de  gauche  par  une  7nasse  égale;  on  constate  alors  que  l'aiguille,  malgré  ta  justesse  de  la 
balance,  n'est  plus  au  zéro  ;  elle  a  dévié  vers  la  gauche  d'une  division  environ.  Calculer  cette  déviation,  en 
supposant  d'abord  que  la  pesée  est  faite  dans  le  vide,  puis  qu'elle  est  faite  dans  l'air. 

Accélération  de  la  pesanteur  :  g  =  980  C.  G.  S.  Densité  du  mercure  =  13,0.  Densité  du  platine  =  ^1. 
Poids  du  titre  d'air  à  la  température  ordinaire  et  sous  la  pression  normale  =  1^,3.  Rayon  de  la  terre  : 
Il  =  &3(iO  kilomètres. 

1°  Si  M  représente  lu  masse  du  Iléau  cl  des  i)laleaii\  vides,  la  première  durée  d'oscillation  est 
donnée  par  la  formule  du  pendule  composé 

/  =  -     /ÏE  =    I^ 

"\/    Mdg  ^/ilTj   ■ 

Si  m  désigne  la  charge  ajoutée  dans  chatiue  plati'aii  il  /  la  loni;ueur  ilo  chaque  bras  ilu  lloau,    la 
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seconde  durée  d'oscillation  est 


En  effet,  d'après  les  conditions  énoncées,  les  couteaux  sont  dans  un  même  plan  avec  l'axe  de  sus- 
pension et  équidistants  de  cet  axe;  par  conséquent  les  masses  m,  supposées  condensées  sur  les  cou- 
teaux, ne  changent  rien  au  moment  Mdij  des  forces. 

La  résolution  de  ces  deux  équations  par  rapport  à  (i  et  ?  donne 

,  --        2»»/^  T.^-  200x400        „      „„, 

t"-l'     M;/  215,28  ^500x980   ~       '         ' 


V     M     t^-i 


Incidemment,  on  trouve         iMt/y  =  3667,6  et  Mp^  =  18  733. 

2°  La  durée  d'une  oscillation  pour  des  charges  égales  à  m  dans  chaque  plateau  est  donnée  par  la 
formule  générale 


«'  =  itt  / J?!_±:?^ /  18  733  +  80()m 

''V  ^dçi         ~  "V  366776 


3°  L'inclinaison  t.  produite  par  une  surcharge  p  est  donnée  par  la  formule  générale     tga  =  -^. 

Confondons  l'angle  d'inclinaison  avec  sa  tangente  ;  celle-ci,  pour  une  division  do  la  graduation 
.     ,    ,    0,1  "  ' 

sera  égale  a  -^  et,  en  remplaçant  les  autres  quantités  par  leurs  valeurs,  on  aura 

0,1  X500x0,007o 

''  ^  ^0^:^20 =  0%00037S. 

1 
Un  écart  de  —  de  niillimélre  correspond  à  une  surcharge  20  fois  moindre,  mais  comme  une  pesée 

résulte  toujours  de  2  lectures,  même  une  pesée  simple  avec  une  balance  juste,  l'erreur  possible  sera 
10  fois  moindre,  c'est-à-dire,  en  milligrammes,  O-^ejOS?. 

4°  Supposons  d'abord  la  pesée  faite  dans  le  vide.  Si  le  poids  d'un  kilogramme  de  masse  [x  est  1^7  à 
une  distance  du  centre  de  la  terre  égale  à     R  -+-  /;,     son  poids  à  la  distance  R  devient 


2ft 


sensiblement,  c'est-à-dire  que  l'accroissement  est  une  fraction   du  poids  primitif  égale  à   —,   ce  qui 
fait  ici,  en  milligrammes, 

2000000 


6  300  000 


La  déviation  de  l'aiguille  est  donc  une  fraction  de  division  é"-ale  à      — =  0  8.i 

0,373  '      ■ 

Supposons  maintenant  la  pesée   faite  dans  l'air.  A  un  niveau   inférieur  dun  mètre,  la  pression 

atmosphérique  est  plus  grande  d'une  quantité  relative     *"0>""'^Q'3        jg      jj^  spécilique  de  l'air  est 

76:-xl3,6 

donc  plus  grand  de    0,0013 x     „/""^'  "'^      et,  comme  le  volume   du  kilogramme  est    i^,    la 

76X13,6  °  ±\, 

poussée  qu'il  subit  est  plus  grande  de 

1000^    ^„^,^       100X0,0013 

-W-  X  °'"0*3  X      76X13,6      -"'■^™™«^' 

ce  qui  fait,  en  milligrammes,  0""'',0078. 
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Celte  poussée  diminue  la  déviation  de  l'aiguille  d'une  fraction  de  division 

0,0078 


0.375 


0,02. 


Groupe  II. 


1616.  Un  aréomètre  à  poids  constant  flotte  verticalement  dans  un  liquide  de  densité  o  et  de  cons- 
tante capillaire  A,  contenu  dans  une  éprouvette  à  pied  ;  le  poids  total  de  l'aréomètre  est  de  P  grammes.  Sa 
partie  régulière  est  un  cylindre  de  rayon  R  portant  une  graduation  en  millimètres,  dont  le  zéro  est  à  la  par- 
lie  inférieure  ;  sa  par  lie  irrégulière,  ou  réservoir,  commence  au  zéro  de  la  graduation  et  a  un  volume  extérieur 
de  V  centimètres  cubes. 

1°  Ecrire  Véquation  d'équilibre  de  l'aréomètre  et  déterminer  le  numéro  d'ordre  n  de  la  division  à 
laquelle  affleure  le  liquide  de  l'éprouvette. 

On  suppose     P  =  30     grammes,     \  =  '60  centimètres  cubes,     R  —  2  millimètres. 

Calculer  n  dans  le  cas  de  l'eau     (z  =  1,     A  —  80 -)     et   d'un  liquide  pour  lequel  on    aurait 

..„    dunes 

o  =  0.9o  et  A  =50—^ 

cm 

2°  L'expérience  étant  supposée  faite  avec  de  l'eau  pure,  on  touche  la  surface  libre  du  liquide  de  l'éprou- 
vette avec  un  agitateur  de  verre  porteur  de  traces  d'huile  (  A  =  30  — ■ )  ;  l'aréomètre  remonte  brus- 
quement de  plusieurs  divisions.  Expliquer  ce  phénomètie,  le  calculer  et  en  tirer  des  conclusions  sur  la  façon 
dont  on  doit  s'y  prendre  pour  observer  l'affleurement  des  aréomètres  et  sur  la  précision  qu'on  peut  attendre 
dans  la  mesure  des  dmsités  de  liquides  à  l'aide  de  ces  instruments. 

30  Oh  suppose  maintenant  que  l'aréomètre  en  question  flotte  verticalement  dans  un  système  formé  par 
deux  liquides  superposés  :  le  liquide  inférieur,  de  densité  0  et  de  constante  capillaire  A  au  contact  de  l'air 
{qui  donnerait  l'affleurement  n  s'il  était  seul)  affleure  à  la  division  n„  tandis  que  le  liquide  supérieur,  de 
densité  3'  et  de  constante  capillaire  A'  au  contact  de  l'air  (qui  donnerait  l'affleurement  n'  s'il  était  seul) 
affleure  à  la  division  n,.  Ecrire  l'équation  d'équilibre  de  l'aréomètre.  A,  étant  la  constante  capillaire  du 
liquide  inférieur  au  contact  du  liquide  supérieur. 

Que  devient  cette  équation  d'équilibre  quand  on  suppose  que  la  différence  0  —  ô'  tend  vers  zéro  ?  En 
déduire  un  moyen  simple  de  mesurer  rapidement  la  constante  capillaire  Ai  au  contact  de  deux  liquides  non 
miscibles  dont  les  densités  sont  extrêmement  voisines. 

Tous  les  liquides  dont  il  est  question  dans  l'énoncé  sont  supposés  mouiller  parfaitement  le  verre. 

Donnée  numérique  :  accélération  de  la  pesanteur,  g  =  980  C.  G.  S. 

1»  Ecrivons  que  la  poussée  fait  équilibre  au  poids  de  l'aréomètre  et  à  la  tension  superficielle  qui 
s'exerce  de  haut  en  bas  sur  la  circonférence  de  la  partie  cylindrique  : 

V+n  J_rRAoi;  =  P,/  +  2^RA. 


10 
Dans  le  cas  de  l'eau,  la  substitution  des  valeurs  numériques  donne 

/50-i-n— t:. 0,04)980  =  50X980 -i- 2-. 0,2x80,  d'où  »  =  8,iG. 

Sans  l'acUon  capillaire,  l'anieurement  se  ferait  à  la  division  0;  l'ell'et  capillaire  est  donc  de  8,1(> 
divisions. 
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Avec  le  second  liquide,  on  a 

50-hn'-^-.0,0i)0,9oX980  = '30x980  +  2-.0.îx50,  d'où  n'  =  214,8. 

Sans  l'action  capillaire,  l'aflleurement  se  ferait  à  la  division  209,42;  l'effet  capillaire  est  donc  de 
5,37  divisions. 

2°  La  modification  de  la  surface  liquide  par  une  trace  d'huile  a  pour  eflet  de  diminuer  la  tension 
superficielle  qui  sollicite  l'instrument  vers  le  bas  ;  la  poussée  devient  prépondérante  et  l'instrument 
remonte  jusqu'à  ce  qu'il  y  ait  de  nouveau  équilibre.  On  ne  saurait  dire  a  priori  quelle  est  la  tension  super- 
licielle  de  la  couche  mixte  formée  par  l'huile  et  l'eau.  Si  nous  admettions  que  la  présence  de  l'huile 
eût  seulement  pour  effet  de  substituer  latension  superficielle  de  l'huile  à  celle  de  l'eau,  nous  pourrions 
calculer  le  déplacement  a-  de  l'instrument  en  écrivant  que  la  poussée  sur  .'■  divisions  correspond  à  la 
dilférence  de  tension  superficielle  : 

a_L-o,04  X  980  =  2-0,2(80  —  36),  r  =  4,49. 

Ces  phénomènes  montrent  qu'on  doit,  pour  observer  l'affleurement  des  aréomètres,  opérer  dans  des 
conditions  oii  la  tension  superficielle  produira  toujours,  autant  que  possible,  le  même  effet  ;  il  importo, 
en  particulier,  que  l'instrument  soit  toujours  parfaitement  mouillé  par  le  liquide. 

Si,  dans  la  mesure  des  densités,  on  néglige,  comme  on  le  fait  d'habitude,  les  phénomènes  capillai- 
res, l'équation  d'équilibre  fait  connaître,  par  l'importance  du  terme  en  A,  l'ordre  de  grandeur  de 
l'erreur  qu'on  peut  commettre  ;  on  remarquera,  par  exemple,  que  cette  erreur  croit  avec  la  section  du 
tube.  Mais  la  graduation  des  aréomètres  est  généralement  empirique,  ce  qui  diminue  notablement  et 
peut  même  annuler  complètement  l'erreur. 

3"  L'équation  d'équilibre  dans  le  système  des  deux  liquides  est  la  suivante  : 

(1)  (V  -  n^^^Ofi^yg  +  («2  -  n.)  ^^0,m'9  =  P»  -^  2::0,2(A,  -^  .V). 
Si     o'  =  5,    cette  équation  devient 

(2)  ^V-t-  «,-i-d),04)e:,  =  P3  -4-  2zO,2(A,  +  A'). 
L'instrument  flottant  sur  le  liquide   3'  seul,  on  aurait 

(3)  (v  -h  ,!'-L^o,04y/.7  =P9  -h  2-0,2A" 
Retranchons  (3)  de  (1 1  ;  il  vient 

V(o  — ô')<-/  -h  -— -0,04,/?, 0 +  (/(,  —  «,  —  ii')Z']q  =  2-0,2A,. 
équation  qui,  pour     o'  =  S,     se  réduit  à 


--0,04(»,  —  »')o3  =  2-0,2A,.  d'où  A,  = 


\o  '  "  100     ■'■ 

suffit  donc,  dans  ce  cas,  de  connaître  5    et  d'observer  n'  et   «.,  pour  pouvoir  calculer  A, 


Groupes  I  et  II. 


1617.  —  Etudier  la  variation  de  la  fonction     y  ±=  e^-'sinx. 

Représenter  cette  variation  par  wwe  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires   ox  et  oy.  Déterminer 
es  points  d'inflexion  de  la  courbe. 

Calculer  l'intégrale  U=    (      e-'s'mxdx, 
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où  k  désigne  un  entier  positif    {k  =  1,  2,  3,  ...  )     et  indiquer  la  signification  géométrique  de  celte  intégrale. 
Déterminer  la  limite  de  1^  jjour     /,'  =  +  oo  . 

Pour  bien  comprendre  l'allure  de  cette  courbe,  il  faut  d'abord  étudier  )a  courbe  y  =  sin  x.  Celle- 
ci,  qu'on  nomme  sinusoïde,  est  une  courbe  classique:  elle  est  formée  par  une  infinité  d'arches  ou 
arceaux  situés  les  uns  au-d(>ssus  de  o.r,  les  autres,  au-dessous  ;  elle  traverse  une   infinité  de  fois  l'axe 

des  X  aux  points  x  —  k-,  et  ces  points 
sont  k  la  fois  des  centres  et  de-î  points  d'in- 
flexion ;  elle  a  une  infinité  de  maximums, 
tous  égaux   à     +1,     et  qui   correspondent 


points    X  =  — 


■2A-r 


elle  a  une  infi- 


nité  de  minimums,  tous  égaux  à     —  1,     et 

.3:: 


(|ui  correspondent  aux  points  a- 


■2A-7:. 


A  droite,  vers  les  x  positifs,  le  facteur  e''  est  positif,  plus  petit  que  1  et  décroit  rapidement  ;  la 
courbe  y  —  e--^sina-  a  donc  une  infinité  d'arches  analogues  aux  précédentes,  moins  dilatées  dans  le 
sens  0!/  et  dont  les  ordonnées  diminuent  rapidement  et  tendent  vers  0. 

A  gauche,  vers  les  x  négatifs,  le  facteur  e''  est  positif  et  plus  grand  que  I  ;  il  grandit  rapidement 
et  devient  égal  à  h-  x  ;  la  courbe  y  =  e-^sin  x  a  donc  une  infinité  d'arches  analogues  aux  précé- 
dentes, mais  plus  dilatées  dans  le  sens  oy  et  dont  les  ordonnées  grandissent  indéfiniment. 


Cette  courbe  est   toujours  comprise  entre  les  courbes     ;/ 


-'    et    1/ =  — e-J^;     elle  atteint  la 
première  et  la  touche  aux  points 


-2A-r 


elle  atteint  la  seconde  et  la  touche 

37 


aux  pomts  .r  = 


2/i-.  Lesdc!!X 


courbes  ?/  =  rh  e'-'  sont  donc 
des  enveloppes  à  points  de  contact 
discontinus  de  la  courbe  proposée. 

Les  maximums  et  les  mini- 
mums de  1/  s'obtiennent  en  annu- 
lant la  dérivée  de  y 

('"'(cos  X  —  sin  J-)  —  0. 

("c  sont  les  points  d'abscisses 

a'  =  -V  -t-  k-. 
4 

Les  points  d'inflexion  s'obtiennent  en  annulant  la  dérivée  seconde      —  2e-^cosa-  =  0  ; 
ce  sont  les  points    a;  =  —  -+-/.jt,     les  points  de  contact  de  la  courbe  avec  ses  enveloppes. 

L'intégrale 

\k  —    I      «"'sin  .r  dx 
représente  la  somme  algébrique  des  aires  comprises  entre  ox  et  les  /.•  premières  arches  de  la  courbe 
A,  — A.-f-Aj ±  A<.     Pour  la  calculer,  Il  faut  d'abord   former  rinté,:,'ralo  indéfinie    f  e-'s'mxdx. 
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Pour  cela,  nous  calculerons  l'intégrale  indéfinie 

/  e~'(cos  X  -h  i  sin  x)dx  =    i  e'~^  'dx 
et  nous  en  prendrons  la  partie  imaginaire.  Cette  intégrale  e?t 

("  — 1    ~  —a 

le  coetTicient  de  i  est  I  e-'s}nxdx= ;j- (cos ;r 4- sin x) 

1        e-*^ 
Donc  U-  =  -5- 5— cûs  A-  ; 

quand  k  grandit  indéfiniment    e-''    tend  vers  0  et  l'on  a    Uni     I^  =  — - 


ou  —  (cosx-t- îsinat](i  -H  1); 


Ceci  montre  que  la  série         A,  —  Ao-h  A3  —  A..-^-  •••  it  A„  rp 
1 


est  convergente  et  a  pour  somme    — •    Le  premier  point  était  évident  après  l'étude  de  la  courbe. 


On  a  successivement 

1'  = 7j_ '^  =  5 '- =  2 '  ■■'  '^ 2 

Ci.  COTTY,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 

Bonnes   solutions:   MM.   G.    ForcRv,  à.  Roanne;   Albertixi,  à  Nice;  L.  Simon,   à  Doudeville;  .Amblabd  ;  J.-D.  Dofait  : 
-M.  BocRSEYRE  ;  P.  Bbizabd  :  R.  Ma.nen  ;  G.  MoBGii.v,  à  Dijon. 


1618  —  1"  £'lanl  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy,  on  demande  de  trouver  une  courbe  {G) 
possédant  la  propriété  suivante.  Si,  en  un  point  quelconque  M  de  cette  courbe,  on 
mène  la  tangente  MT  qui  rencontre  Oy  en  T,  et  si  on  abaisse  du  point  M  la  per- 
pendiculaire MP  sur  Ox,  l'aire  du  trapize  OTMP  est  équivalente  à  un  carré  donné 
de  côté   a. 

On  établii-a  l'équation  de  la  courbe  en  supposant  que  l'arc  de  courbe  considéré  ait, 
par  rapport  aux  axes,  la  dispositiori  indiquée  sur  la  figure;  on  tracera  la  courbe  dont 
on  aura  obtenu  ainsi  l'équation  et  l'onénoncera  la  propriété  géométrique  qui  remplace  celle  de  l'énoncé  pour 
les  arcs  qui  présentent  une  disposition  différente  de  celle  de  la  figure. 

2°  Parmi  les  courbes  trouvées  on  construira  en  particulier  ceUe  qui  passe  par  le  point     x  =  a,     y  =  a, 
et  on  calculera  les  rayons  de  courbure  de  cette  courbe  aux  points  d'abscisses     x  =  dz  «. 

L'équation  de  la  tangente  est     Y  —  y  =  y'(X — x);      donc     01  —  y  —  xy',     et,  comme     P.M  =  y, 
l'aire  du  trapèze  est    —  (2y  —  xg'). 

L'équation  différentielle  des  courbes  cherchées  est  donc 

2iî/  — x-g'  =  2n-. 

C'est  une  équation  différentielle  linéaire  que  l'on  intègre  en  intégrant  d'abord  l'équation  sans  second 

membre    2xi/  —  x^y'  =  0,     puis  en  faisant  varier  la  constante  que  fournit  cette  intégration. 

L'équation  sans  second  membre  donne 

V         ^ 

^  z= —,  ou  Lv  =  La--r-LC,  1/  =  Cx». 

y       X 

Posons    y  =  zx'^  ;     nous  aurons     y'  =  -Jx-  —  2:x     et  l'équation  deviendra    —  l'r'  =  2a-  ; 

2<'-  2  a-        _ 

par  suite  -  = ,  z  = 1- L. 

X'  3  X- 


i5l4 
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La  solution  générale  est  donc 


t  a"- 
y  =  Cl' -h- 


C  étant  une  constante  arbitraire  de  dimension     —  1. 

La  courbe  intégrale  qui  passe  au  point     -v  =  a,     y  =  a     correspond  à  la  valeur      -—      delà   con- 


stante C  et  a  pour  équation 


y  = 


Elle  est  asymptote  à  la  parabole    y  =  - 


3" 


3a         'Sx 
au-dessus  à  droite,  au-dessous  à  gauche  ;  elle  est 


asymptote  à  Oi/,  en  haut  à  droite,  en  bas  k  gauche  et  rencontre  Ox  au  point  x  =  —a\l'2.  Elle  a  la 
l'orme  suivante,  qui  se  vérifie  sans  peine  à  l'aide  de  la  dérivée  et  ce  calcul  montre  en  outre  que  le  mini- 
mum a  lieu  pour    x  =  a. 

Du  point  0  on  peut  mener  à  la  courbe  une  seule  tangente  réelle  dont  le  point  de  contact  A  a  pour 
abscisse  a\~î.  Sur  tout  l'arc  AB  et  sur  tout  l'arc  DE,  le  trïipèze  OFMT  aune  disposition  analogue  à  celle 

,,  de  la  figure  et  la  propriété  a  le  sens  indiqué.  Sur  l'arc  AC,  OT 
/'     est  négatif  et  l'aire  du  trapèze  est  remplacée  par  la  ditTérence 
des  aires 

OMP  — OPÏ  ou  LMP  — lOï. 

Enfin  sur  l'arc  DP,  OP  est  négatif,  on  a 

aire  OPT  —  aire  OMP  =  a^ 
ou 

aire  OIT  —  aire  IMP  =  a-. 

Pour  toutes  les  valeurs  positives  de  C,  on  a  des  courbes 
ayant  le  même  aspect,  la  parabole  asymptote  y  =  Cx-  ayant 
la  même  position. 

Pour  les  valeurs  négatives  de  C,     C  = — C,    on  a  des 

courbes  symétriques  des  précédentes  par  rapport  au  point   0. 

Enfin  pour   C  =  0,    la  parabole  asymptote  se  réduit  à  Ox  et  la 

2  a- 
coiirbe  devient  une  hyperbole  équilatere  rapportée  a  ses  asymptotes,     y  —  —  — -  • 


Le   rayon  de  courbure  de  la  courbe     ;/ 


3rt 


■^ —      au   point  d'abscisse    a    a  pour   expression 


-    puisque  y'  est  nul  pour     r  =  a.     Or 


2x 


2a- 


î/  =  -^  -  -^ 


3a 


3x- 


y  = 


3a 


4a- 


pour     X  =  a 
Pour    X 


= —■    Le  ravon  de  courbure  est  donc     p=— ■ 


î/  =-r' 


y  = 


3         •'  3 

que  la  concavité  est  tournée  vers  les  y  négatifs  et  l'on  a 


,     le  rayon  de  courbure  est  négatif,  ce  qui  veut  dire 
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•5  G.  COTTY. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Amiii.mih  ,  Mozziconacci  ;  Itnos  ;  H.  M\nen  ;  M.  Bourseyiiis;  I*.  I!hiz»hd  ;  G.  Foicby  ;  !..  Simon. 


ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE  olo 

\Ë^CQ.  —  Un  fil  élastique,  de  masse  ni'ijliijen/jli',  est   attaché  à  un  point  fixe  A;  quand  ce  fil  pend 

librement  sons  l'action  de  la  pesanteur,  sans  être  tiré,  il  a  une  longueur     AB  =  /     et  une  tensioyi  ttulle. 

Quand  le  fil  est  tiré,  à  son  extrémité  libre,  de  façon  à  prendre  une  lonyufur     AM  =  r,     plus  grande 

que  l,  la  tension  F  du  fil  est  une  force,  dirigée  de  M  vers  A,  ayant  une  intensité  proportionnelle  à 

_     l'allongement  : 

F  =  k{r  —  l) 
0    où  k  est  une  constante  positive. 

f  i"  Ceci  posé,  on  attache  au  bout  du  fil  un  point  pesatil  ;  déterminer  la  masse  m  de  ce  point,  de 

^    façon   qu'il  soit  en  équilibre  sous  l'action  de  soji  poids  et  de  la  tension  du  fil,  dans  la  position  0  telle 
°  que  AD  =  21. 

2°  On  tire  sur  le  fil  portant  à  son  extrémité  ce  point  matériel  m  et  on  amène  le  point  dani  une  position 
Mo  telle  que  AM»  =  j'o  «(7  une  longueur  supérieure  à  2/,  puis  on  abandonne  le  système  à  lui-même  sans 
vitesse  initiale.  Etudier  le  mouvement  du  point  matériel  m. 

Quelle  doit  être  la  valeur  de  r^  pour  que  le  point  m  remonte  jusqu'au  point  B,  oii  lu  tension  s'annule, 
et  arrive  au  point  B  avec  une  vitesse  nulle  ? 

Quelle  doit  être  la  valeur  de  r^  pour  que  le  point  m  remonte  jusqu'en  A  et  arrive  en  A  avec  une 
vitesse  nulle  ? 

1.  Quand  le  point  est  en  M,  au-dessous  de  B,  il  est  soumis  à  l'action  de  deux  forces  opposées,  le 
poids  du  point  matériel  my,  et  la  tension  du  lil  k[r  —  l).  Pour  que  le  point  soit  en  équilibre,  il  faut 
que 

A(r  —  /)  =  mg,  et,  comme  ceci  a  lieu  pour  /•  =  2/,  il  faut  que  mg  =  kl, 

ce  qui  donne  la  masse  du  point  matériel. 

2.  Au-dessous  de  B,  le  point  est  sollicité  par  les  deux  forces  opposées  k'r  —  /)  et  A7.  Prenons 
pour  origine  le  point  0  et  pour  sens  positif  le  sens  de  la  verticale  descendante,  nous  aurons 

j-  =  2/-;-x  et  m  — -— =  — A;7 -^- a) -f- A/ =  — kx. 

dt- 

Le  mouvement  est  donc  un  mouvement  vibratoire  simple  autour  du  point  0.  Si  OMo  est  plus 
petit  en  valeur  absolue  que  OB,  le  mouvement  s'effectue  une  infinité  de  fois  autour  du  point  0. 
Si  0M(,  =  BO,  la  même  chose  a  encore  lieu,  seulement  le  point  atteint  le  point  B  avec  une  vitesse 
nulle. 

Enfin  si  OM,,  >  /,  le  point  remonte  jusqu'au  point  B  qu'il  atteint  avec  une  certaine  vitesse  ; 
puis  il  remonte  librement,  en  vertu  de  la  vitesse  ainsi  acquise,  jusqu'à  ce  que  l'action  de  la  pesanteur 
ait  détruit  celte  vitesse.  Si  celte  vitesse  est  égale  à  /%/,  elle  sera  juste  suHisanle  pour  que  le  point 
atteigne  le  point  A  et  y  arrive  avec  une  vitesse  nulle. 

Or  si  Ton  pose    —  =  w-,     on  a 

X  =  X  cos  ixit -^  ^  sin 'ut ,  et  ici  x=XoCOSoit,  en  posant  a-,  =  7-^ — 2/. 

La  vitesse  est  donc     i'  =  —  wT„sin  wt  ;     d'autre  part,  pour     ,t  —  —  /,     ces  w/  = ;     par 


suite,      V  =  ±fii^xl — 1-. 

'~k 
Il  suffit  maintenant  d'égaler  cette  quantité  à   s'ïrfl,  de  remplacer  w  j)ar  \/ — =    puis  mg  par  kl, 

pour  avoir  la  valeur  de  x,^.  Ce  calcul  donne 

^\xl  —  r-)  =  igl,  X?,  =  .3/%  xo  ==  /v/3. 
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La  longueur  totale  de  AM„  dans  ce  cas,  est  donc    2/ -i- /v'3. 
Si    ïo  >>  /\  3.     le  point  remonte  au  delà  du  point  A. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Cotty,  élève  à  l'Ecole  normale  supérieure;  P.  Briïabd;  Amolarh,  à  Ruines  ;  Bbos  ;  Albertini, 
Nice;  G.  Foccrv,  h  Roanne. 


1631.  —  Représenter  le  silide  commun  à  un  hyferboloiile  et  à  un  cône. 

Vhyperholoide  a  pour  directrices  : 

1°  la  verticale  A  a;  :=  —    4,  y  ^    8  ; 

2°  la  ligne  de  bout  B'  .r  =         0,  ;  z=  12  ; 

30  la  ligne  parallèle  à  la  ligne  déterre  C,  C      1/  =12,  z  ^    8. 

Le  cône  a  son  sommet  sur  Vhijperboloïde  au  point  s,  s'     (j;  =:  2,     y  =:  1 1 ,     z  =  10). 

•Sa  directrice  se  projette  horizontalement  suivant  la  circonférence  r  ayant  pour  centre  {x  =:  5,  y  ^14)  et 
passant  par  s  ;  verticalement  suivant  la  circonférence  T'  ayant  pour  centre  (.v  =  5,  0  ^  7)  et  passant  par  s' . 
(On  choisira  naturellement  l'ellipse  1",  r'   qui  ne  passe  pas  par  le  sommet  du  cône.) 

On  calculera  en  degrés  ou  grades,  les  angles  des  tangentes  à  li  projection  horizontale  de  la  courbe  en  s  avec 
la  ligne  de  terre. 

L'hyperboloïde  a  deux  génératrices  verticales  se  projetant  horizontalement  aux  deux  sommets  opposés  A 
et  Al  du  carré  défini  par  les  projections  des  génératrices  données.  11  n'a  donc  d'antre  contour  apparent  hori- 
zontal que  la  trace  du  plan  qui  le  touche  à  l'inlini  sur  ces  généralrii'es,  c'est-à-dire  la  droite  AAi.  Pour  la 
même  raison  il  n'a  d'autre  contour  apparent  vertical  que  la  trace  du  plan  de  bout  B'Bj  (jui  contient  les  deux 
génératrices  de  bout.  I.e  cùne  a  pour  contour  apparent  horizontal  la  trace  du  plan  tangent  le  long  de  la  géné- 
ratrice verticale,  qui  est  la  projection  de  la  tangente  en  s  au  cerclede  base  et  pour  contour  apparent  vertical  la 
trace  du  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  de  bout,  ou  la  tangente  en  s'  k  la  projection  verticale  de  sa  base. 

Recherche  de  l'intersection.  —  Pour  obtenir  l'intersection  des  deux  surfaces,  on  peut  prendre  des  plans 
auxiliaires  passant  par  une  génératrice  de  l'hyperboloïde  et  le  sommet  du  cône  :  chacun  d'eux  coupe  l'hyper- 
boloïde suivant  une  seconde  génératrice  et  le  cône  suivant  deux  génératrices  dont  on  prendra  l'intersection  avec 
celles  de  l'hyperboloïde.  Ici  le  sommet  du  cône  étant  sur  l'hyperboloïde,  nous  mènerons  les  plans  auxiliaires 
par  l'une  des  deux  génératrices  de  celte  surface  qui  passent  au  point  S,  celle  du  second  système  par  exemple, 
dont  la  projection  horizontale  est  \s  et  la  projection  verticale  B,»'. 

Nous  remarquerons  maintenant  que  toutes  les  génératrices  du  même  système  que  les  droites  données  ont 
leurs  projectionshorizontales  passant  par  le  point  Ai  et  leurs  projections  verticales  passant  par  le  point  B,.  Celles 
du  second  système  passent  en  projection  horizontale  par  le  point  A  et  en  projection  verticale  par  le  point  B' ; 
de  plus  elles  rencontrent  toutes  la  troisième  génératrice  donnée  C,  C,  tandis  que  les  premières  rencontrent 
sa  parallèle  Ci,  C',. 

Points  remarquables .  —  Nous  commencerons  par  remar([ucr  que  le  sommet  du  cône  étant  sur  l'hyperbo- 
loïde, la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  passe  en  ce  point  et  y  a  un  point  double  dont  les  tangentes 
sont  les  deux  génératrices  d'intersection  du  cône  par  le  plan  tangent  en  S  à  l'hyperboloïde  ;  ce  plan  est  défini 
par  les  deux  génératrices  de  la  surface  qui  passent  en  S,  à  savoir  s.\i,  s'Q\  et  «.\,  sB'.  Nous  prendrons  donc  la 
trace  de  ce  plan  sur  le  plan  de  base  du  cône,  soit  <S7,,  t'ctI,  et  les  points  oii  elle  coupe  la  circonférence  donne- 
ront les  deux  génératrices  qui  seront  tangentes  en  S  à  la  courbe  :  on  obtient  ainsi  as,  a's'  et  bs,  b's'. 

La  courbe  passe  aussi  en  projection  horizontale  aux  points  A  et  Ai,  et  en  projection  verticale  aux  points 
B'  et  Bp  puisqu'une  verticale  quelconque  perce  la  surface  du  cône  ainsi  que  toute  ligne  de  bout;  nous  déler- 
minci'ons  la  seconde  projection  de  chacun  de  ces  points  en  menant  la  génératrice  du  cône  qui  y  passe  ;  par 
exemple  au  point  B'  passe  U's'f,  dotit  la  projection  horizontale  /s  coupe  la  génératrice  de  bout  B  au  point 
cherché  P;  nous  avons  la  tangente  en  ce  point  en  cliorchanl  la  trace,  sur  le  plan  de  base  du  cône,  du  plan  des 
deux  génératrices  de  l'hyperboloïde  (|ni  passent  par  i-e  point  ;  l'une  est  B.  It',  l'autre  se  projette  horizontalement 
en  ^A  qui  coupe  la  génératrice  C  en  h,  dunt  la  projection  verticale  h'  donne  sa  projection  verticale  h'B'.  C'est 
précisément  la  tangente  en  B'  puisque  le  plan  tangent  à  l'hyperboloïde  en  ce  point  est  le  pian  de  bout  passant 
par  h'W.  La  projection  horizontale  de  cette  tangente  s'obtient  en  prenant  la  projection  horizontale  de  l'intersec- 
tion de  ce  plan  de  bout  avec  le  plan  tangent  au  cône  le  long  de  la  génératrice  sf,  soit  i^. 

On  peut  répéter  la  méine  consiruction  en  chacun  des  autres  points  situés  sur  les  génératrices  Bi,  A  et  Ai, 
re  qui  donne  quatre  points  reijiarquabics  et  leurs  tangentes. 
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Points  à  l'infini.  —  Cherchons  maintenant  les  points  à  l'infini  ;  nous  obtiendrons  les  directions  asymptoti- 
ques  en  cherchant  les  génératrices  parallèles  sur  les  deux  surfaces:  nous  avons  d'abord  la  vertica'e  et  la  ligne 
de  bout.  Le  plan  tangent  au  cône  suivant  la  génératrice  verticale  a  pour  traces  D  et  le  plan  asymptote  à  rh\  per- 
boloïde  le  long  de  la  génératrice  A  est  le  plan  AAi,  qui  coupe  le  précédent  suivant  la  verticale  v,  v'  qui  est 
asymptote  à  la  projection  verticale  de  l'intersection. 

Le  plan  tangent  de  bout  le  long  de  la  génératrice  sk,  s'k'  du  cône  est  précisément  parallèle  au  plan  asymp- 
tote de  bout  B'B;  de  l'hyperboloïde.  On  a  donc  dans  l'espace  une  branche  de  courbe  parabolique  dans  celte 
direction,  mais  il  y  a  intérêt  à  remarquer  qu'il  existe  une  parabole  asymptote  dont  la  projection  verticale  est  ici 
une  droite  qui  donne  l'asymptote  de  la  projection  verticale  de  la  courbe.  Nous  suivrons  pour  l'obtenir  le  pro- 
cédé indiqué  par  .M.  Carou  :  tous  les  plans  parallèles  au  plan  asymptote  considéré  coupent  les  deux  surfaces 
suivant  des  paraboles  dont  les  axes  sont  parallèles  et  qui  se  coupent  en  deux  points  seulement  à  distance  finie  ; 
nous  aurons  la  position  du  plan  de  la  parabole  asymptote  quand  l'un  de  ces  deux  points  sera  rejeté  à  l'infini, 
c'est-à-dire  quand  les  deux  sections  seront  des  paraboles  égales. 

Or  on  peut  remplacer  l'hyperbolo'ide  par  son  cône  asymptote  dont  les  sections  par  les  plans  considérés 
sont  de.s  paraboles  de  même  paramètre.  Nous  sommes  donc  conduits  à  chercher  les  plans  qui  coupent  le  cône 

donne  et  le  cône  asymptote  de  l'hyperbolo'ide  suivant 
des  paraboles  égales.  A  cet  eft'et  rappelons  que  si  l'on 
coupe  un  cône  par  une  série  de  plans  parallèles  à  un 
plan  tangent,  on  obtient  des  paraboles  dont  les  som- 
mets restent  sur  la  même  génératrice,  et  dont  les 
foyers  se  déplacent  sur  une  droite  passant  par  le  som- 
met du  cône.  Considérons  donc  dans  chaque  cône  le 
faisceau  des  deux  droites  ainsi  définies  S('i,  f)  et 
Si((ai,  /■,)  et  soit  P  l'un  des  plans  parallèles  au  plan 
asymptote  dont  nous  cherchons  la  position  qui  don- 
nera deux  paraboles  égales;  il  coupe  les  deux  faisceaux 
suivant  des  segments  af,  o,/"i  respectivement  égaux 
aux  demi-paramètres  des  paraboles  correspondantes. 
Ces  segments  sont  d'ailleurs  parallèles  à  la  direction 
commune  des  axes.  On  doit  donc  déterminer  sa  position  de  manière  que  af  =  atft.  Pour  cela  il  suffit  de 
mener  par  S  et  Si  deux  plans  parallèles  au  plan  P.  puis  de  prendre  les  points  a  et  s,  où  ces  plans  coupent 
une  droite  arbitraire  qui  rencontre  le  plan  P  en  a  ;  par  ce  point  a  mener  une  direction  quelconque  dans  le 
plan  P  et  porter  les  deux  segments  ao  =:  af  et  aoi  =  atfi  en  grandeur  et  en  sens.  Les  deux  faisceaux 
3(a,  9)  et  5i(a,  oi)  ainsi  déterminés  et  les  deux  premiers  faisceaux  sont  respectivement  coupés  jiar  les  plans 
parallèles  à  P  suivant  des  segments  égaux  chacun  à  chacun.  Or  le  plan  mené  par  l'intersection  F  des  droites 
5o  et  3i9i  donne  le  même  segment  AF  dans  les  faisceaux  3  et  ii  ;  il  suffit  donc  de  faire  passer  par  ce  point  F 
le  plan  parallèle  à  P  pour  obtenir  le  plan  de  la  parabole  asymplolc.  La  trace  verticale  donnera  l'asymptote  L' 
de  la  projection  verticale.  La  construction  est  simplifiée  si  on  prend  comme  droite  sa  l'une  des  droites  telles 
que  Sa. 

Pour  savoir  s'il  y  a  d'autres  directions  asyniplotiques,  il  faut  chercher  s'il  y  a  d'autres  génératrices  com- 
munes au  cône  donné  et  au  cône  des  directions  aswiiptotiques  de  l'hyperboloide  ayant  pour  sommet  S.  Ces 
deux  cônes  sont  déjà  tangents  le  long  de  la  génératrice  de  bout  qui  compte  pour  deux  dans  leur  intersection  ; 
ils  ont  ensuite  la  génératrice  verticale  en  commun  :  cherchons  la  quatrième  génératrice  commune.  Pour  cela 
déterminons  la  trace  du  cône  asymptote  de  sommet  S  avec  le  plan  de  base  du  cône  donné. 

C'est  une  hyperbole  dont  on  connaît  déjà  une  direction  asyinptotique  parallèle  à  C  et  dont  la  projection 
horizontale  passe  au  point  s  et  au  point  A,  pied  delà  génératrice  de  bout,  nii  elle  est  tangente  à  la  tangente  au 
cercle  donné  en  ce  point.  Un  peut  avoir  tout  de  suite  l'asymptote  parallèle  à  j-y  ou  l'intersection  du  plan  tan- 
gent au  cône  asymptote  S  aveclc  plan  du  cercle  en  remarquant  que  ce  plan  tangent  est  parallèle  à  celui  des 
génératrices  C  et  Ci,  c'est-à-dire  au  second  bissecteur,  en  sorte  qu'il  contient  la  droite  de  profil  menée  par  s,  s' 
parallèlement  à  ce  plan,  laquelle  coupe  le  plan  du  cercle  sur  son  diamètre  au  point  o,  o'. 

Cette  droite  de  profil  n'est  autre  que  le  diamètre  conjugué  de  la  direction  de  ce  plan  pour  le  cône  asymptote, 
car  celui-ci  est  de  révolution  autour  de  la  diagonale  issue  du  sommet  A,  B',  du  cube  défini  par  les  droites 
A,  B  et  C  et  le  plan  du  cercle  contient  une  ])arallèle  à  cette  diagonale,  c'est-à-dire  passe  par  l'axe  du  cône  asymptote 
S.  Le  centre  de  l'hyperbole  est  donc  le  point  0.  La  seconde  asymptote  eu  résulte  immédiatement  en  prenant 
sur  la  tangente  au  cercle  h»,  —  hn  et  joignant  oiu.  Sans  tracer  l'hyperbole  on  peut  alors  trouver  la  seconde 
sjcantc  commune  au  cercle  et  à  l'hyperbole  puisqu'on  connaît  déjà  la  première  qui  est  la  tangente  hn,  et  que 
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_^ , 

l'autre  passe  en  s,  l'ait  les  inèines  angles  que  celle-ci  avec  les  axes  de  la  courbe,  et  par  suite  avec  ses  asymptotes; 
c'est  la  droite  si,  s'i'  qui  donne  en  même  temps  les  projections  de  la  quatrième  génératrice  commune  cherchée, 
ou  la  dernière  direction  asymptolique  de  la  courbe  d'intersection  de  l'hy  perboloïde  et  du  cône.  L'asymptote  corres- 
pondante est  l'intersection  du  plan  tangent  au  cône  le  long  de  celte  génératrice  avec  le  plan  des  deux  génératrices 
de  l'hyperboloïde  parallèles  à  sa  direction;  on  l'a  déterminée  en  cherchant  les  projections  horizontales  des 
traces  p  et  g  de  ces  deux  génératrices  sur  le  plan  du  cercle,  et  pour  cela  on  a  pris  les  inleisections  X|).2  et 
01O2  des  plans  de  bout  menés  par  chaque  génératrice  avec  le  plan  délini  par  le  diamètre  du  cercle  et  sa 
tangente  en  =-t .  La  droite  p?  coupe  la  tangente  en  t  au  cercle  en  un  point  situé«ur  l'asymptote  cherchée  ;  celle-ci 
est  donc  délcrminée.  On  en  déduit  sans  difficullé  l'asymptote  de  la  projection  verticale  à  la  même  branche  de 
courbe. 

Point  courant .  — Enfin  on  obtient  autant  de  points  de  l'intersection  que  l'on  voudra  de  la  manière  suivante  : 
menons  par  11  par  exemple  une  sécante  uid  qui  donne  dans  le  cône  deux  génératrices  dont  nous  avons  figuré 
l'une  sd  :  leur  plan  coupe  l'hyperboloïde  suivant  deux  génératrices  dont  l'une  est  projetée  en  tisA  et  donne  le 
point  s;  l'autre  rencontre  la  dioite  Ci  au  point  où  Ci  perce  le  plan  auxiliaire  SSiD.  Soit  jji,  </  ce  point,  il 
sul'IU  de  joindre    |jiAi    et  n'H',  pour  obtenir  le  point  m,  m'  a.  l'intersection   de  cette  droite  avec  la  génératrice 

sd,  s'd'.  Nous  n'avons  pas  donné  les  constructions  de 
la  tangente  en  ce  point,  mais  on  l'obtient  sans  difli- 
cullé  en  prenant  la  trace  du  plan  des  deuxgénératrices 
de  l'hyperboloïde  qui  passent  en  m,  ni'  avec  le  plan 
de  base  du  cône  ;  cette  droite  coupe  la  tangenle  en  d 
au  cercle  en  un  point  ([u'il  suftit  de  joindre  à  m  pour 
avoir  la  pi-ojeclion  horizontale  de  la  tangente.  On  en 
déduit  la  tangente  à  la  projeclion  verticale  en  m'. 

Solide  commun.  —  Pour  déterminer  le  solide  com- 
mun aux  deux  surfaces  et  distinguer  les  parties  vues 
et  les  parties  cachées,  ainsi  que  celle  des  surfaces  qui 
est  vue  en  un  point  déterminé  sur  chaque  projection, 
nous  suivrons  la  méthode  de  M.  Caron  dont  nous  allons 
rappeler  le  piincipe:  On  suppose  d'abord  que  l'on 
demande  de  représenter  le  système  des  deux  surfaces  : 
l'intersection  est  alors  vue  en  entier  ainsi  que  les  deux 
contours  apparents.  On  doit  alors  dessiner  des  Irails 
pleins  détinissant  des  régions  à  l'intérieur  desquelles 
on  voit  alternativement  le  cône  ou  l'hyperboloïde.  Pour 
trancher  la  question  au  sujeld'une  région  déterminée, 
il  suffit  de  prendre  une  verticale  dans  cette  région,  s'il 
s'agit  de  la  projeclion  horizontale;  ce  que  nous  suppo- 
serons dans  tout  ce  qui  suit.  Prenons  par  exemple  la 
verticale  du  point  H,  elle  coupe  l'hyperboloïde  sur  la 
génératrice  Ci  et  le  cône  sur  la  génératrice  sr,  s'r', 
point  manifestement  au-dessous  du  premier;  donc  en 
ce  point  on  voit  l'hyperboloïde.  Nous  marquerons 
alors  la  lettre  H  dans  la  région  du  point  11  et  alter- 
nativement les  lettres  G  et  H  dans  les  régions  sépa- 
rées l'une  de  l'autre  par  un  des  traits  pleins  définis 
plus  haut.  Il  faut  savoir  maintenant  pour  chaque 
région  si  on  découvre  l'intérieur  ou  l'extérieur  de  la 
surface  qui  y  est  vue.  Prenons  par  exemple  la  région 
qui  renferme  le  centre  de  la  base  du  cône;  la  verti- 
cale de  ce  point  coupe  le  cône  sur  la  générali-ice  SZ 
au  point  0,,  y,  dont  la  cote  est  supérieure  à  celle  du  centre  de  la  base:  celte  verticale  est  donc  à  l'intérieur 
du  cône  depuis  ce  point  jusqu'à  l'infini  négatif.  On  découvre  donc  dans  cette  région  l'extérieur  du  cône,  et  par 
suite  on  découvre  l'intérieur  dans  les  régions  situées  de  l'autre  côté  de  la  génératrice  de  contour  apparent. 
Nous  inscrirons  alors  les  lettres  E  ou  I  auprès  de  chacune  des  lettres  G  déjà  marquées  dans  toutes  les  régions 
où  l'on  voit  le  cône. 
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Pour  l'Iivperboloîde,  considérons  la  verticale  de  son  centre  w  ;  ce  point  est  intérieur  à  la  surface  et  puisqu'il 
existe  une  génératrice  verticale,  toute  la  verticale  du  centre  sera  intérieure  à  la  surface.  Or  la  trace  de  l'hyper- 
boloïdesur  le  plan  horizontal  est  une  hyperbole  équilatère  qui  passe  par  A  et  Ai  et  ayant  pour  asymptote  la 
trace  horizontale  du  plan  de  bout  B'B;.  Le  point  w  du  plan  horizontal  est  donc  intérieur  à  cette  hyperbole,  et 
il  en  est  de  même  du  point  F  par  exemple  pris  sur  lu  j^énératrice  Ci.  Or  la  verticale  du  point  F,  dont  le  point 
de  cote  zéro  est  à  l'intérieur  de  l'hyperbole,  perce  l;i  surface  en  un  point  situé  sur  CiC,  dont  la  cote  est  supé- 
rieure à  zéro. —  Donc  toute  cette  verticale  est  à  l'intérieur  de  l'hyperboloide  depuis  ce  point  jusqu'à  l'infini 
négatif.  Ce  point  est  donc  dans  une  région  où  l'on  découvre  l'extérieur  de  l'hyperholoide.  On  en  déduit  les 
régions  oii  l'on  découvre  l'intérieur,  et  on  distingue  toutes  ces  régions  comme  pour  le  cône,  en  marquant  les 
lettres  E  et  I  auprès  de  la  lettre  H. 

Cela  fait  on  peut  déterminera  coup  sur  pour  chaque  région  si  elle  corresponde  une  portion  du  solide  commun 
ou  s'il  n'y  subsiste  rien,  et  dans  le  premier  cas  quelle  est  celle  des  surfaces  que  l'on  voit  et  si  on  en  découvre 
l'intérieur  ou  l'extérieur.  Par  exemple  on  aura  une  portion  de  solide  commun  en  un  point  si  en  ce  point  la 
verticale  contient  un  segment  intérieur  à  la  fois  aux  deux  surfaces.  Il  n'y  aura  au  contraire  rien  en  un  point 
si  les  portions  de  la  verticale  intérieures  aux  deux  surfaces  n'ont  aucune  partie  commune.  En  suivant  celte 
règle  on  a  obtenu  la  ponctuation  et  les  parties  solides  de  chaque  surface  indiquées  sur  l'épure. 

Les  lettres  qui  désignent  sur  l'épure  quelle  est  la  surface  vue  sur  une  projection  en  un  point  déterminé  n'in- 
diquent pas  nécessairement  celle  qu'on  découvre  sur  le  solide  commun.  En  particulier  il  ne  peut  y  avoir  concor- 
dance, en  projection  horizontale,  dans  une  région  où  la  verticale  est  intérieure  aux  deux  surfaces  depuis 
l'intini  négatif  :  celle  qui  limite  le  solide  commun  est  alors  précisément  celle  qui  ne  serait  pas  vue  dans  le  cas 
où  on  conserve  le  système  des  deux  surfaces. 

Signalons  en  terminant  un  procédé  qui  est  peut  être  le  plus  rapide  et  exige  le  moins  de  constructions  pour 
obtenir  ici  les  points  de  la  courbe  dans  leur  ordre  de  succession  naturelle.  Il  consiste  à  construire  d'abord 
la  trace  de  l'hyperholoide  sur  le  plan  de  base  du  cône,  hyperbole  facile  à  déterminer,  puis  à  définir  les  géné- 
ratrices de  la  surface  par  les  points  où  la  trace  du  plan  auxiliaire  coupe  l'hyperbole. 

Nous  avons  reçu  une  bonne  épure  de  M.  Henri  Garbuu,  élève  ou  lycée  d'Orléans,  qui  y  a  joint  une  solution  analytique 
de  la  question  lui  faisant  connaître  l'asymptote  de  la  projection  vertic.ile. 

11  a  obtenu  pour  les  angles  des  tangentes  de  la  projection  horizontale  de  la  courbe  en  s  avec  la  ligne  de  terre  les  valeurs 

I2'>39'50"  et  —  65°4r46". 
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1627.  —  On  considère,  dans  la  parabole  if  —  "ipx  =  0,  (axés  rectangulaires)  les  cordes  dont  la 
longueur  est  'ip\j2. 

1°  Trouver  le  lieu  de  leurs  milieux  ; 

2°  Calculer  l'aire  qui  est  comprise  entre  le  lieu  et  la  droite  -'•  =  p,  et  qui  est  située  du  même  côté  de 
cette  droite  que  l'origine  : 

3°   Trouver  et  construire  le  lieu  des  points  où  deux  des  cordes  considérées  se  croisent  à  angle  droit. 

Nous  chercherons  d'abord  l'équation  générale  des  cordes  de  la  parabole  y-  —  ipx  =  0  dont  la 
longueur  est  2pv/2. 

La  droite    y  =  m.r  -+-  /    rencontre  la  courbe  en  deux  points  A  et  B  dont  les  ordonnées  sont  racines 

de  l'équation     ;/  =  m  ^ — \-  ) ,     ou 

j)ii/2  — 2/)j/-+-2pX  =  0. 

Soient  y,  et  j/j  ces  ordonnées,  nous  avons 

X.      .              *P^        ^P'-         4/}(»— 2).m) 
{V.-!/.V  =  (!/.  +y..)'-4y.v...  =  -^  -  -^  =  -^-L 

Si  nous  désignons  par  j,  et  x.  les  abscisses  correspondantes,  nous  avons 

»/,   =    HIX, -t-À,  J/o   =   HIJj-l-À, 
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et  par  suite    a-,  —  .->•..  =  —  (//,  —  y■^,     ou 


(x.  -x,)=  =   —  (y,   -rjy-  = 


On  en  déduit  AB    =    a-,  — a-,  -  +  (1/,— j/a)"  =  -^ r ' 

et  en  écrivant  que    AB'  =Sp'-,     on  obtient 

nf— 2m'-f-»i--f- l) 
(m-+ i)(p  —  2>m)  =  2nm'',  d'où  1  on  tire  ).  =  a    ,    .,    ,    ,s 


Il  en  résulte  que  l'équation  générale  des  cordes  considérées  est 

y  =r.  mx 


(j)  _    ,     {H—^m''  -hm'-  -+-  1) 


2?H   ?/i-  -H  1) 

1.  Le  milieu  de  cette  corde  est  situé  sur  le  diamètre  conjugué     /) — viij  =0.     Le  lieu  demandé 
s'obtient  en  remplaçant  dans  l'équalion  (1)  m  par  — .  Un  trouve  ainsi  l'é(iuation 


ipiy^-hp'} 

Elle  représente  une  courbe  du  quatrième  degré  symétri([ue  par  rapport  à  0.f. 
Pour  la  construire,  nous  ferons  varier  y  de  0  à    -1- » ,     et  nous  étudierons  les  variations  cor- 
respondantes de  •'-■  ;  puis,  nous  construirons  la  symétrique  de  la  portion  de  courbe  obtenue  par  rapport 
à  0' . 

y"  ,      p' 


L'équation  peut  s'écrire  x  = 


-p      y  -+-  V 


Quand  y  croit  indéfiniment,     — tend  vers  zéro  en  étant  toujours  positif;  cela  nous  montre 

que  la  courbe  est  asymptote  à  la  parabole  donnée    j:  =  —  •     et  qu'elle  est  située  à  l'intérieur  de  cette 

parabole. 

D'autre  part 

rf.r   _    y  ^phj  y 


dy       p       {y-+p'V       p{y-'^p-)- 

dx   __  y 


—  [(y'  +  p'f~^p 


9)1*1 


dy      p{y'  +  p') 

Cette  dérivée  s'annule  pour     y  =  pYs,/'>  —  1  • 
On  en  déduit  le  tableau  de  variation  suivant  : 


^{y-  +  p--hp'^2)iy'+p-—p\'î). 


0 

croit 

/AA'^  -  1 

croit 

/' 

croit 

-l-x 

p 

décroît 

2 

croit 

p 

croit 

-f-x 

(mil).) 

our     î/  =  0 
A  et  B  sont  parallèles  à  Oy. 


Gomme  —  est  nulle  pour    y  —  0     et     y  =  p\/\fi  —  1>   les  tangentes  aux  points  correspondants 
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2.  L'aire  demandée  (qui  est  couverte  de  hachures  sur  la  figure)   est 
égale  à 


ou,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur  en  fonction  de  y, 


p-i^ 


-p      y'^p' 
y' 


y- 


L'intésrrale  indéfinie        j  (p — x -^ r)'/'/ 


peut  s'écrire 


elle  est  égale  à 


R'/--^-p-arctg-^. 


-'P.'       ■'     '  J  y'  +  p' 


Cette  expression  s'annule  pour    y  =  0;     pour    ;/ =  p    elle  prend  la  valeur    P\'^~'t)'    '^°"*^ 

-^■(l-î)^ 

3.  Écrivons  que  la  droite  (1)  passe  par  le  point  (a,  ^),  nous  obtenons  l'équation 

(2)  2niXx  —  p)  —  2ni'3-4-m-(2a  4-;j)  — 2)7i^+ p  =  0, 

qui  admet  comme  racines  les  coefficients  angulaires  des  cordes  de  longueur  2/>^  2  qui  passent  parle 
point  (a,  i).  Comme  cette  équation  est  du  quatrième  degré  par  rapport  à  m,  l'enveloppe  de  ces  cordes 
est  de  quatrième  classe. 

L'équation  du  lieu  demandé  s'obtiendra  en  écrivant  que  l'équation  (2)  admet  deux  racines  dont  le 
produit  est  égal  à    — I. 

Soient  m,,  m„,  nu,  vu  les  quatre  racines  de  l'équation  (2).  Nous  avons  les  relations 


ni,  -1-  vil  ■+-  m,  +  nii  = 


(3) 


+-P 


(m,  -hm.^j{m3-hnh)-\-m,rn.2-irm^7iu  =         _       , 

-V  *      P) 

7;i,ïHo(h<3  4- nu)-i-"'3'".(»i, -h  wi.j)  =  > 


p 

Nous  avons  de  plus     ni,m2  =  —  1,     et  par  suite     nij»),  =  —  — — — — ■ 

La  première  et  la  troisième  deviennent  alors 

a  p 

(m,  ■+-  m,)  +  (jjij  -f-  »!,)  =  - — ^.     —  («13  -I-  îHt)  -  -^f^ — ::r('"'  "^  *"■'>  — 


i  —  p 

Nous  en  tirons  aisément 

'li 
);i,  -+-  rHj  — 


nti-hnh  = 


2(a-p) 


-? 


2a  — 3/j'  "■■'   (a  — ;j)(2a-3p) 

et,  en  portant  les    valeurs    de    wi,j)Ij,    m^nuy    Mi  +  wi.,    et    7/13 +  »it    dans  la 
seconde  des  relations  (3),  nous  obtenons  en  définitive 

i^^(—  2a  -+-  p) 


(a_p)(2a-3p)' 


—  1 


2(a-p)  2(a-/.) 
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on,  en  simplifiant,  et  en  remplaçant  a  et  ^  par  x  et  y 

,,  _       .T(2.r— 3p)2 
■''  "  2('2.r  — />)     ■ 

Telle  est  léqualion  du  lieu.  Elle  représente  une  courbe  du  troisième  degré  dont  la  construction  ne 
présente  aucune  dilliculté.  Elle  est  symétrique  par  rapporta  Ox,    tangente  à  l'origine  à  Oy  et  admet 

pour  asymptote   la   droite    .r  =  -^  ■ 

Jean   SOUDET,  lycée  de  Rouen. 

lionnes  solutions  par  MM.  Marins  BoiinsEvnE,  .=>!'  de  ligne,  à  Conipiègne  ;  P.  Brizaru,  à  Paris  ;  Bros  ;  M.  Constand.^ki  ;  G. 
CoTTY  ;  J.  D.  Ddfaot,  à  Poitiers  ;  G.  Foicnv,  il  Koanne  ;  li.  Mankn,  école  Sie-Made,  à  AIbi  ;  I-.  Simo.n,  instituteur  à  Doude- 
ville  (Seine-Inférieure). 


1628.  —  On  donne  une  circonfcrence  C  cl  une  droite  1).  Lu  droite  est  olilique  sur  le  plan  de  la  cir- 
conférence  et  ne  passe  pas  par  le  centre.  Un  point  matériel  P,  mobile  sans  frottement  sur  la  circonférence, 
est  attiré  vers  la  droite  par  une  force  perpendiculaire  à  celle-ci  et  proportionnelle  à  la  distance  du  point  à 
la  droite.  Trouver  les  positions  d'équilibre  de  P.  Examiner  en  particulier  les  deux  cas  suivants  : 

1°  La  droite  D  rencontre  la  droite  A  menée  pir  le  centre,  perpendiculaire  ment  au  plan  de  C; 

'È"  Le  plan  de  G  contient  la  perpendiculaire  commune  à  D  et  A. 

Pour  que  le  point  P  soit  en  équilibre,  il  faut  que  la  force  qui  le  sollicite  soit  normale  au  cercle  au 
point  P.  On  est  donc  conduit  à  chercher  un  point  P  du  cercle  C,  tel  que  la  perpendiculaire  menée  de 
ce  point  à  la  droite  D  soit  perpendiculaire  à  la  tangente  en  P  au  cercle. 

Soient  0  le  centre  du  cercle  et  A  le  point  de  rencontre  de  la  droite  D  et  du  plan  du  cercle.  Nous 
prendrons  pour  origine  le  point  0,  pour  axe  des  x  la  droite  OA,  pour  axe  des  y  ime  perpendiculaire 
à  OA  dans  le  plan  du  cercle,  et  enfin  pour  axe  des  ;  une  perpendiculaire  au  plan  du  cercle. 

Les  équations  du  cercle  sont  alors        x-  -h  y-  —  K'  =  0,         :  =  0, 

et  celles  de  la  droite  D  =  —  =  — , 

?         ï 
a  désignant  l'abscisse  du  point  A. 

Soit  P(«',  y',  0)  un  point  du  cercle  ;  nous  avons 

(1)  x"  +  y"-  —  l{'  =  0. 

Nous  allons  écrire  que  le  plan  normal  au  cercle  au  point  P  rencontre  la  droite  D  en  un  point  B  tel 
que  PR  soit  perpendiculaire  à  la  droite  D. 

Un  point  quelconque  de  D  a  pour  coordonnées    a  +  ap,    pp,  yp  ;  en  écrivant  que  ce  point  est  dans 

X          y                                  a  +  ao          Bo                                                           ay' 
le    plan  normal     — r  =  -^j     nous   avons     ; —  =  —V'     d  où  nous  tirons      ?  =  -r— ; r'      '  ^'' 

'  x'         y'  x'  y'  ?x  —  oty 

suite  les  coordonnées  du  point  li  sont 

fl^.r'  rtPy'  a-iy' 


Les  paramètres  directeurs  de  PB  sont  alors    -— ;-  —  x' 


''?y' 

?x' 

—  ' 

^x'  —  ay'  px'  —  ay'  ^x'  —  ay' 

'  —  ay'  !ix'—  ai/'         ''  ^x  —  ai/ 

et  cette  droite  sera  perpendiculaire  à  D  si  l'on  a 


*■       ■:i)^^ié^=<> 


ix'  —  ay'  )  \  'px'  —  ay'        '    J  ?x'  —  ay' 

m  («^'  +  Wt^x'  -  ay')  -  aa^o,-'-  a(p*  -+-  f)y'  =  0. 

Les  coordonnées  du  point  P  sont  définies  par  les  équations  (1)  et  (2).  On  peut  dire  aussi  que  les 
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positions  d'équilibre  sont  les  points  communs  au  cercle  C  et  à  la  conique 

(H;  (ax  -t-  ?y){'^x  -  cLij)  —  aaS.r  -  a{'f-  -+-  Y')y  =  0. 

Celle-ci  est  une  hyperbole  équilalère  passant  par  le  point  0  et  par  le  point  A. 

Elle  rencontre  le  cercle  en  quatre  points  dont  deux  sont  toujours  réels.  11  y  a  donc  en  général  quatre 
positions  d'équilibre,  dont  deux  sont  toujours  réelles. 

Cas  particuliers.  1"  La  droite  D   rcncuiUre  la  droite   '\   menée  par  le  centre  perpendirulairement  au 
plan  de  C. 

Dans  ce  cas     i  =  0,     et  l'équation  (Hi  devient 

!/(a-a-  +  fc;-j  =  0. 

Elle  représente  deux  droites  :  Taxe  des  .r  qui  rencontre  le  cercle  en  deux  points  réels  M  et  N,  et  la 

,     .                      ay- 
aroile     x  _ —    qui  rencontre  le  cercle  en  deux  points  symétriques  par  rapport  à  Ox.  Ces  points 

ne  sont  réels  que  si     — —  <;  |{. 

2"  Le  plan  de  C  contient  la  perpendiculaire  commune  à  D  et  a   d. 
Dans  cette  hypothèse,     a  =  0;     l'équation  (H)  s'écrit 

;/|^-:r-a(p^  +  f)]  =  0. 
Elle  représente  encore  deux  droites  :  l'axe  des  .'■  qui  rencontre  le  cercle  aux  points  M  et  N,  et  la 

qui   rencontre  le  cercle  en  deux  points  symétriques  par  l'apport  à  O.r.  Ces 


droite    .-=  "^'^f) 


points  ne  sont  réels  que  si      — ^ Ll  <^  [l. 

Remarque.  —Soient  P  une  position  d'équilibre,  PB  la  perpendiculaire  à  la  droite  D,  et  PT  la  lanyenle  au 
cercle  C  au  point  P  ;  PB  est  perpendiculaire  à  PT. 

Projetons  la  figure  sur  un  plan  t.  perpendiculaire  à  la  droite  D  et  rencontrant  cette  droile  an  point  B'. 
Le  cercle  C  se  projette  suivant  une  ellipse  C,  le  point  P  au  point  P'  de  celte  ellipse,  et  la  tangente  PT  sui- 
vant la  tangente  PT  à  l'ellipse.  L'angle  T'P'B'  est  un  angle  droit,  puisqu'il  est  la  projection  de  l'angle  droit 
TPB  dont  le  côté  PB  est  parallèle  au  plan  de  projection.  Il  en  résulte  que  B'P'  est  normale  à  rclllpse  C  au 
point  P'. 

Et  inversement  à  toute  normale  menée  du  point  B'  a  l'ullipse  correspond  une  position  d'é(inilihn'  P  sur 
le  cercle. 

Par  .suite,  les  positions  d'équilibre  cherchées  ont  pour  projections  les  pieds  des  normales  issues  du  point  B' 
à  l'ellipse  C.  11  y  a  donc  en  général  quatre  positions  d'équilibre,  qui  sont  réelles  toutes  les  quatre  si  le  point 
B'  esta  l'intérieur  delà  développée  de  C  et  dont  deux  seulement  sont  réelles,  si  B'  est  à  l'extérieur  de  cette 
développée. 

Examinons  maintenant  les  cas  particuliers. 

)o  Si  D  rencontre  a,  le  point  B'  est  situé  sur  le  petit  axe  de  l'ellipse  (.'.  Deux  des  pieds  des  normales  sont 
les  sommets  du  polit  axe,  et  les  deux  autres  sont  .symétriques  par  rapport  à  cet  axe. 

2"  Si  la  perpendiculaire  comuuine  à  D  et  A  est  dans  le  plan  du  cercle  C,  le  grand  axe  de  l'ellipse  passe 
par  le  point  B'  ;  deux  des  pieds  des  normales  sont  les  sommets  de  cet  axe,  et  les  deux  autres  sont  symétriques 
par  lapport  à  cet  axe. 

On  en  déduit  aisément  dans  ces  deux  cas  les  positions  correspondantes  du  point  P  sur  le  cercle  C. 

G.  f.OTTY,  élè\e;i  l'ICcolc  normale  supérieure. 

fionnes  solutions  par  MM.  P.  Aldeiitini,  à  Nice;  Amblaiid,  cuiulucteur  des  pouls  et  chaussées  à  lluines  (Cantal);  Hnos  ; 
I'.  liBizABii,  à  Paris;  G.  Foucav,  h  Roanne. 


1629.  —  Un  point  parcourt  une  développante  de  cercle,  de  telle  façon  ijuc  la  tangente  tourne  avec 
une  vitesse  angulaire  constante.  Déterminer  la  vitesse  cl  l'accélération  totale  de  ce  point.  Construire  Vhodo- 
graphc  du  mouvement. 
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Soient  M  le  point  mobile  sur  la  développante,  P  le  point  correspondant  du  cercle,  et  A  le  point 
où  la  développante  rencontre  le  cercle  ;  P.M  Louche  le  cercle  au 
point  P  et  l'on  a    MP  =  arc  AP. 

Puisque  la  tangente  au  point  M  à  la  développante  est  parallèle  au 
rayon  OP,  celui-ci  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w, 
et  si  l'on  prend  comme  origine  des  temps  l'instant  où  le  point  AI  est 
en  A,  l'angle  de  OA  avec  OP  est  égal  à  ml. 

On  en  déduit  aisément  les  coordonnées  x,  y   du  point  M  eu 

•*■    fonction  de  t.  Il  suffit  de  projeter  le  contour   OPM   sur  les  deux 

axes,  en  remarquant  que  les  cosinus  directeurs  de  OP  sont  cos-o/ 


(•"'-j! 


et  sin  Mi,   et  ceux  de   P.\l     cos 
sin  w/  et   — cosojL 
=  Rfcos  (o(  -1-  hil  sin  lot),  y  =  R{sin  mI  —  mI  cos  mi) 


et     sin    mI  — 


On  trouve  ainsi 

Les  projections  de  la  vitesse  sur  les  deux  axes  sont  alors 

rfx        „    „  du 

-—  =  Roi-l  cos  10^,  -f-  =  R(o-^  sin  o,t, 


et  par  suite 


m= «'"' 


dt 

i-  ou 


Rw^/. 


La  vitesse  est  proportionnelle  au  temps,  le  mouvement  est  uniformément  varié.  Calculons  mainte- 
nant l'accélération  y.  Nous  avons 


d-x 


d' 


et 


,-r  =  Rw-(cos  t"<  —  Mt  sin  w/),  -—f-  =  R(u^(sin  («/  +  lol  cos  w/). 

d-.c\^       (  d-v    '- 

Ce  résultat  peut  s'obtenir  autrement  en  calculant  l'accélération   tangentielle  -.-,  et  l'accélération 

normale  -,•-„,  et  en  s'appuyant  sur  la  formule    •(■'  =  Y/'  +  Tu- 

dv        .     ,        ,,  v^ 

d  autre  part    -'„  =  —  •     Mais  le  rayon  de  courbure  ?  au  point  M  de 

R-<o'r2 
=     „    .     =  Rui'/.     On  en  déduit 


En  effet     y   =  -7^  =  Ro 
dl 


la  développante  est  égal  à  PM  ;  donc     -  =  Rw<;    par  suite. 


Y"   =    R-Oj'  -t-  R2w«i2    =    R^cu-(1  -h  lu2;ij. 

Les  coordonnées  X,  Y  d'un  point  de  l'hodographe  sont    X  =  R(.j-<cos  ^t,     Y  =  Rw-^sin  mI. 
On  en  conclut  que  les  coordonnées  polaires  r  et  9  de  ce  point  sont    r  =  \\<o-l,    6  =  w/. 
En  éliminant  /  entre  ces  deux  relations,  on  voit  que  l'équation  de  l'hodographe  est 

/■  =  RcuO  : 
elle  représente  une  spirale  d'Archimède. 

R.  MANEN,  école  S"'-Marie,  à  Albi. 

Bonnes  solutions  par  MM.  P.  Albertisi,  à  Nice  ;  Marius  Bocrseïhe,  54»  de  ligne  à  Compiègne  ;  P.  I!nizAi<i>   à  Paris  ■  Bros  ■ 
G.  CoTTY ;  G.  FoucRT.  '  '  '  ' 
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16ii.  —  /■^tant  données  Irois  droiles,    on  considère    loules  h's    liypocycloïdes   à    trois  rel/roussemenis 
tanyentes  à  ces  trois  droites. 

i"  Lieu  du  centre  de  ces  hypocycloïdes  ; 
2°  Enveloppe  de  leur  cercle  inscrit  ; 
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3°  Montrer  qu'il  existe  «n  triangle  fixe  dont  les  côtés  coupent  sous  un  angle  donné  V  toutes  les  hi/pocy- 
cloides  considérées.  Le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  et  son  centre  de  gravité  sont  fixes,  quel  que 
soit  l'angle  V. 

1=  Lieu  du  centre.  —  Une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements,  de  centre  Xo,  y»,  et  dont  le  cercle 
inscrit  a  pour  rayon  R,  est  l'enveloppe  des  droites  dont  l'équation  générale  est 

(1)  {'V  —  ^o)  cos  ?-+-(«/ —  î/o)  sin  o  =  Rcos(3tp  —  0), 
0  étant  un  angle  constant  qui  définit  l'orientation  de  la  courbe. 

Posons  X  -h  iy  =  ?,         x  —  ig  =  r,,         Re^'"  =  X,         Re'"  =  ^,         e-''  =  t  ; 

l'équation  ci-dessus  devient 

(2)  i-ht-n  =  ^0  +  l'.n  -+-  >/-  -h  -y  • 

Plaçons  l'origine  au  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les  trois  droites   données,  et 

prenons  le  rayon  de  ce  cercle  pour  unité. 

Soient  A,  B,  C  les  arguments  des  trois  sommets.  L'équation  du  côté  BC  est 

B-^-C            .     B  +  C                D  — C 
^  cos  — ^ 1-  y  sm  — ^ —  =  cos  — 

Posons  a  =  e'*»  P  =  e'",  y  =  e"^  ; 

les  équations  des  trois  droites  données  deviennent 

(3)  l-^^jr,  =^-h",  ?  +  Y'"^  =  ï -+- ^>  f -f- 0^7)  =  a  +  ^. 

Dans  l'équation  (2)  faisons  successivement     t  =  ^y,     t  =  -(i,     t  =  afî,     et  identifions  les  seconds  mem- 
bres des  équations  obtenues  respectivement  avec  ceux  des  équations  (3). 

Il  vient  ainsi 

1 

Pï 

(r)     )    5o-l-YavioM- =-,•-1-='' 

=0  -i-apT,o-t- =  a  +  p. 

Ces  équations  expriment  que  la  courbe  touche  lesdroites  données. 

Pour  obtenir  le  lieu  du  centre  ?„,  ti„,  il  suffît  d'éliminer  X  et  .u  entre  ces  trois  équations.  L'élimi- 
nation s'opère  sans  aucune  difiiculté  puisque  les  équations  sont  linéaires. 
Soit    i'  —  Sï^  -I-  Tz  —  P  =  0,     l'équation  dont  les  racines  sont  a,  ^,  •;. 
On  trouve  que  le  résultat  de  l'élimination  de  X,  jx  peut  s'écrire 
T 

"F 
le  lieu  demandé  est  donc  une  droite  A. 

Remarquons  que  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  triangle  sont  données  par 

On  en  déduit  celles  du  point  de  concours  des  hauteurs  II  et  celles  du  centre  du  cercle  des  neuf 
points  w  par  les  relations  OU  =  30G  =  20io, 

...  f         .  T.  S  T 


•0.-|-)-s(.-I,)  =  O; 


L'équation  de  la  droite  A  peut  donc  s'écrire 

'l,„(Ç-U+t(r,-rJ  =  0, 

d'où  l'on  déduit  que  la  droite  A  est  la  perpendiculaire  à  Ow  menée  par  le  point  w,  ou,  si  l'on   veut,   la 
perpendiculaire  au  segment  OU  en  son  viilieu. 

2"  Enveloppe  du  cercle  inscrit.  —  Le  cercle  inscrit,  de  centre  ;„,  t,„   et  de  rayon     R'-  =  Xj^     a  pour 
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équation 

(;-;„)(----..)  =  >.;-. 
Or  il  est  facile  de  véritier  qu"on  peut  déduire  des  équations  (rj  les  suivantes 

S[x-f-P|„=0,  TX4-T,„=0. 

Prenons  la  droite  OH  pour  axe  des  x.  Son  équation  sera  alors     ;  — t  =  0,     et  posons    OH  =  2A, 
d'où  S  =  2/i,  T  =  2P/i,  ^0  +  \,  =  2/i  : 

nous  pouvons  alors  poser 

^                            "^                                                                                 ,0  —  1                              —  Pis-t-1) 
;„  =  h'A-+-  p),  T,„  =  /«(!—?),  d  ou  A  =    '  ,-,p     ,  [>■  =  ^ ; 

l'éfiuation  du  cercle  devient  ainsi 

i  —  'J 

:.,,  _/,(!_  o)\  -h[\+  p)t,  +  hHi  -  ?2)  =  — j^  , 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  p, 

(1  -  kh'-y-  -H  4A(;  -  T,)?  +  4?T,  —  4/K  ;  -t-  r,)  +  U^  -  1  =  0, 
d'où  l'on  déduit  l'équation  de  l'enveloppe 

W-{\-r,f  =  (l  —  W)[4;t,  —  i/i(:+ï,)+  W-—\], 
équation  d'une  conique  de  centre     ;  =  r,  =  h,     et  dont  les  axes  sont   OH    et   -\.    Le  cercle  mobile 
ayant  son  centre  sur  A  est  constamment  bitangent  à  cette  conique. 
L'équation  de  cette  conique  peut  également  s'écrire 

^T,  =     /i(;  -H  ï.)  H I  ,  ou,  en  coordonnées  ordinaires,         x-  ^if  =  i  2/ix  -\ ~ 

On  voit  sous  cette  forme  que  le  point  0  est  un  foyer.  Donc  H   est  l'autre  foyer,  puisque  l'axe  A 
est  perpendiculaire  au  milieu  de  OH. 

D'ailleurs  ce  fait  pouvait  être  vérifié  autrement.  Soit  en  eiïet  1  le  centre  du  cercle 

le  rayon  du  cercle  a  pour  carré  

-^'-^'  d'où  ^  =  4/.^  =  C.% 


4      ' 

donc  le  cercle  est  vu  du  point  0  sous  un  angle  constant,  ce  qui  suffit  à  prouver  que  le  cercle  enveloppe 
une  conique  de  foyer  0,  puisque  son  centre  décrit  une  droite. 

On  peut  véritier  par  un  calcul  facile,  que  la  droite   BC,    par  exemple,  ou     ;  +  ^-n,  =  3-)- y,      est 
tangente  à  la  conique.  Donc  enfin  : 

L'enveloppe  du  cercle  inscrit  est  la  conique  inscrite  au  triangle  donné,   et  dont  les  foyers  sont  le  centre  ^ 
du  cercle  circonscrit  et  le  point  de  concours  des  hauteurs. 

Le  cercle  mobile  a  son  centre  sur  l'axe  non  focal  et  reste  bitangent  à  cette  conique. 

3°  Triangles  isogonaux  à  l'hgpocijcloïde.—  Cherchons  l'équation  générale  des  droites  qui  coupent  à 
angle  constant  la  courbe  enveloppée  par  la  droite 

(1)  .r  cosç +)/ sino  =  R  cos  (3=  —  9). 

Le  point  de  contact  est  donné  par  cette  équation  et  celle  qu'on  obtient  en  dérivant  par  rapport  à  = 

{!')  —  X  sin  a  -H  1/  cos  o  =  —  3R  sin  (Sa  —  0). 

L'équation  cherchée  sera  de  la  forme 

(X  —  r)  cos  (ç  +  V)  -H  (Y  —  y)  sin  (o  -+-  V)  =  0, 
V  étant  un  angle  constant,  ou 

1 

-— |X  cos  ('f-f- V)-f- Y'  sin(o  -+-  V)]  —  cos  V{a;  coso-+-y  sin  o) h- sin  V(— x  sins-f-j/  cos  o) 
R  ■"  ' 

=  cos  V  cos  (3?  —  e)  —  3  sin  V  sin  (3?  —  0). 

Posons  a,  +  V  =  'i,  3V  +  ei=e', 
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l'équation  devient 

X  cos  'i  -+■  Y  sin  -l  —  R  cos  V  cos  &l  —  <)')  —  3R  sin  V  sin  (S'I*  —  6'), 
ou  ;e-ii  +  T,e''J'  =  lie— 'S'icos  V  +  3i  siu  V  eSii  _f-  ReiO'(cos  V  —  3i  sin  V)e-3i'4'. 

Posons 

e2i'i  = /,  Re-'"  =>.,  Re'"  =  u,  cos  V  +  3i  sin  V  =  H,  cos  V  -  3/ sin  V  =  K 

et  supposons  que  le  centre  de  la  courbe  soit  transporté  en  un  point  ;^,  t,,-,.  L'équation  devient 

(2')  l  +  lt,^  ;„  ~  ir,  -+-  HU'  -+-  ^ . 

Pour  V  =  0,  H  =  K  =  l,  et  l'on  retrouve  Téquatiou  générale  (2)  des  tangentes  que  nous  avons 
donnée  au  S  1°-  Les  axes  étant  ceux  que  nous  avons  définis  au  S  1,  les  équations  r  subsistent  et  per- 
mettent d'exprimer  ;„,  t,^,,  à,  [x  en  fonction  linéaire  d'un  même  paramètre  p. 

Si  une  droite     ;  +  ot,  =  a    coupe  sous  l'angle  donné  V  toutes  les  courbes  considérées,  l'équation 

^    >  a  =  ;„  +  çr,o  -+-  Hao^  h — 

'  o 

devra  être  satisfaite  quel  que  soit  p. 
Les  équations  r  donnent 

P«„  -t-S.u  =  0,  r,o  +  n  =  0  et  /"(X,  a)  =  P^X  4-  (Ji  -+-  P  =  0. 

Substituant  ?o  et  t,o  dans  l'équation  (r'j,  cette  dernière  devient 

(T^2  _  H.^3)x+ /A -^  _  KVa  4- a<?  =  0. 

Identifions  avec    /"(X.  pi  =  0,     nous  obtenons 

(H  '  Jf^^^l.-K  =  ^ 

p2  p     .  p     ' 

d'où 

(r)  Hc?5  —  To'  +  SPç  —  KP-  =  0, 

équation  du  troisième  degré  qui  donne  pour  ?  trois  valeurs.  A  chacune  d'elles  correspond  une  valeur 
de  a  donnée  par  (r")  ;  donc  il  existe  trois  droites  satisfaisant  à  la  question. 

On  vérifie  d'ailleurs  que  pour  H  =  K  =  1  les  racines  de  l'équation  {o)  sont  8-;,  -/a,  a3,  c'est-à- 
dire  que  pour    V  =  0    les  trois  droites  sont  les  droites  données. 

P 
Posons     5  =  -;-,     l'équation  (o)  devient 

(-1-)  '       K'i,'-S'J>2-t-T'i— HP  =  0  avec  a  =  S  — K'i, 

les  racines  de  l'équation  (4)  se  réduisant  à  a,  p,  y  pour    V  =  0.     Soient  ■],'  et  |"   deux  de  ces  racines. 
Les  droites  correspondantes  sont 

P  P 

;  -I-  --■',=  S  -  IvV,  ;  -H  —  r,  =  S  -  K'!-", 

■y  •  ^" 

K 

leur  point  d'intersection  a  pour  coordonnées      ;  =  S  —  K{^'  -f-  Ç),      r,  —  —  tj,'^", 

mais  soit  -l  la  troisième  racine  de  l'équation  (4') 

S  T  HP 

■V  -+-  'V  -I-  'V    =   -rr .  'i'V  -H  '!"}'"  +  i^V  =   -  '  'HY  =  —r- . 

K  ■         '  '  K  K 

(1  OU  ;  =  K'!-,  r,  =  -p,  d  OU  entin  ;/,  =  HK, 

ou  X-    -1/*  =  COS- V -t-!)  sin'M', 

équation  qui  montre  que  les  trois  sommets  du  triangle  considéré  sont  sur  une  circonférence  de   centre 

0  ;  aulremcnl  dit  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  noire  triangle  est  fixe. 

Le  centre  de  gravité  de  ce  triangle  a  pour  coordonnées  ;r/,  Tja'  données  par 

rw  =  K(j/-+-  ■y+.y'j  =  s  =  3$o, 
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[1 


3',o, 


ÎG,  '■/Q  étant  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  triangle  donné.  Donc  le  centre  de  gravité  de  notre 
triangle  est  bien  fixe  et  coïncide  avec  celui  du  triangle  donné. 

Note.  —  Nous  laissons  aux  lecteurs  le  soin  de  vérifier  les  résultats  suivants  : 

1 .  Le  lieu  du  point  de  contact  de  l'hijpocijcloide  mobile  avec  une  droite  parallèle  à  une  direction  fixe  o 
est  une  droite  D,  dont  l'enveloppe  est  une  courbe  unicursale  de  quatrième  classe  quand  o  varie. 

2.  On  peut  en  conclure  que  le  centre  de  courbure  au  point  de  contact  de  l'hi/pnci/cloïde  avec  chacun  des 
côtés  du  triangle  donné  décrit  une  droite. 

3.  f.a  droite  qui  joint  les  points  Al'M"  de  la  courbe  oii  1rs  tangentes  sont  parallèles  à  deux  directions 
données  o',  o"  enveloppe  une  parabole  tangente  aux  droites  D',  D"  correspondantes. 

Démonstration  géométrique  de3  i  1  et  2.  —  1°  Nous  .liions  d'abord  déicrminer  les  hypocycloïdes  tan- 
gentes à  trois   droites  tionnées.  Soit  ABC  le   triangle  fornu'  par   ces  trois  droites,  et  M  un  point  du  cercle 

circonscrit  0.  Si  par  .M  on  mène  aux  côtés  du  triangle  (rois  obliques 
qui  les  coupent  sous  le  même  angle,  on  sait  que  les  pieds  A',  G',  C 
de  ces  trois  obliques  sont  en  ligne  droite. 

Soit  B'  le  pied  de  l'oblique  MB'  sur  .VB,  C  le  pied  de  l'oblique 
MC  sur  AC.  Les  perpendiculaires  à  AB,  AC  en  B',  C  se  coupent  en  un 
point  M'. 

Soit  0  =  MC'C  =  MB'B.  L'angle  0  restant  constant,  et  le  point 
M  se  déplaçant  sur  le  cercle  0,  cherchons  le  lien  du  point  .M'. 

Les  angles  CMB  et  C'.MB'  sont  épaux.  Donc  C'.MB'  est  le  supplé- 
ment de  l'angle  A  du  triangle.  Donc  les  quatre  points  A,  C,  .M,  B'  sont 
sur  une  même  circonférence. 

La  circonférence    B'AC  passe  d'ailleurs  en    M',  et  .\M'   en  est  un 
diamètre. 
Donc  la  circonférence  de  diamètre  .\.M'  passe  en  M  et  ram;le  A.MM'  est  droit. 

Donc,  en  premier  lieu,  la  droite  .\l.\r  passe  par  un  point  fixe  a,  diamétralement  opposé  à  A  sur  le  cercle  0, 
et  en  second  lieu,  l'angle  A.MM  est  égal  h  AB'.M  =  G.  Donc  le  lieu  du  point  M'  est  une  circonférence  pas- 
sant par  A  et  par  a. 

Lorsque  le  point  M'  se  déplace  sur  cette  circonférence  0',  la  droite  B'C  qui  joint  les  projections  de  M' 
sur  AB,  AC,  enveloppe,  comme  on  sait,  une  hypocycloide  à  trois  rebroussements  Ungente  à  AR,  .\G. 

Donc  la  droite  .\'C'C',  définie  comme  joignant  les  pieds  des  obliques  îi  an^le  0  issues  de  M,  enveloppe  une 
hypocyclo'ide  3{ti  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  donné.  En  faisant  varier  0  on  obtient  toutes  les  hypocy- 
clo'ides  tangentes  aux  trois  droites  données. 

La  circonférence  0'  coupe  AB,  AC  en  Bj,  V,.  l.'hypocycioïde  Jgo  est  l'enveloppe  des  droites  de  Simson  du 
triangle  AB.Ci.  Son  cercle  inscrit  est  donc  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle. 
Nous  devons  d'abord  chercher  le  lieu  du  centre  co'  de  ce  cercle. 
Soit  H'  l'orthocentre  du  triangle  ABiC,.   Le  point  (o'  est  le  milieu  de  O'H'. 
Le  point  0'  décrit  une  droite  OK  perpendiculaire  à  AO  en  0. 
Le  point  H'  décrit  aussi  une  droite.  En  effet,   la   projection  de  a  sur  BiCi  est 
en  ligne  droite  avec  les  projections  B.  C  de  ce  point  x  sur  .■VBi,  .\Ci  ;  donc  BiCi 
enveloppe  une  parabole  de  foyer  a  et  de  tangente  au  sommet  BC,  tangente  à  AB 
et  à  AC.  Le  point  H'  décrit  donc  la  directrice  de  cette  parabole.  Celte  directrice 
contient  l'orthocentre  H  du  triangle  .\BC  et  est  parallèle  à  la  tangente  au  som- 
met BC.  C'est  donc  la  perpendiculaire  KH'  à  AH  en  H.  Enfin,  d'après  une  pro- 
priété connue,  AO'  et  AH'  sont  également  inclinées  sur  les  bissectrices  de  l'angle 
BAC,  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  sur  celles  de  l'angle  0.\H. 
rivent  sur  KH,  KO  deux  divisions  homographiques  semblables 
00'  _   AO^ 
HH'  ~  AH  ■ 
Donc  O'H'  enveloppe  ime  parabole  tangente  à  KO  et  à  KH.  Donc  le  milieu  oj'  de  O'H'  décrit  une  droite, 
tangente  à  cette  parabole. 


Donc  H'  et  0'  dé 
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Le  !)oint  oj.  milieu  de  OH,  est  un  point  du  lieu. 
Soient  Hi,  Oi  les  points  de  rencontre  de  KH, 
AO  et  de  KO,  AH.  Le  milieu  oj,  de  HiO,  est  encore 
un  point  du  lieu.  Mais  toi  est  le  centre  d'un  cercle 
de  diamètre  HiOi  qui  passe  en  0  et  H.  Donc  la 
droite  œiw  est  la  perpendiculaire  au  milieu  de  OH. 
Donc  enfin  la  droite  lieu  de  tu'  est  cette  perpendi- 
culaire. 

Ou  bien  le  triangle  AOH  donne 
AO      _     AH 

sin  Oo  ■ 


AOcosOi  =  AHcosHi, 


GO'cosOi  =  HH'cosH,, 


sin  Ha 

ou,  en  vertu  de  la  proportionnalité, 

AO   _    AH 

00'  ~   HH' 
c'cstk-dire,  en  appelant  0',,  H'j  les  projections  de 
0',  H'  sur  OH 

OO;  =  HH,. 

Donc  le  milieu  w  de  OH  est  également  le  milieu 
de  Oj'HJ.  Donc  le  point  w  est  sur  la  perpendicu- 
•"  laire  à  OH  en  w. 

2»  Nous  devons  chercher  maintenant  l'enveloppe  du  cercle  <»'.  Le  rayon  de  ce  cercle  est  la  moitié  du  rayon 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABiCi,  c'est-à-dire  la  moitié  de  AO'. 
Soit  Al  la  projection  de  A  sur  OH. 

ÔÔ'  tÔÔ'  2ÔÔ^^ 


o'o;  ■ 


H' h;  ■ 

2(5Â 


00'  sin  Oi  ■ 


HH'sinH, 

20A 


20A 


"    OA  sinOi -h  HAsin  Hi        OA  cos  Oi 
Donc  le.s  triangles  wioO  et  OO'A  sont  semblables,  d'où 

0(1)'  (0 


HA  cos  H-i 


0A,+A,H 


20A 
OH 


(X\_ 


AO' 


Ou) 


Ou 


le  cercle  (w')  est  vu  du  point  0.  Puisque  AO' 


Le  rapport  — ^  est  donc  constant.  Soit  2m  l'angle  sous  lequel 

„    •  AO' 

est  le  double  du  rayon  de  ce  cercle,  on  a  2  sin  h  =  -^^  ; 

donc  l'angle  u  est  constant. 

Doncle  cercle  w'  dont  le  centre  décrit  la  droite  wu)',  et  qui  est  vu  du  point  0  sous  un  angle  constant, 

enveloppe  une  conique  k  laquelle  il  reste  constamment  bitangenl. 
Le  point  0  est  un  foyer  de  cette  conique.  Le  point  H,  symétrique 
de  0  par  rapport  à  ww',  est  l'autre  foyer.  Le  cercle  des  neuf  points 
(o))  du  triangle  ABC  est  le  cercle  principal.  Le  cercle  (0)  circons- 
crit au  triangle  ABC,  est  un  cercle  directeur,  et  on  en  déduit  que 
la  conique  est  inscrite  au  triangle  ABC,  puisque  les  projections 
des  foyers  sur  les  côtes  sont  sur  le  cercle  principal  (lo). 

Conxi'quences.  —  1.  Il  existe  une  hypocycloïde  tangente  à  4 
droites  et  une  seule.  Son  centre  est  donc  bien  déterminé.  Donc  nous 
pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  de  géométrie  élémentaire  : 

h'tant  données  quatre  ihoites  qui  forment  quatre  triangles,  on 
construit  dans  chacun  de  ces  triani/les  le  centre  0  du  cercle  circons- 
crit et  ïovthocentre  H.  On  obtient  ainsi  quatre  segments  Oilli,  OoHî, 

O.llj.    0.11;. 

Les  perpendiculaires  aux  milieux  de  ces  quatre  segments  sont 
quatre  droites  concourantes. 

2.  l'onstruire  l' hypocycloïde  tangente  à  quatre  droites.  —  Soit 
ABC  le  triangle  formé  par  trois  des  droites.  La  quatrième  coupe  AB  en  B'  et  AC  en  C.  Les  perpendicu- 
laires à    AB,  AC    en  ces  points  se  coupent  en  .M'. 
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On  trace  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  et  le  cercle  qui  passe  par  A,  par  M'  et  par  a  diamétrale- 
ment opposé  à  A  sur  le  cercle  AHC. 

Le  cercle  AM'i  rencontre  AB  en  Bi  et  AC  en  Ci. 

L'hypocycloïde  cherchée  est  l'enveloppe  des  droites  de  Simson  du  triangle  ABjCi,  ou  bien,  ayant  construit 
le  point  M'  et  le  point  a,  on  joint  ces  deux  points.  La  droite  obtenue  coupe  le  cercle  ABC  en  un  point  >L  qui 
est  le  foyer  de  la  parabole  taniiente  aux  quatre  droites.  Du  point  M  on  mène  MB'  el  MC.  On  forme  ainsi  deux 
angles  égaux  MB'A  =  MC'C  =  H.  Les  droites  qui  joignent  les  pieds  des  obliques  à  angle  0  issues  d'un  point 
quelconque  P  de  la  circonférence  ABC  sur  les  côtés  de  AGC   seront  les  tangentes  à  la  courbe. 

L.  BICKABT. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1692.  —  Faire  voir  que  les  formules 

"  +  $=^  +  ""'^'        ^  +  4f  =  î  +  '"'^'        -■+$  =  '■+'■"''• 

oii  0  désigne  une  fonction  du  temps,  définissent  un  mouvement  hélicoïdal  pour  des  valeurs  convenables  des 
constantes  de  lintégration. 

Exprimer  les  composantes  de  la  vitesse  en  fonction  de  la  vitesse  angulaire  w  el  de  x,  y.  z. 

Exprimer  les  composantes  de  l'accélération  en  fonction  de  u    et  -r— .    de  x,  y,  ^,  et  des  coordonnées 

X,  Y,  Z  de  la  projection  du  mobile  sur  l'axe,  de  manière  à  faire  apparaître  les  composantes  de  l'accélération 
tangentielle  et  celles  de  l'accélération  centripète. 

[En  faisant  0  =  mt,  on  voit  que  la  projection  sur  un  axe  x'x  d'un  mouvement  hélicoïdal  uniforme  est  un 
mouvement  ^ér/orfijî^ment  uniforme;  cela  est  évident  a  priori.]  G.  F. 

1693.  —  Un  pendule  est  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  représenté  par  l'arête  d'un  couteau  reposant 
sur  un  plan.  Dans  le  prolongement  de  cet  axe  et  de  part  et  d'autre  du  couteau,  on  a  fixé  au  pendule  deux  fils 
métalliques  de  même  nature,  de  même  longueur  et  de  même  section  d'ailleurs  négligeable,  qui  reposent  simple- 
ment sur  des  plans  d'appui  horizontaux,  ce  qui  évite  leur  flexion. 

(Jn  fait  osciller  le  pendule  et  on  compte    p  =  80    petites  oscillations  simples  par  minute. 

On  immobilise  ensuite  les  extrémités  des  fils  en  les  serrant  dans  des  pinces  fixes  ;  on  fait  osciller  de  nou- 
veau et  on  compte    9  =  90    petites  oscillations  par  minute. 

On  fait  tourner  les  deux  pinces  de  la  même  quantité  dans  le  même  sens  autour  de  l'axe  de  suspension  du 
pendule  de  manière  que  celui-ci,  dans  sa  nouvelle  position  d'équilibre,  fasse  avec  la  verticale  un  angle  a.  Déter- 
miner la  nouvelle  durée  d'une  petite  oscillation.  Faire  en  particulier  le  calcul  pour    a  =  60°. 

Que  trouverait-on  si  on  avait  fait  tourner  les  deux  pinces  de  la  même  quantité,  mais  en  sens  inverse? 


DEUXIEME   PARTIE 
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Concours  de  1907. 
1639.  —  On  donne  en  coordonnées  polaires  In  courbe     p  =  (i[[  —  ces  lo)     et  on  In  fait  tourner  autour 
de  la  droite     w  =  0.     Calculer  l'aire  de  la  surface  de  révolution  ainsi  engendrée  {inrideniment,  indiquer  la 
forme  de  la  courbe). 

La  courbe  est  une  cardioïde  symétrique  par  rapport  à  ox  (w  =  0;. 

L'aire  cherchée  est  évidemment    .\  =    I     l-yds  =    j    o  sin  tads. 
Calculons  ds. 
On  a 

ds  '\  -        /    rf: 


i*:  )  = 


I  -{-  çj  =  a-  sin-  u>  ■+-  a-(l  —  ces  lo)-  =  5a-(l  —  cos  t»), 
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d'où 


A=    1     2^/2-fl^(l — cos  (o)  ^  sin  turfiu  =  32-a-  /     sin' -^  cos  —  rfi  —  )  = -;;^TTaM  sin» -^  j  =—^T.a-. 

(jASTo.N  COTTY,  élève  à  l'iicole  normale  supérieure. 

Autres  solutions  de  MM.  Bros;  Bocligaxd,  lycée  de  Nantes:  II.   Boovaist  ;  M.    Consta-sdaki  ;   J.-D.   Dcfait,    à   Poitiers 
G.  FoccBï,  à  Roanne;  Malplat,  140"  d'infanterie,  11"  C'=;  Rebocili.at,  ii  Villersexel. 


1640.   —    On  considère  le  volume  V 
^1        g    leur  h  et  de  ruijons     R  = 


enlre  le  tronc  de  cône  de    révolution    AlîCD    de  hau- 


AB 


et 


CD 


et  le  cylindre  de  révolution  ABEF  de  même 


r%     axe  XX',  de  même  hauteur  et  qui  a  pour  base  la  grande  buse  du  tronc  de  cône.  On  se  donne 

-i^     le  volume  V  et  In  hauteur  h. 
f     1)     I     C    E  ,        _ 

^  1°  L'tudier  la  relation  (jui  lie  R  et  r,  en  n'oubliant  pas  que  \,  h,  R  et  r  sont  positifs. 

—  Représentation  graphique  de  cette  relation  ;  R  et  r  ont-ils  des  maxima  et  des  minima  ? 

2»  Si  le  temps  le  permet,  discuter  la  variation  de  la  surface  engendrée  par  FD  tournant  autour  de  XX' 

(anneau  circulaire)  en  fonction  de  R  ;  indiquer  la  représentation  graphique  de  cette  variation. 

Le  volume  considéré  V  est  égal  à  la  différence  des  volumes  du  cylindre  ABEF  et  du  tronc  de  cône 
ABCD 

V  =  -R-'/i  -  ~  7r/t(R2  -i-  Rr  -H  »•-)  =  -^  (2R^  —  Rc  —  r») . 


1°  V  et  h  étant  li.\es,  R  et  r  sont  liés  par  la  relation 


(1) 


2R=  —  R;-  -  r'- 


3Y 

1^ 


0. 


Considérons  R  et  ;■  comme  les  coordonnées  d'un  point  M, 
R  élant  l'ordonnée,  r  l'abscisse  ;  le  lieu  de  M  est  une  hyper- 
bole dont  la  partie  comprise  dans  l'angle  des  axes  pour  lequel 
r  et  R  sont  positifs,  nous  intéresse  seule.  Celte  hyperbole  a 
pour  centre  l'origine,  les  coefTicients  angulaires  des  asymptotes 

sont  1  et  — -•    Elle  passe  au  point      r  =0,     R  =  v/ -. 

/•;         R+2)- 


et    si    nous    considérons 


(/Il 
dr 


Fig.  1 . 


A         4R  -  r 
voyons  qu'en  ce  dernier  point  le  coetlicient  angulaire  de  la 

tangente  est  — ••    Ceci  montre  que    R   croît  de     y -5-  —r   => 
-4-  30    lorsque  /•  croît  de  0  à  -+-  m  .  Ce  qui  précède  permet 


un  tracé  très  précis  de  la  branche  d'hyperbole  IB  représentant  graphiquement  la  relation  [fig.  I) 

/T~T 
R  a  donc  un  minimum  égal  à    V/  —  — r-- 

2°  L'anneau  circulaire  considéré  a  pour  surface    A  =  -(R^  —  »•'). 
(I) donne 


—  R -I- v/9R2  —  12  A- 


3V 
r=  =  — -R(R. 


-h 


Donc 


^=T-?h-V'-"^'-^^l^]- 
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Il  nous  faut  étudier  cette  fonction  de  R,    R  variant  de 


^     9     -r.h 


i  -+-  00.   Considérons 


t/A 


dX 
rfiï 


^"  '  [rN/qR^  -  12^  -  3R^  +  2-^]  . 

\/9R2_12  — 


Pour  que  cette  dérivée  s'annule,  il  faudrait  que 
ce  qui  est  impossible  ;  on  a  constamment 


R-  9R-- 


4V^- 

■K-k- 


Ry/9R2_i2^<3R^--^. 
"  TTft  -h 


dk 


donc  ^7^  est  constamment  positif,  A  croit  constamment. 
rfR 


Pour  R  infini,  A  est  indéterminé. 


Écrivons 


A  tend  donc  vers 


A  = 


3V 


1^2 


-/( 


3V 


i2 


2V 


2V 


lorsque  R  tend  vers  l'infini.  La  courbe  représentative  a  donc  pour  asymptote     A  =  — r- 

1       V       3     V  \  37tV 


Le  coeflîcient  angulaire  do  la  tangente  au  point     (  \/ ,     — 

'  \^    ■i     T.h         "■> 

àA 


2      /( 


V     -2     r.h 


\/ÂX 
y  2-nh 


3    V 

"2    T 


croit 


2V 


La  variation  de  A  est  représentée  par  la  courbe  de  la  figure  -2. 


Gaston  COTTY, 


Autres  soUilions  de  MM.  Bnos  ;  K.  Bolvaist  ;  G.  Foucrv,  à  Roanne;  Rebooillvt,  Ti  Villersexel  ;  L.  Simon,  section  normale, 
Clu'ilons-sur-Marne. 


1641.  —  Etant  donnée  une  ellipse  E,  on  considère  une  eorde  RS  de  direelimi  (juelconiiiie  et  par  le 
pôle  P  de  cette  corde  on  mène  une  tangente  PM  au  cercle  décrit  sur  RS 
comme  diamèti-e. 

On  demande  le  lieu  du  point  de  contact  M  lorsque  la  corde  RS  se 
déplace  en  restant  parallèle  à  sa  première  direction. 

Prenons  pour  axe  des  y  le  diamètre  parallèle  à  la  direction  don- 
née des  cordes,  et  pour  axe  des  a;  le  diamètre  conjugué  au  précédent. 
L'équation  de  l'ellipse  E  dans  ce  système  d'axes  obliques  est 
.1-         1/'- 

-TJ-  -H -^  —   1   =   0. 
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Une  droite  variable  parallèle  à  Oy  a  pour  équation     x  =  X,     À  désignant  un  paramètre  variable,  et 
la  demi-longueur  de  la  corde  interceptée  par  l'ellipse  sur  cette  droite  a  pour  expression 

b' 


P'R  =  —^'a'^  —  X'. 
a 

a"- 
Le  pôle  P,  par  rapport  à  l'ellipse,  de  RS,  a  pour  coordonnées    x  =  —,    y  =  0    (P  et  P'  divisent 

harmoniquement  le  diamètre  AA'). 

Ceci  posé,  le  cercle  décrit  sur  cette  corde  comme  diamètre  a  pour  centre     P'{x  =  X,     y  =  0) 


et 


6' 


P'R  =  —  <Ja'-' 


équation 


pour  rayon 

Prenons  maintenant  un  système  d'axes  rectangu- 
laires OX,  OY,  OX  se  confondant  avec  Ox.  Dans  ce 
nouveau  système,  l'équation  du  cercle  décrit  sur  RS 
comme  diamètre  est 

(1)        (X-X)^^Y^=-^(a'^_X-^). 

Les  points  M  du  lieu  sont  déterminés  par  l'inter- 
section de   ce    cercle  (1)  avec   la  polaire   du  point 
Y=0)-    Cette  polaire  est  perpendiculaire     à   OX,   donc  parallèle  à    OY,    et  a  pour 


(X~X) 


b' 


wW'-''), 


ou,  après  suppression  du  facteur    a'-  —  '/.-    (indétermination  de  la  polaire  pour    X  = 

(-2)  x  =  x^L±£. 

a  2 
En  éliminant  X  entre  (1)  et  (2;,  on  a  l'équation  du  lieu  cherché,  à  savoir 

X-  Y- 


:a'). 


+ 


-  I 


0. 


a'-  H-  //-    '     // 

Ce  lieu  est  une  ellipse  admettant  les  axes  de  coordonnées,  OX,  OY  |)our  axes  de  symétrie.  Elle  est 
donc  concentrique  à  l'ellipse  E  et  en  outre  elle  a  pour  foyers  les  extrémités  A,  A',  du  diamètre  conju- 
gué à  la  direction  des  cordes  RS  dans  celte  ellipse  ;  en  effet  la  différence  des  carrés  des  demi-axes  est 
a"-,  donc,  etc. 

Itemaniue.  —  Cherchons  l'enveloppe  du  cercle  (i).  11  faudra  éliminer  X  entre  l'équation  (l)  et  l'équa- 
tion obtenue  en  dérivant  par  rapport  à  X,  savoir 


—  (X-X)^--^X  =  0, 


ce  qui  donne 


X  =  X 


a'2  -i-  b'- 


Uonc  les  points  où  le  cercle  (I)  touche  son  enveloppe  sont  les  points  de  rencontre  M  et  M'  de  ce 
cercle  avec  la  polaire  de  P  par  rapport  à  ce  cercle  et  l'enveloppe  se  confond  avec  le  lieu  précédent. 
D'où  ce  théorème  : 

Klanl  donnée  une  ellipse,  on  mène  des  coi-des  parallèles  entre  elles  el  sur  ces  cordes  comme  diamètre, 
on  décrit  des  circonférences  de  cercle.  Toutes  ces  circonférences  sont  doublement  tangentes  à  une  ellipse  qui 
a  pour  foyers  tes  extrémités  du  diamètre  conjugué  des  cordes  considérées  el  l'on  obtient  sur  une  de  ces  cir- 
conférences les  points  où  elle  touche  son  enveloppe  en  déterminant  le  pôle  F  de  la  corde  IIS  par  rapport  à 
l'ellipse  donnée  et  en  prenant  la  polaire  de  P  par  rapport  à  la  circonférence  décrite  sur  RS  comme  dia- 
mètre. Cette  polaire  coupe  lu  circonférence  en  des  points  M,  M'  qui  sont  les  points  demandés. 

La  démonstration  géométrique  se  trouve  dans  l'excellent  traité  de  Géométrie  descriptive  de  noire 

éminent  maître,  M.  le  Colonel  A.  M.\.nniieim,  à  qui  est  dû  probablement  ce  théorème,  d'où  il  tire  une 

solution  élégante  de  la  perspective  cavalière  d'une  sphère  (pages  ^To  et  220). 

M.  CONSTANDAKI. 

Ronnes  solutions  :  MM.  I'.  Ai.DEBTiNi,à  Mce  ;  II.  IIjuvaist  ;  Itiios  ;  V,.  {'.ottv  (solution  analytique  et  solution  géométrique)  ; 
André  Doby,  lycée  de  iJijuii  ;  G.  KoL'cnv,  à  Koannc  :  L.  Simon,  section  normale,  Clirdons-sur-Manie. 
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1642.  —  Mouvement  d'un  point  matériel  qui  part  du  repos  et  est  attiré  par    un  point  fixe  en    raison 
inverse  du  carré  de  sa  dislance  à  ce  point. 

Soient  0  le  cetilre  altraclif  el  A  la  position  iDitiale  du  mobile.  —  La  vitesse  initiale  étant  nulle,  le 

mouvement  a  lieu  nécessairement  suivant  la  droite  OA  et  dans  le  sens 

,,-'^x-.'''  ~~--,.^  de    A    vers    0.    Désignons  par   x    l'abscisse  du   mobile  à  l'instant  /. 


0  M  A      -*■       L'équation  différentielle  du  mouvement  est 

d'-x  iii'i  d'-x  11 

'"   (//-    ■"         r^  ~dF  ~  ~  ~' 

li.  désignant  une  constante  positive.  Miilliplions  par     2  -j—      et  intégrons;  il  vient 

V  dt    I  X 

la  constante  h  étant  donnée  par  les  conditions  initiales    (x  =  a,     y  =  0),  h  = —  , 

'x 
Û 


d  ou  —7-     =  -:m 


et  par  suite  "'^ 


VMM 


dl 

dx 

Nous  prenons  le  signe   — .   puisque  le  mouvement  ayant  lieu  de   A  vers  0,      —     est    constam- 
ment négatif. 

La  dislance  x  allant  en  diminuant,  la  vitesse    v  =  — —      augmente  en  valeur  absolue  et  le  point 

dl  °  ^ 

se  précipite  surle  centre  attractif  avec  une  vitesse  qui  croît  au  delà  de  toute  limite.  L'expression  de  la 
vitesse  devient  donc  infinie  pour  x  =  0;  mais  ce  fait  ne  correspond  à  aucune  réalité  physique,  une 
vitesse  infinie  n'ayant  aucun  sens  physique.  «  En  réalité  la  loi  de  la  force  et  par  suite  la  loi  du  mouve- 
ment seront  modifiées  avant  que  x  puisse  s'annuler;  il  n'y  a  donc  pas  lieu  de  se  demander  ce  qui  se 
passe  pour  x  =  0,  et  il  est  absurde  de  chercher  comme  on  l'a  fait  quelquefois,  ce  qui  se  passe  après 
l'instant  où  x  =  0.  »  (Appell,  Cours  de  Mécanique,  p.  306.) 
Si  l'on  veut  effectuer  l'intégration,  il  suffit  de  poser 

X  =  a  cos'o, 

,,  ,  111 

°°"  =  —  Is-o,  dx  =  —  2a  sin -^  cos  o  d-:. . 

X         a  a    ""    ' 

l 

On  est  ramené  à  intégrer  v'ifJ^  dt  —  2rt  -  cos-  9  rf=, 

d'où,  en  supposant  le  temps  compté  à  partir  de  l'instant  oii  le  mobile  part  du  point  A, 

/ijji  /  =  2rt  '    1     cos'ç  rf=>  —  a  ■   I     (1  -f-  cos  2a)rf-f  =  a  -  (  9  -1-  —  sin  2-f  j  —  a  ^  {'^  -i-  sin 'i  cos  9). 
Or    v  =  arccosV/  — !     cos  o  =  V/ — '     sino  =  Vl — ;     donc 


'  =  ^[-cos\/f^\/^(l-f)]- 
Le  mobile  atteint  le  centre  attractif  quand     ■  ■  =  0,     c'est-à-dire  au  bout  d'un  temps 

-       a  - 

Solutions  de  MM.  Biios  ;  G.  Oottï  ;  Louis  Galthier,  à  Fermanville. 
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1643.  —  Calculer  à  près  la  valeur  numèricjue  de  la  série 

i 1 1 1_ 

5        ;2.o-        3.0^        4.0'  ' 

doiil  le  terme  général  est —  • 

)l  .  O" 

L'erreur  commise  ea  sarrètant  devant  le  terme  -^r^:^  dans  cette  série  alternée  convergente   est 

1    _   64 

°'  "^  56   ~~  'W' 


D'ailleurs  on  a  —  =  0,2  ' 


g^  =  0,002666 


2 . 5- 

1 
475^ 


=  0,02 
=  0,0004 
0,0204 


0,202666... 
Désignant  par  S»  la  somme  des  quatre  premiers  termes,  on  aura 

S,  =  0,202666. . .  —  0,0204  =  0,182266. . . 
En  prenant  pour    Si    la  valeur  approchée  0,lS2iG0,  on  commet  une  erreur    i,   moindre  ijue    — ^• 

L'erreur  commise  sur  S  sera  s  =  z,-\-t,<' j =      '   . 

■^  10«        IC^         IC^ 

11  en  résulte  que  S  est  comprise  entre  0,182266  et    0,182266  +  0,000065  —  0,182331.     On  en  déduit 

comme  valeur  de  S  à  moins  de  près 

10000 

s  =  0,1823. 

Nous  avons  ainsi  les  quatre  premières  décimales  du  nombre 

S  =  lA  +  ^\  =  L(l,2)  =  0,1823214. .  . 

Solutions  de  MM.  linos  ;  M.   Cosstandaki;  G.  Cottï  ;  G.  Foccnv  ;    Louis  G.\ciiiiEn,  à  Fernaiiville  ;  Louis  Montait,  lycée 
a  Alger  ;  L.  Simon,  section  normale,  Cliùlons  sur-Marne  ;  Jean  Soluet,  lycée  de  Rouen. 


QUESTIOiNS  PROPOSÉES 


1694.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy  cl  deux  points,  A  et  .V,  pris  sur  ces  axes,  tels 
que  0.\  —  <JV  —  a.  On  considère  en  outre  deux  cercles  variables  (r)  cl  (L'),  de  centres  C  cl  C,  tangents 
lespeclivemenl  aux  axe.-;  en  A  cl  A'  cl  tangents  entre  eux  en  T. 

I»  Lnveloppe  de  CC  et  lieu  do  son  milieu. 

2°  La  droite  CC  coupe  les  deux  cercles  (r)  cl  (I"')  en  deux  autres  points  D  et  D'.  Lieux  de  ces  points. 
3°  Les  parallèles  aux  axes  menées  par  T  coupent  AD  et  A'D'  en  des  points  M,  N,  M'.  N'.  Lieux  de  ces 
points.  Lieux  des  poinis  I,  II,  1',  H'  où  ces  incmcs  paiallèles  coupent  OC  et  OC. 

4»  La  droite  AT  coupe  (1")  en  E'  et  la  droite  A'T  oupe  (V)  en  E.  Enveloppe  de  la  droite  EE'. 

b»  Lieu  du  point  de  concours  des  droites  AC  et  A'C. 

G»  Lieu  du  milieu  de  1)D'.  Construire  ce  lieu.  li.  .Mankn,  à  Alhi. 

1695.  —  In  nidbilc  parcourt  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  1  la  courbe  avant  pour  équation 
(1)  (x^-i-r/-r^a%x'-  —  i/*}. 

i"  Calculei'  en  chaque  point  la  vitesse  et  l'accéléialion  totale.  Construire  riioiiograplie. 

2°  Calculer  la  compo.'<antc  normale  de  l'accélération  en  chaque  point  et  construire  le  cercle  osculatciir. 

3°  Soil  M  un  point  de  la  courbe  (1),  le  cercle  osculateur  on  .M  coupe  la  courbe  en  un  nouveau  point  .Mi  ; 
le  ceri-le  osculateur  eu  .Mi  «oupo  la  courbe  en  M»,  et  ainsi  de  suite.  Trouver  la  limite  vers  laquelle  tendent  les 
points  M.  P.  Biu/ARii. 

bah-le-poc.  —  me.  comte-jacqvbt.  ^-«^  /l':Uacteur-<Jcr(i7il  :  li.  VUIBEKT. 


18^  Année. 


N"  10. 


Juillet  1908. 


REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIÈRE   PARTIE 


DÉTERMINATION  DU  CENTRE  DE  COURRURE. 
E.MI'I.UI  DE  LA  VALEUR  ALGÉbRKjUE  DU  RAYON  DE  COURBURE  DUNE  COURBE  PLANE 

par  M.  J.  Girod,  professeur  au  lycée  Churh 


Z>é/e;-m(/ia/iOH  rfw  centre  (/«coioAure.— Gonsidéronsles  coordonnées  x  et  y  d'un  point  M  d'une 
courbe  plane  G  comme  des  fonctions  d'utie  variable  /,  que  l'on  peut 
faire  égale  à  .r,  ou  à  y,  si  l'on  veut.  Lorsqu'on  donne  à  /  des  va- 
leurs croissanles,  le  point  M  décrit  la  courbe  dans  un  certain  sens. 
Soit  MT  (fig.  1)  la  portion  de  la  tangente  en  M  qui  est  dirigée  dans 
le  sens  de  ce  mouvement.  Elle  a  la  même  direction  que  la  demi- 
droite  joignant  l'ori-ine  au  point  P,  de  coordonnées  xj  et  y',.  Lors- 
qu'on fait  croître  t,  le  point  de  rencontre  m  de  la  demi-droite  OP 
et  du  cercle  trigonométrique  tourne  sur  ce  cercle  dans  un  certain 
sens.  Soit  tiS  la  portion  de  la  tangente  en  m,  dirigée  dans  le  sens 
de  la  rotation  de  ce  point. 

Par  définition,  vous  appelons  centre  de  courbure  au  point   M    le 

Ids  I  •      j      «t 

—      à  partir  de   i\, 

parallèlement  à  la  demi-tangente  mfl. 

La  direction  m')  ainsi  définie  reste  la  même  lorsque  par  refifet 
lig.  ,  d'un  changement  de  variable,  t  —  ■h(z),\e  sens  de  description  de  la 

courbe  G  se  trouve  retourné.  Ce  casse  présente  lorsque  i^:)<0. 
La  demi-droite  qui  joint  l'origine  au  point  P',  de  coordonnées  x:  et  \j„  est  alors  directement  opposée  à  la 
demi-droite  OP,  en  vertu  des  formules  x',  =  jy!^'{z)  et  y-  —  yc\\-i).  Soit  m'  (/?</.  1)  le  point,  dia- 
métralement opposé  à  m,  où  la  demi-droite  OP'  rencontre  le  cercle  trigonométrique.  Si  on  donne  à  la 
variable  :  un  accroissement  positif,  l'ancienne  variable  l  décroit;  dès  lors  la  rotation  du  diamètre  m'm 
s'effectue  en  sens  contraire  du  sens  qui  résulte  d'un  accroissement  positif  donné  à  t.  Puisque  les  deux 
points  m  et  m'  tournent  en  sens  contraires,  lorsque  /  et  :  croissent,  les  demi-tangentes  mO  et  în'O", 
dirigées  dans  le  sens  du  mouvement  de  chacun  d'eux,  sont  parallèles  et  de  même  sens. 

Dans  le  cas  d'une  courbe  gauche,  on  remplace  la  circonférence  par  une  sphère,  et  cette  propriété 
des  demi-tangentes  jn9  et  m'û'  subsiste. 

Lorsque  la  courbe  est  plane  on  vérifie  aisément  que  la  demi-droite  menée  par  le  point  M,  parallèle- 
ment aux  demi-droites  m6  ou  m'O',  est  située  du  coté  de  la  tangente  T'MT,  où  se  trouve  la  portion  de 
celte  courbe  voisine  du  point  M.  Nous  supposons  ici  que  la  courbe  G,  aux  environs  du  point  M,  est 
située  d'un  seul  côté  de  la  tangente. 
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En^cfl'et,  prenons  le   point  M   pour  centre   fixe  de  la  circonférence  sur 

laquelle  se  meuvent  les  points  m  et  m'  qui  servent  à  déflnir  la  direction  d'une 

demi-tangente  à  la  courbe  C,  quand  le  point  de  contact  s'éloigne  de  M,  dans 

un  sens  ou  dans  l'autre.  Les  points  de  départ  des  mobiles  m  et  m'  sont  les 

points    jji  et  fi'  [fig.  2)  où  la  tangente   T'MT    rencontre  la   circonférence,  et 

chacun  d'eux  commence  par  tourner  sur  la  demi- circonférence,  tilNi^,  située 

du  même  côté  de  la  tangente  T'MT  que  la  courbe  G  elle-même,  aux  environs 

du  point  M.  Donc  les  domi-tangentes  (xG  et  jji'O'  sont  aussi  dirigées  de  ce  côté, 

et  par  suite  la  demi-droite  MN  sur  laquelle  on  porte,  à  partir  de  M,  la  lon- 

1  d^  I 
gueur     R  =   -^ K     est  la  demi-normale  tracée  du  côté  de  la  concavité  de  la 
I  rfa  I 

courbe. 
Lorsque  la  courbeest  gauche,  la  demi-droite  MN  est  la  demi-normale  tracée  dans  le  plan  osculateur, 
du  même  côté  de  la  tangente  T'MT  que  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  osculateur. 

II.  —  Emploi  de  la  valeur  ahjébrique  du  rayon  de  courbure  d'une  courbe  plane .  —  Four  calculer  la  lon- 

\ds  \  . 

gueur  du  rayon  de  courbure,     R=  —  ,     il  estinulile  de  choisir  une  détermination  particulière  de 

a  =  arc  Ig  -j—>     puisqu'elles  ont  même  dérivée.  Mais  pour  préciser  la  construction  du  centre  de  cour- 
bure, nous  conviendrons  de  désigner  par  a  la  valeur  algébrique  de  l'arc  du  cercle  trigonométrlque  1er- 

^'  ■  ; ÏL 


Fis- 


niinéau  point   m.   D'après  cotte  définition,  on  a      cos  a 


dx 


\'x,'  ■ 


et 


ou      COS  a  = 


3t    sin  a  =  — j-,    en  appelant   ds  la  (luantité/Jo^i/Rv;     \Jdx--^dij-,      et   dx    et  dy 


dy 
ds         '  ds 

les  produits  de  x'.   et   de  y',  par   la  dillérentielle  posilirc  dl.  La  demi-tangente   ?nO   fait  alors   avec  la 

direction  OX   l'angle     x-H-^»     ou  l'angle     y. —  —-     suivant  que  le  point  m  tourne  dans  le  sens  positif 

ou  négatif,  autrement  dit,  suivant  que  la  dérivée  a„  ou  la  différentielle   (/a,    est  positive  ou  négative. 


Or,  considérons  la  valeur  algébrique     p  = 


ds 


du  rayon  de  courbure.  Puisque  le  numérateur  ds 


est  positif,  elle  a  le  signe  du  dénominateur  dy.,  cl,  par  suite,  elle  se  trouve  positive  quand  la  longueur 

R=    —    doit  être  portée  dans  le  sens    '^-4--5->     négative  quand  il  faut  la  porter  dans  le  sens     a — ^• 
I  aa  1  2  2 

Si  donc  on  convient  de  considérer  la  normale  en  .M  à  la  courbe  C  comme  un  axe  dont  le  sens 
positif  MZ  fait  avec  OX  l'angle     a-i-— ,     on  déterminera  dans  tous  les  cas  le  centre  de  courbure  en 

portant  sur  cet  axe.  à  partir  de  M,  le  segment  représenté  i  ar  le  nombre  algébrique     o  =  — — . 

du 

ExEMPLKS.  —  Construisons  le  centre  de  courbure  en  un  point  iM  du  premier  quadrant  de  l'ellipse 


; 1=0.     On  peut  considérer  les  coordonnées  x  et  y  du  point  M 


comme  des  fonctions  de  l'angle  excentrique  ç>,  en  posant    x  =  a  cos  <f    et 
y  =  b  sin  tf .        Alors  le  calcul   de    p,    au   moyen  de   la  formule    connue, 

(x','^ -^- y'.^)  ^  ,  ,,  ....  (a''sin-9-hb^cos^<f)''' 

.0=     .  .. —    ;  „  )   nous  donne  1  expression  positive  p=-^ — 


Kig.  :) 
point  P  de  coordonnées 


a'iy,  —  y, 3; 


nb 


L'angle    a   est    l'angle    polaire    de   la   demi-droite    allant     de    l'origine  au 


SUR   L'ELLIPSE   CONSIDÉKÉE   COMME   PROJECTION    DU  CERCLE  o39 

JT;  =  —  '(  sin  ■:,,  xj'^  =  b  cos  o  ; 

ce  point  appartient  au  deuxième  quadrant  de  l'ellipse  [ftg.  3\ 

Prenons  maintenant  l'abscisse  x  pour  variable  indépendante.  Pour  calculer  p,  il  faut  faire,  dans  la 
formule   générale,      /  =  x,     ce  qui  entraîne     x,'  =1      et     xi  =  0,      et  l'expression  de    -.   devient 

3 

(1  _^.  »'2)  V  I,: 

0  =  -i ^— ï En  calculant  »/',  on  trouve    y"  =  — — r-r'     et  cette  valeur  est  néiiative,  en  raison 

de  l'hypothèse    y  >  0.     D'où  résulte    }  •<  0.     Tous  calculs  faits,  l'expression  de  o  est 

_3_ 

■^  "^  ^'  ■ 

on  vérifie  aisément  que  son  module  équivaut  à  la  formule  exprimée  en  fonction  de  s.  L'angle  a  est 
ici   l'angle  polaire  de   la  demi-droite  joignant  l'origine   au  point    Q   de  coordonnées      ./l  =  i,     et 

II'  = :     on  vérifie  aisément  que  les  demi-droites  OP  et  OQ  sont  opposées. 

D'où  résulte  que  les  deux  manières  de  procéder  conduisent  au  même  résultat. 
Coordonnées  du  centre  de  courbure.  —  Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  M  de  la  courbe, 
;  et  T,  celles  du  centre  de  courbure  en  ce  point.  Ce  qui  précède  conduit  aux  formules 


(-!)■ 


ou  ;  =  ■!•  —  ?  sm  a,  ï,  =  j/  H-  p  cos  a. 

Remplaçons  p,  cos  i,   sin  a,  par  leurs  valeurs.  On  obtient 

,  dy  d.r 

'  ~  da  '  ''  ~  ^        da 

On  a  identiquement 

,  dx     ds      ,  ,  dy     ds 

dx  =  —, 7-  -du,  dii  —  — p ;-  •  aa, 

ds     oa  ds     d% 

et  par  suite 

rfx  =  p  cos  a  (/a,  dy  =  p  sin  a  rfa. 

Ces  formules  importantes  se  trouvent  ainsi  démontrées  sans  ambigu'ité  :  quelle  que  soit  la  variable  indé- 
pendante t,  a  est  l'angle  polaire  du  vecteur-vitesse  du  point  M,  lorsqu'on  considère  t  comme  un 
temps  croissant,  et  p  la  valeur  algébrique  du  rayon  de  courbure  qui  correspond  à  ce  sens  de  description 
de  la  courbe. 


NOTE  SUR  LELLIPSE  CONSIDEREE  COMME  PROJECTION  DU  CERCLE 
par  M.  A.   Dumarqué. 


Soit  un  cercle  (G)  de  diamètre     AA'  =  2a.     Je  considère  la  courbe  (E)  obtenue  en  réduisant  dans 
un  même  rapport  —  les  ordonnées  du  cercle  (C)  perpendiculaires  au  diamètre  A.A'.  (E)  peut  aussi  être 

considéré  comme  la  projection  d'un  cercle  de  diamètre  AA'  dont  le  plan  fait  avec  le  plan  de  la  figure 

b 
un  angle  de  cosinus  — 
a 

(E)  est  une  ellipse,  A.\'  son  grand  axe,  (C)  son  cercle  principal. 

Je  suppose  acquis  que  les  tangentes  au  cercle  et  à  l'ellipse  en  des  points  correspondants  M  et  P,  se 


SiO 
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coupent  sur  AA',  et  je  me  propose  d'établir  la  propriété  fon- 
damentale de  la  tangente  à  l'ellipse. 
MS  étant  la  tangente  au  cercle,  on  a 

(1)  Oi.ÔS  =  a\ 

Soit  Pi\  la  normale  à  la  courbe  au  point  P.   Les  triangles 
rectangles  OMS,  NPS  fournissent  les  relations 

Fi,..  1  Fr  =  NÏ.ÎS,  MÎ'  =  OÏ.ÎS  , 

Fl'    _    i-    _   Ni 

a-  -  b-^      ôl  +  ïN      m 

On  en  déduit                                       a^        "  ^        -  '^' 
et,  à  cause  de  la  relation  (1),  

(2)  OS. ON   =  a""  -b-. 

Ainsi  les  points  N  et  S  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  deux  points  fixes  F,  F', 
d'abscisses  dztja'  —  1/',  ([u'on  appelle /ot/ecs  de  l'ellipse.  Les  droites  PN  et  PS  étant  rectangulaires, 
on  a  la  proposition  suivante  : 

La  tangente  et  la  normale  en  un  point  d'une  ellipse  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
rayons  vecteurs  joignant  ce  point  aux  foyers. 

(Un  calcul  très  simple  montrerait  que  l'on  a     PF  -i-  PF'  =  2a.) 

Soient  maintenant  K  et  K'  les  points  d'intersection  de  la  tangente  en  P  avec  le  cercle  principal  ; 
on  a,  puisque  P  appartient  à  la  polaire  de  S  par  rapport  au  cercle, 

(SPKK')  =  —  1. 

En   projetant   sur    A.V    parallèlement  à    O.M,     (SNK,K,)  =  —  1.     .Mais   0    étant   la   projection  du 

milieu   w  de  KK',  on  doit  avoir  

ÔK;  =  OK,'  =  OS.  ON, 
ce  qui  exige  [égalité  (2)]  que  les  points  Kj  et  K',  se  confondent  avec  les  foyers.  Ainsi  :Le  lieu  des  projec- 
tions des  foyers  d'une  ellipse  sur  les  tangentes  est  le  cercle  principal. 

En  faisant  une  liomolhétie  de  centre  F  et  de  rapport  2,  on  a  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  syméiriqucs  du  fdijer  F  par  rapport  aux  tangentes  esl  le  cercle  décrit  dr  l'autre  foijrr  F' 
avec  2a  potir  rayon. 

Cette  façon  de  considérer  l'ellipse  conduit  à  des  tracés  fort  simples  [lour  la  construction  des  tangentes, 
l'intersection  avec  une  droite,  etc.  (V.  par  exemple  le  Traité  de  Géométrie  de  Rouché  et  Comberousse.) 
Nous  montrerons  seulement  comment  elle  permet  d'établir  presque  immédiatement  les  théorèmes 
d'Apollonius. 

Doux  diamètres  rectangulaires  OM,  ON  du  cercle  se  projetant  suivant  deux,  diamètres  conjugués  OP. 

OQ  de  l'tUipse  (propriété  évidente),  l'aire  GPQ,  projeclion  de 
l'aire  constante  OMN  reste  aussi  constante  et  égale  à 


"V — 

^^ 

\'^ 

i\-----:..= 

H 

0 

I    A 

/ 

■2. 

aire  OMNx- 


cib 


D'autre  part,  l'aire  OPQ  a  pour  expression 
-ÔP.ûÔ.sinPOO. 


Si  donc  a',b'  désignent  les  demi-longueurs  de  deux  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  l'angle  0,  on  a 
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a'6'sin  0  =  nb, 
aulrement  dit  : 

L'aire  du  parallélogramme  coiislruit  sur  deux  diamètres  conjugués  est  constante  et  égale  à  l'aire  du 
rectangle  construit  sur  les  axes. 

C'est  l'un  des  théorèmes  d'Apollonius.  L'aulro  peut  s'énoncer  : 

La  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  est  constante  et  égale  à  la  somme  des  carrés  des  axes  ; 
il  se  traduit  par  l'égalité 

et  repose  sur  la  remarque  suivante  : 

Dans  un  cercle  de  rayon  a,  la  somme  des  carrés  des  pi-ojections  sur  un  même  axe  de  deux  rayons  rec- 
tangulaires est  égale  à  a^ 

D'après  cela,  on  a  (fig.  2) 

Ôh'-^ÔI'  =  a' 

QnVîp'  =  -^  fîÏN'-t-ÏM')  =  bK 
a- 

En  additionnant  membre  à  membre  :  a'-  ■+-  h'-  =  a-  ^b",  ' 

ce  qu'il  s'agissait  d'établir. 

Remarque.  —  Bien  (|ue  cette  note  soit  de  nature  à  intéresser  les  élèves  et,  comme  telle,  mérite  d'être  publiée,  il  est 
bon  de  remarquer  que  toutes  les  propriétés  qui  y  sont  signalées  sont  ét;iblies  de  plusieurs  façons  dans  les  divers  cours  de 
mathématiques  spéciales  et  la  plupart  d'entre  elles  aussi  de  la  même  fin  on  que  dans  la  note. 

E.  IL 


ÉCOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES   [Cours  spéciaux.) 
Concours  de  1907. 


1635.  —  Trouver  les   trajectoires  orthogonales   d'une  série  de  cercles  inscrits  dans  un  angle  droit 
YOX. 

Nous  avons  déjà  publié  diverses  solutions  de  cette  question  et  rectifications.  Mais 
M.  Durand  nous  a  envoyé  une  solution  intéressante  que  nous  publions  à  cette  place, 
^  y,fi         l'énoncé  de  la  question  1635  étant  le  même  que  celui  de  la  question  1595,  qui  a 
donné  lieuà  de  nombreuses  remarques  antérieures,  et  à  laquelle  nous  eussions  renvoyé 
le  lecteur  sans  la  bonne  fortune  que  nous  avons  d'avoir  une  nouvelle  et  très  bonne 


solution  à  donner  à  nos  lecteurs. 

Tra,iectojres  orthogonales  des  cercles  inscrits  dans  un  angle  A(JB  égal  a  2o. 

Nous  arriverons  à  un  résultat  intéressant  :  les  trajectoires  sont  des  courbes  algébriques  lorsque  sin  <> 
est  un  nombre  rationnel. 

Deux  autres  résultats  peuvent  être  prévus  :  le  système  de  cercles  se  changeant  en  lui-même,  par 
une  homothétie,  ayant  0  pour  pùle  et  une  raison  quelconque,  le  système  des  trajectoires  doit  admettre 
la  même  transformation  :  deux  trajectoires  situées  dans  le  même  demi-angle  AOX  sont  homothétiques  ; 
mais  le  système  de  cercles  admet  aussi  une  inversion,  ayant  0  pour  pôle,  et  un  module  quelconque; 
les  trajectoires  admettent  la  même  inversion;  il  résulte  des  deux  propriétés  précédentes  qu'il  doit 
exister  pour  chaque  trajectoire  un  module  d'inversion  tel  qu'elle  se  transforme  en  elle-même,  0  étant  le 
pôle. 

Je  prends  pour  axes  les  bissectrices  de  l'angle  AOB,  Ox,   Og.  Soit  (]  le  centre  d'un  cercle,  situé 

sur   0.r,    r  son  rayon,    OC  =  ■• 

sin  0 
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Un  point  du  cercle  a  pour  coor- 
données 


(1)      ,r  =  rcoso  +  - 


1/  =  7*sint5, 


(2) 


d,x  .  i     \  dr 

—j—  =  —  csin  ç+     COS  çH ^—     -7-' 

(/•-  \  sine  /  t/v 


sin  0 

tp  étant  l'angle  au  centre  xCm'. 

Si  »  varie,  r  étant  constant,  m'  se 

déplace  sur  le  cercle,  dans  une  direction 

qui  a  pour  paramètres 

dr  .  du 

-r~  =  —  )■  sin  o,  — —  r=  r  cos  =. 

do  '  rfç 

.S'(  on  établit  entre  a  et   r  une  rela- 
tion,  r  devient  fonction  de   o,   et  si    ç 
varie,  le  point    m!   se  déplace  dans  une 
direction  qui  a  pour  paramètres 
d,q  .  dr 

— -i  =  +  r  COS  o  -f-  sin  o  — —  • 
do  '  '   d<f 


^     .  ,       ,  , .    ,  ■   .  d-^      diT         dq      dt'i 

Ecrivons  que  les  deux  déplacements  sont  rectangulaires  -r-  •  — ; ! — j r~  =  "  ! 

^  ^  ^  d°      f/'f         rf?      di 

on  trouve  aisément 

sin?     dr        ^ 


sin  'I     d'i 


l'équation  différentielle  entre  r  et  ^   est  donc 


(3) 


—  =  sin  ô- 


rf? 
sin  9 


On  a  une  solution  singulière  en  prenant    a  =Q,     c/j  =  0, 
mètre  commun. 

L'intéçrale  générale  est 


quelcon(jue,  c'est  la  droite  0'^,  dia- 


=  .(t,io 


d'où 


'<4)Kv)"" 


Lf^s  trajectoires  sont  donc  données  par  les  équations  (1)  où  l'on  regarde  /•  coiunie  fonction  de  o, 
donnée  par  l'équation  (3),  ou  o  comme  fonction  de  r.  La  constante  a  étant  en  facteur  dans  r  et  y, 
les  trajectoires  admettent  la  transformation  homothétique  indiquée  plus  haut. 

Quand  r  varie  de   0  à  oo ,     Ig^     croît  constamment  de  0  à  oo  ,  et  ?  croît  de  0  k  t..  y  tend   vers 


zéro,  car,  en  posant     Ig-^  =  /, 


y  =al-""'x 


2? 


I+P 


l>a  droite  Or  est  une  asymptote. 

Sauf  le  cas  oit  sinO  csl  un  nombre  rationnel  de  la  forme 


on  n'a  pas  \c  droit  de  donner 


2/3 -t-  1 

à  /  des  valeurs  négatives.  Mais  les  trajectoires  situées  dans  les  trois  angles   xOB,  i'OA',  a'OFV,    sont 
symétriques  de  celles  que  l'on  vient  de  trouver  par  rapport  à    Ox,   0.  ou  0;/;    celles  qui  sont  dans 

l'angle  0;/  s'obtiennent  en  perinulant  a-  avec  ;/,  etcliangeant  ft  en      - — 0. 

En  remplaçant      -r—     par  sa  valeur  tirée  do  l'équation  (.3)  dans  les  équations  (21,  on  douve 
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,„.  dx  cos=  ,  dv 

10)  -7~  =  ''-^ — ^(cosr  —  sin  0;.  -f- =  r[coso~-%\n^), 

d-o  sin  -f  '  rf-f  ^        •  '' 

o    variant  de  0  k   -,  passe   par   la  valeur      -^ -t- ''     quand  Cm'  devient   perpendiculaire  à  OA,  alors 

dx  dy         ,  ,         . 

—rr      ^'       ~zr      s  annulent  sinuillanément,  la  trajectoire  ri  un  point  de  rehroussement,  qui  est  le  point  de 

contact  du  cercle  avec  OA. 
Ses  coordonnées  sont 

cos'^  9 


y,  =  r,  cose,  r,  =fl.[^ig(^^  +  l)J"'    : 


sin  6 

Vi  ~ 

on  a  donc      -^—  =  tsr  0,     ce  qui  montre  que  le  lieu  des  points  de  rebroussement  est  la  droite  OA. 

11  est  facile  de  voir  que  si  l'on  se  donne  une  droite  qui  coupe  Ox  en  un  point  C  et  qui  coupe  la 
demi-droite  OA,  il  existe  une  trajectoire  qui  touche  cette  droite;  car  C  étant  connu,  on  connaît  7-,  on 
connaît  <?,  donc  on  peut  calculer  a.  D'ailleurs  comme  o  croît  de  0  à  -  quand  m'  parcourt  la  trajec- 
toire, il  y  a  une  tangente  et  une   seule  parallèle  à  une  direction  donnée. 

Détermination  de  la  trajectoire  qui  passe  par  un  point  donné  M.  —  Soient  p  et  w  les  coordonnées 
polaires  de  il,  (w<6);  il  existe  deux  cercles  qui  passent  par  M  et  touchent  OA  et  OB.  On  peut 
les  déterminer  aisément. 

On  a  en  effet        x  =  o  ces  u  =  /■  cos  ■■>  -> ,  u  —  ^  "^in  m  —  r  sin  = 

SIM  0  '         '  ■  ' 

donc  sin  o  cota:  w  =  cos  o  h 

sin  '> 

d'oii 

(6)  sm(,-.o,=_-^. 

Cette  équation  détermine  deux  valeurs  de  o,  comprises  enire  0  et  -,  puisque  sin(o<;sinO. 
ç  étant  connu,  ainsi  que  les  coordonnées  ar  et  y  du  point,  on  aura  aisément  r,  puis  a  parla  formule  (4). 

Supposons  au  contraire  a  connu;  l'équation  (6)  donne  les  valeurs  de  o,  paramètres  des  points 
d'inlersection  de  la  trajectoire  qui  correspond  à  celte  valeur  de  a  avec  la  droite  y  =  a:  tg  u.  Ces  points 
sont  au  nombre  de  deux.     M'  et  M",  si  to<;9. 

Soient  ç.',  ç."  les  valeurs  de  =.  r',  r'  les  valeurs  correspondantes  de  r,  p',  p"  les  rayons  vecteurs 
OM'.  OM';  on  a 


r  r  sm  o  sm  o 


«'(tg  ytg-l-)       sin  o' sin-/. 


Or  l'équation  (6)  peut  être  remplacée  par  une  équation  du  second  degré  en    tg-^'    le  produit  des 

1-^sinO 

elle  peut  être  remplacée  par  une  équation  du  second  degré  en  sin  s,  le  produit 


des  racines  est    cotg-  0  sin-  <o,     donc    p'?"  =  C"'  (indépendante  de  w)  =  n-{ ^^ —  )       colg-  9     ou, 


1  —  sin  0 

0  sin-  (0.     donc    ?'?"  =  C""  (indépendante  de  w)  =  a'-i 

^  \  1  —  sin  e 

en  remplaçant    — sin  0  par  cos(-^-!-Oj, 

Soit  I  le  point  de  rebroussement,  on  a  vu  que 

CI  =  7-,  =  ntg(  1  +  ^)  et  01  =  ,-,  colgO. 

Donc  o'a'  =  01'. 
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Lacourbo  est  rt'7a/%ma/i^!;e  relalivement  à  0,  le  point  de  rebroussemenl  se  transforme   en  lui- 
même.  Ce  résultat  avait  été  prévu. 

A.  DUPiAND,  Professeur  au  lycée  S'-Louis. 

Solutions  satisfaisantes  :  MM.  L.  Simo.v,  à  Ch<àlons  ;   Bros;  \.   Dcdv,  ;i   Dijon;  C.  Foucrt,  à  Roanne;   Amblarp,  à  Ruines; 
L.  Gacthier,  à  Fermanville  ;  MozzicoMicci,  à  Nemours. 


1636.  —  i  IIP  lige  homogène  pesante  AB,  de  poils  P  el  de  longueur  11,  est  mobile  dans  un  plan 
vertical  :  elle  s'appuie  par  son  extrémité  inférieure  A  contre  une  verticale  V  du  plan;  elle  repose  en  A' 
sur  une  droite  fixe,  perpendiculaire  au  plan  el  qui  est  à  la  distance  d  de  V,  et  porte  un  poids  0  à  son  extré- 
mité supérieure.  Déterminer  la  position  d'équilibre  de  la  tige  et  les  réactions  sur  la  verticale  V  et  la  droite 
A'.  0)1  négligera  le  frottement. 

F-a  barre  est  soumise  à  l'action  de  quatre  forces  :   1°  son  poids  P  appliqué  en   son  milieu  I  ;  2°  la 

force  Q,  verticale,  appliquée  au  point  B  ;  3°  la  réaction  du 
mur  vertical  AV  qui  est  une  force  R  horizontale  ;  4°  la  réac- 
tion de  la  droite  A',  qui  est  une  force  R',  perpendiculaire  à 
AB. 

La  position  de  la  barre  sera  bien  déterminée  par  l'angle  », 
qu'elle  fait  avec  l'horizontale  H. 

Pour  trouver  les  conditions  d'équilibre,  nous  écrirons 
que  la  somme  des  projections  des  forces  sur  chacun  des  axes 
H  et  V  est  nulle,  et  que  la  somme  des  moments  par  rapport 
au  point  A  est  également  nulle. 

Nous  avons  ainsi 

(1)  R  — R'sina  =  0, 

(2)  R'cosa  — P  — Q  =  0, 
AA'  X  R'  —  P .  AD  —  O .  AE  =  0. 


%■ 

V^ 

B 

K 
A 

\ 
\ 

\^ 

Iq 

""^^^A 

P 

1 

£ 

R  " 

H 

Mais  on  a 
on  en  déduit 


A  A' 


A'K 

COS  a 


d 

COS  : 


\\d 


AD  =  S\  COS  «  =   /  COS.: 


•iQi/coso( 


AE  =  il  ces  a  ; 


Les  équations  (I),  (2)  et  (3)  nous  permettent  de  calculer  a,  R  et  R'. 

Remplaçons  dans  la  relation  (3)  R'  par  sa  valeur  tirée  de  la  relation  (2)  ;  nous  obtenons 

C'  +  Q)''  ...         ..^_      ;  /  (P  +  Q)rf 


pilLS 


{P-F-2!Q)/' 
R'  =  I^ 


R  =  (P 


V  (P 

Q)  ig  =.• 


20)/  ' 


i'iiur  (jue  le  probli'ino  soit  possible,  il  faut  que  la  valeur  de  cos  »  (qui  est  positive)  soit  inférieure 
I.  Ou  doit  donc  avoir 


(P+QV/ 
(PH-2Q)/ 


<1, 


^< 


(P  +  2Q)/ 


P  +  0 

tlharles  GUILLERME,  lycée  de  Bourg. 

Bonnes  solutions  par  MM.  AMni.Aïui.  conilnrteur  îles  nnnts  et  rliaussées,   à    Ruines;    Bros;  G     Foucrï  ;  G.  Cott 
ItAciiusATiiAN.  Sauit-.losepl)'s  Collège,  .-i  Trii-liinopolly  ;  L.  Sisi  in,  à  Cli.'ilons-sur-Harne. 
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1637.  —  i)n  donne  un  plan  verlkfil  .rOi/.  (Ox  horizon  lui.  Oy  rerlicali,  où  une  tige  homogène  ■pesante 
OA  de  longueur  2/  '''  de  poids  P  est  mobile  autour  du  point  0.  L'extrémité  A  de  OA  est  attirée  vers 
un  centre  fixe  B,  situé  sur  Oy  à  la  dislance     d  =  ()B     de  (),  proportionnellement  à  la  distance     AB  =  r. 

k'tudier  le  mouvement  du  point  A  et  de  la  tige  quand  on  abandonne  OA  sans  vitesse  initiale.  Cas  parti- 
culier oit  la  valeur  initiale  %  de  6  est  très  petite. 

Le  moment  d'inertie  de  la  lige  par  rapport  au  point  O  est  égal  à    — - — -    m  désignant  la  masse  de 


!>  ,  ,.  ,  imt^   j  du 

—  ■   La  lori'e  vive  de  la  barre  a  1  époque  t  est  Jonc    — ;r —     ^- 
f/  à      \dt 


m 


la  tige,     m 

D'antre  part,  le  travail  du  poids  P  dans  le  passage  de  la  position  6^  à  la 
position  'J  est 

mgKco'^h  —  cos  <)„}  : 

le  travail  de  la  force  F  est  de  même —  (/•-  —  r']),     r  désignant  la  longueur 

AB.  Mais  dans  le  triangle  OAB,  on  a 

ri  =  4/-  -+  d-  —  idi  ros  ')  et  de  même  r;  =  4/-  —  d^  —  idi  cos  6o- 

L'expression  du  travail  est  donc 

imk'ldicos  0  —  cos  O^). 
En  écrivant  que  la  demi-force  vive  est  égale  au  travail  total,  on  a  l'équation  du  mouvement 

— ■  (  "T"  )    =  mgl(cos  6  -  cos  fi^)  +-  2mA--/d(cos  6  —  cos  e„) 

/dfiy-        3(g  +  2k'-d) 


dt 


[cos  6  —  cosOoj. 


On  en  tire 


—  K/—- — ^ /cos e  —  cos e„, 


en  [irenant  le  signe     — ,     car  0  décroit  lorsque  /  croît. 

Le  point  A  a  donc  un  mouvement  pendulaire,  il   oscille  entre  la  position  initiale  A^,  et  la  position 
AJ),  symétrique  de  A,,  par  rappoit  à  Oi/. 

H- 

Lorsque  0„  est  très  petit.  6  reste  très  petit;  on  peut  remplacer  cos  D  par     1 et  cos  6^  par 

1 ^-     L'équation  devient  alors 


di)   _         ^^(g^n^d)    ,=- 


dt 


s/fl5-«% 


ou, en  posant     wî  = 


3((7-f-2A-2rf) 


Mdt  — 


dh 


Jfif.  —  0= 


En  inlés;rant  on  a 


J  =  arc  cos 


0  —  f).  cos  Mt . 


Le  mouvement  du  point  A  est  un  mouvement  oscillatoire  simple,  sur  un  cercle  de  centre  0  et  de 
rayon  2/. 

BKOS. 

Bonnes  solutions  :  MM.   ÀMBLARn,  à  Ruines  ;   Estbbkn,  à  Borde.iiix  ;  J.  D.  Dufaut,   à   Poitiers:  U.  Cotty  ;    G.  Foccry,  à 
Roanne:  W.  Raghmusthan,  Saint-Joseph's  collège,  à  Tricliinopolly. 
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1600.  —  1"  littéifrer  l'éijuatio»  di/férenlielle     y"  +  iy  —  — ocos^  x -t-  o  cos- x -h  9cosa; +  4. 

1 

2°  Lorsque  ii  =  —  24,  sp  rendre  compte  pour  j-  =  -r—  de  la  valeur  numérique  de  celle  des  in- 
tégrales qui  est  mille,  ainsi  que  sa  dérivée,  pour     .r  =  0. 

3"  Lorsque  a  =  0,  l'équation  di/férenlielle  admet  pour  intégrales  des  polynômes  en  cos  x  qui  dé- 
pendent d'un  paramètre.  Discuter  le  nombre  de  leurs  racines  réelles  dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  ou 
égale  ni. 

4°  Préciser  les  ras  où  les  intégrales  de  l'équalion  différentielle 

y"^n^y  =  ApCOS''a-H h  Ao  {n  et  /;  onliers,    ?J  >  0) 

sont  des  fondions  entières  de  sin  x  et  de  cos  x. 

1.  D'abord,  l'équation  différentielle  «ans  second  membre  a  pour  intégrale  générale 

C,e2''^ -f- C^e"-"  ou  encore  ).  sin  2.r -^  ucosSx. 

Si  nous  trouvons  une  intégrale  particulière  de  l'équation  dillérenlielle  complète,  il  suflira  d'y 
ajouter  la  fonction  précédente  et  nous  aurons  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 

Pour  obtenir  cette  intégrale  particulière,  décomposons  le  second  membre  de  l'équation  différen- 
tielle en  deux  parties  :  d'abord 

—  5  cos  ■  X  +  9  cos  X  —  4  =  —  x^"^  *^°^  '  "*"  ^°^  ^'^^  ~^  *'  °°^  '^  "^  *'       '^"'*        "  *^°*"  ^  "^  9  ^^  ~  cos-2x). 

L'équation  différentielle  i/'^4j/  =  -  5cos-'x  h-9  cosx -f-4  a  une  intégrale  particulière  de  la 
forme     a,  cos  3x  -+-  ^,  cosx  +  •;,.     qu'on  peut  encore  mettre  sous  la  forme    a  cos^  x  -t-  3  cos  x  +  ■(. 

ï,  i,  Y  sont  des  constantes  qu'une  identification  donne  aisément:     a  =  3  =  •,■  =  1. 

L'équation  diffiM-entielle      ?/"+  Vv  =  i^i^  -^  cos  2x)     a  une  intégrale  particulière  de  la  forme 

x'  -h  ^'x  sin  2x  -+-  y'x  cos  2x, 

«',  ?',  f  étant  trois  constantes  obtenues  par  identification  :  i   =  ^'  =  — ,  ■/  =  0. 

Il  résulte  de  là  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  est 

y  =  X  sin  2x  H-  |Ji  cos  2x-\ ^—  x  sia  2x  -h  cos'  x  -t-  cos  x  -t- 1 . 

8        8 

2.  Faisons     n=— 24.     L'intégrale  générale  devient 

y  —  X  sin  2x  -i-  [x  cos  2x  —  lix  sin  2x  -+-  cos'  x  -+-  cos  x  —  2 . 
Celle   de    ces    intégrales    qui   s'annule,   ainsi   que  sa  dérivée,    pour    x  =  0    est    donnée    pour 

X  =  }ji  =  0.    C'est  donc  la  fonction 

3  cos  X  -t-  cos  3x 
y  =  —  3x  sin  X  -h  cos  '  x  -r-  cos  x  —  2  =  —  .'i  r  sin  2x  h ^  cos  x  —  i, 

.    ,         cos3x        7  „ 

ou  cntin  y  =  —Sx  sin  2x  -i ; (_  _  cos  x  —  2. 

■^  4  4 

\ 
.Nous  voulons  nous  rendre  compte  de  la  valeur  de  celte  fonction  pour    x  =  —  •    Clierchons  pour 


10 


cela  son  développement  en  série  qui  est 


I  2'x'  (2)-"-'x''"-'  1        1  r         •<■•!•■'  /      .N    •^'■"'•r'"  1 
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oi7 


ou  encore 


,  =  _8,.-,||..^ 


'^-'n — ûï^'. — J" 


C'est  une  série   absolument  convergente  quel  que  soit   x.    Le    théorème   fondamental    des  séries 


alternées  lui  est  applicable  pour     x  = 


La  valeur  de  7  pour    x  =:  -—    est  donc  comprise  entre 
10 


8 


8 


59 


12       10000 


1 

ll^ 

-'ré 

V 

0     4,;     I                 2              " 

^1 

valeur  absolue  à —-    et  que  les  droites     u  =  ± 


cl,  (7/b)Y!on',  entre     —0,08     et     —  0,07'Jo. 

3.  Pour  a  =  0,  les  polynômes  en  cos  .r  qui  sont 
intégrales  s'écrivent 

cos^x-f-cosx- -+- 1 -h  |Jt,2  cos-x- —  1  . 

Posons  cosx  =  M  et  cherchons  combien  l'équa- 
tion u^  -h  »  ^  1  -i-  ,u(2u-  —  1)  =  0  a  de  racines  réelles 
dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  ou  égale  à  1.  Pour 

it^  4-  u  H-  1 

cela,  construisons  la  courbe     :•  =  — -— r ; —     et  nous 

2u2  —  1 

nous  trouverons  ramenés  à  la  couper  par  des  parallèles 

à  l'axe  des  u. 

(u-i-l)(2u'  — 2u2  — :}«- 1) 

La  dérivée  de  ;  est     :  =  — — ; p-; • 

(2m'  — 1)- 

L'équatioii  iu'  —  2u'-  —  3k  —  1  =  0  a  une  seule  ra- 
cine réelle.  On  le  voit  en  remarquant  que  le  résultant 
des  deux  dérivées  est  positif.  Cette  racine  est  comprise 
entre  i  et  "2.  La  valeur  de  z  qui  y  correspond  est  un 
minimum.  Remarquons  encore  que  pour  w  =  —  1, 
;  =  —  1  ;  pour  K  =  1,  :  =  3;  que  z  s'annule  une 
seule  fois  pour  une  valeur  de  u  négative  et  inférieure  en 
1 


sont  asymptotes. 


Enlin,  pour  tracer  la  courbe  avec  plus  de  précision,  cherchons,  quoiqu'elle  ne  soit  pas  nécessaire 

...                  "          - 
dans  cette  question,  l'asymptote  relative  à  la  valeur  inliiiie  de  u.  Il  sullit  d  écrire     z  =  —  -+--5-^ r' 

et  cette  forme  donnée  à  :  donne  l'asymptote  et  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  cette  droite. 

La  discussion  peut  donc  se  résumer  dans  le  tableau  suivant  : 

Si    —  [i  -C  —  1  -  racines  acceptables  de  signes  contraires  ; 

—  ;x  =  —  1  Une  racine  double  égale  à —  1,  l'autre  nulle  ; 
3  >>  —  jji  >  —  1     Une  seule  racine  acceptable,  négative  : 

—  (i  >  3  Deux  racines  acceptables,  de  signes  contraires.  La  positive,  pour    —  i^  =  3, 

est  égale  à  1 . 

4.  Prenons  d'abord  l'équation  dilïérentielle  sans  second  membre     1/  -+-  n-y  =  0. 

Son  intégrale  générale  est  Àsin  »x-f-;ji  cosnx.  Elle  représente  une  fonction  entière  de  sinx  et 
de  cos  X. 

Occupons-nous  maintenant  de  l'éciuation  avec  second  membre.  Tout  revient  à  en  chercher  une 
intégrale  particulière  et  à  voir  dans  quel  cas  cette  intégrale  particulière  sera  un  polynôme  entier  en 
sinx  et  cosx. 
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Le  second  membre  de  l'équation  proposée,    A^cos''ar-i-A^_,cos''"'a;^      ^.\(„    peut  encore  s'écrire 

a,,  COS/JX+  atj,_  ,cos(/j—  l)x  -{ -H  a,  cosa:+  ï„, 

car  on  sait  que  cos^  j  {/."  entier  et  positif)  peut  se  mettre  sous  forme  d'une  fonction  linéaire  de  ces  Au-, 
cos  {k  —  2)  j, . . . 

Or,  l'équation  dilférentielle     y'  -h  n^y  =  «a  cos  kx     a  une  intégrale  particulière  de  la  forme 
a I,  sin  kx -\- bii  cos  kx     si     k  =  n,     et  de  la   forme    x 'aj  sin  Ax -t- Aj  cos  A.r)     si     /,■  =  n, 
les    coeflicients     a^  et  b^,     se  déterminant  par  idcntilicalion. 

11  résulte  de  là  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'intégrale  générale  de  Féqualion 
propoféesoit  une  fonction  entière  de    sinx  et  cosx     est  que  le  second  membre  étant  mis  sous  la  forme 

ï;,  COSpX-f-  3(^,_  I  COS(;j-    l)x-t- h  0(„, 

ou  bien  l'on  ait    p  <C  »,     ou  bien    a,,  =  0. 

La  condition     «     =0     serait  aisée  à  expliciter  en   foncliun  des  coeflicients     A^,A^,  _,...     11   >uffit 
let  nous  n'insisterons  pas  davantage)  de  rappeler  la  formule 


cos'-.f   -    ^  ' 


;/.      ,.     — 


2''  S*"  2* 

qui  s'écrit  encore 

-2''~'  cos'  X  =  cos  Ax  ^  CJ  cos  (A  —  2)  a;  -+-  • 

Bonne  solution  de  M.  G.  Foi-cbt,  à  Roanne. 
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ECOLE  NATIONALE  SUPERIEURE  DES  MINES 

Matlirr/tatiques. 

1696.  —  On  considère  les  hyperboles  équilatères  qui  ont  pour  sommet  un  point  donné  0  et  qui  passent 
par  un  autre  point  donne  A. 

1°  Trouver  it  con.slriiire  la  courbe  lieu  de  leurs  c('ntre>. 

2"  Calculer  l'airr  de  la  porlion  rie  plan  comprise  dans  la  boucle  de  cette  courbe  , 

30  Trouver  l'enveloppe  des  axes  non  transverscs  des  hyperboles  considérées. 

Mécanique. 

I.  1697.   —  In  point  M  (k'ei  il  la  cjudioïde  repré.scntce  par  léqualion 

r  =  a  H  +  cos  0). 

Il  se  nieul  de  telle  façon  que  son  accélération  totale  soit  dirigée  constamment  vers  le  point  de  rebrousse- 
ment  A.  Calculer,  en  l'onction  du  rayon  vecteur  AM  ==  »•,  la  vitesse,  l'accélération  totale,  et  la  composante 
normale  de  l'accéléralion  totale.  Iiéduire  de  lii  le  rayon  de  courluiiT.  ronucr  l'équation  de  l'horiograplie  et 
construire  cette  courbe. 

IL  1698.  —  On  considéri'  trois  foires  ;qipliquées  suivant  trois  dioiUN  données.  reelaiij,'ul.iires  et  non  con- 
courantes. 

Calculfr,  pour  un  point  ipieleoiupie  île  l'espace,  le  moment  résultant  île  ces  trois  forces.  Delcniiiner  l'axe 
central,  c'esl-à-dire  le  lien  des  points  pour  lesquels  le  moment  résiill;ml  ti  a  la  même  direction  que  la  résul- 
tante de  translation  It.  Troiner  la  --nrface  engendrée  par  l'aie  central  (piaiid  les  l'orres  varient  de  telle  manière 
que  (i  et  Ft  conservent  des  Naleiirs  données.  b)xaminer  en  particulier  le  cas  où  II  est  nul. 

L  —  l'étinilion  rie  la  densité  dune  \apeur;  ;i» im/^cj  des  diverses  méthodes  de  mesure  des  densités  de 
vapeurs  (sans  description  détaillée  des  appareils). 
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II.  1699.  —  L'nc  bouteille  de  Leyde  cylindrique  dua  diaiiu-lie  extérieur  de  20'"'  est  rharjiée  au  moyen 
d  une  machine  à  influence.  Les  armatures  intérieure  et  extérieure  do  la  bouteille  sont  consliluées 
Q  par  deux  feuilles  de  papier  d'étain  collées  sur  la  paroi  latérale  sur  une  hauteur  de  30'^°'.   L'épais- 

seu]-  du  verre  séparant  les  deux  armatures  est  de  1""°  ;  son  pouvoii-  inducteur  spécifique  est  de  3. 
1°  Evaluer  en  niicrol'arads  la  capacité  de  la  bouteille.  On  a.ssiinilera  pour  ce  calcul  la  bouteille 
à  un  condensateur  plan  ayant  nicine  surl'acc  d'armatures.  (1  microfarad  est  la  capacité  d'une  sphère 
de  9'"°    de  rayon). 

2°  Évaluer  en  coulombs  lacharge  de  la  bouteille  lorsque  la  difl'érence  de  potenliel  enti-e  les  deux 
armatures  est  de  10.000  volts. 
3"  E\aluer  le  nombre  de   kilogrammètres  nécessaires  pour   actionner  la    machine  à  influence  pendant  la 
charge  de  la  bouteille  sous  10.000  volts.  On  ne  tiendra  pas  cou)pte  des  déperditions  d'électricité,  ni  du  travail 
absorbé  par  les  frottements. 

4°  On  veut  l'aire  partir  un  détonateur  électriciue  au  moyen  d'une  batterie  de  bouteilles  identiques  à  la  bou- 
teille étudiée  et  chargées  dans  les  mêmes  conditions.  Dans  ce  détonateur  le  feu  est  mis  à  l'explosif  par  un  fil 
très  fin  de  cuivre  qui  est  traversé  par  la  décharge  de  la  batterie  et  par  suite  s'éehauiïe.  On  admet  qiu-  toute 
l'énergie  électrique  est  transformée,  sans  aucune  perte,  en  chaleur  servant  à  échauft'er  le  111.  Il  faut  que  celui-ci 
s'élève  à  une  température  de  400'  au-dessus  de  la  température  ambiante  pour  amener  sûrement  l'inflam- 
mation. 

On  demande  le  nombre  de  bouteilles,  associées  en  quantité,  dont  duil  se  composerla  ballcrie. 
fil  lin  de  cuivre  10  ■"'  ;  diamètre  1,  10  de  mm;  nlas^c  spécifique  de  cuivre  'J  ;  chaleur  spéciliqiu'  0,  (KK 

j"  On  décharge  la  même  batterie  en  faisant  jaillir  une  elincelle  entre  deux  sphères  conductrices  A  et  fJ 
_  enfermées  à  l'intérieur  d'une  ampoule  en  verre  de  100  •^"'^  de  capacité.  Cette  ampoule  a  été 

remplied'airà  la  pression  atmosphérique  normale  et  k  la  température  de20o.  On  demande 
d'évaluer  en  centimètres  de  mercure  l'augmentation  de  pression  consécutive  à  l'étincelle 
en  supposant  que  celle-ci  n'échauft'e  que  l'air.  (11  faut  0,17  petites  calories  pour  échautfer 
de  1"  un  gramme  d'air  dans  les  conditions  de  l'expérience). 

5°  On  considère  une  bouteille  de  Leyde  identique  aux  précédentes  .sauf  que  l'épais- 
seur du  veire  est  de  f  "".  On  demande  l'erreur  commise  dans  lévahiation  de  la   capacité, 
lorsque  l'on  assimile  labouteillek  un  condensateur  plan  ayant  poursurface,  la  surface  de  l'armature  extérieure. 
On  donnera  cette  erreur  en  "/o  de  la  valeur  réelle  de  la  capacité. 

calculs  que  l'approximation  que  donne  la  règle  ordinaire  à  calculs 


jngneurdu 


Noie.  —  On  ne  demande  dans  tous  ce> 
de  26"^",  soit  2  ou  3  chiflres  exacts. 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


Algèbre  et  Trigonométrie. 
1700.  —  1°  Construire  la  courbe  qui  représente  la  fonction 

log^ 

i/   ^   4*  T< ~,' 

(log  xy 
2°  Soit  [Cl  l'arc  de  cetle  courbe  qui  a  pour  origine  le  point  .\  où  elle  traverse 
l'axe  des  .v,  et  pour  extrémité  le  point  U  qui  correspond  au  maximum  de  y.  Calculer 
l'aire  [S]  comprise  entre  l'are  [C^  l'axe  des  x  et  l'ordonnée  BI)  de  B. 
3°  Soit  M  un  point  quelconque  de  [C^.  Menons  la  perpendiculaire  PM  à  l'axe  des»; 
soil  .\  le  point  où  elle  rencoutie  la  corde  AB.  .\lent)ns  par  N  la  parallèle  à  l'axe  des  x  q\n  coupe  eu  H  lare  [C] 
et  en  U  la  parallèle  à  l'axe  des  1/  menée  par  A.  Portons  sur  le  prolongement  de  PM  une  longueur  .M S  égale 
Rà  Q. 

Lorsque  M  décrit  ^C  ,  S  décrit  un  arc  de  courbe  ;C'  :  cet  arc  passe  au  point  A.  Calculer  à  un  centième  près, 
le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  ii  cet  arc  [C'j  au  point  A. 

4»  Soit  [^']  l'aire  balayée  par  le  segment  de  droite  MS  lor.sque  M  décrit  [C\.  Montrer  qu'il  existe  entre  [Z]  et  [S'], 
une  relation  numérique,  qui  subsiste  lorsqu'on  remplace  dans  les  constructions  précédentes  l'ai-ç  [C^  par  un 
autre  arc  de  courbe  quelconque  ayant  les  mêmes  extrémités  A  et  B,  pourvu  toutefois  que  ce  nouvel  arc  soit 
situé  au-dessus  de  A  B,  et  ne  soit  pas  renconiré  en  jilus  d'un  point  par  une  parallèle  quelconque  ;i  l'un  ou 
l'autre  des  axes  de  coordonnées. 
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Nota.  —  Le  signe  log  représente  des  logarithmes  népériens  dont  la  lettre  e  représente  la  base. 
Les  axes  de  coordonnées  sont  supposés  reetangulaires. 

Géomi-trie  wHilylique  et  Mécanique. 

1701.  —  On  considère  un  plan  1'  et  un  système  (S)  de  forces  appliquées  à  un  solide  invariable  ;  ce  système, 
par  hypollioe.  n  est  éiiiiivalenl  ni  à  une  force  unique,  ni  a  un  couple,  ni  k  zéro. 

1°  Démontrer  sans  calcul  que  le  systèuie  (S)  peut  être  en  général  remplacé  par  deux  forces,  lune  Fi  nor- 
male au  ]dan  P,  l'autre  Fj  située  dans  ce  plan. 

lndii|uer  les  conditions  de  possibilité  du  problème. 

2»  Soient  Oj-,  0;/,  0-,  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires;  X,  Y,  /.,  1.,  M,  N,  les  six  coordonnées  du 
système  (S),  c'est-à-dire  les  projections  sur  les  axes  de  la  résultante  générale  cl  du  uionienl  résultant  relalif  au 
point  0. 

Soit  enlin       ux  -+-  aj  -+-  ir:.  -i-  /'  =  n       l'équation  du  plan  P. 

On  demande  de  calculer  les  coordonnées  xi,  ;/i,  ci  du  point  de  icncontre  A  de  la  foi'cc  Fi  avec  le  plan  P, 
ainsi  qiu'  l'équation  du  plan  -  mené  |)erpendiculairenieiit  an  plan  P  par  la  droite  D  ([ui  porte  Fj. 

3"  On  assujettit  le  plan  P  à  passer  par  une  droite  llxedonfiée  A. 

Trouver  le  lieu  géométrique  (C)  du  point  .\,  et  le  lieu  géoiuétriciue  (X|  de  la  droite  L),  (juand  le  plan  P 
pivote  autour  de  la  droite  donnée  A. 

4»  Former  l'équation  réduite  de  la  surface  (S),  et  discutée  la  nature  de  cette  surface  suivant  les  positions 
diverses  de  la  droite  donnée  A. 


Calcul 


On  donne  les  trois  cotés  d'un  triangle  .VBC 


"Sctd    <H-fettfc(tt*    (h.    ^ie^ivîftc  i'infsXny\i>ji 


JCiji.\  La.  ynxfie,  e^i  |ttaOj. 


a  =  laSii",      b  =  22  639"", 

r  =  18  913"'. 

Calculer  les  trois  angles   A, 

B,  C,  la  surface  S,  et  la  hauteur 

CK  =  H. 

On  emploiera  les  formules 


-  i   '■''  " 

«)(p- 

b)(p-r) 

v 

P 

s  =  pr, 

<4 

r 

p  —  a 

W  ^ 

r 

'*'   2 

P- 

b' 

«T 

r 

P  — 

c 

Épure 

Solide  commun  .\  deux  C^nks. 

1702.— 0,0'etC,C',  situés 
sut  une  iruMiie  droite  de  bout 
sont  les  centres  de  deux  s[dicres 
de  même  rayon   U. 

S,  S'  et  1,  1",  situes  à  un 
même  niveau,  soiit  les  som- 
nuMs  respectifs  de  deux  cônes 
circonscrits  :  l'un  à  la  sphère  0, 
O'  et  l'autre  à  la  S|)hère  C,  C. 

Les  axes  de  ces  ciincs  sont 
de  Iront. 

i>n  demande  : 
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1°  De  dt'tenninpi'.  par  ses  deux  jir(3jecltons.  le  solide  commun  aux  deux  cônes. 

2"'  En  l'éclairanl  par  des  rayons  lumineux,  tels  que  VV,  p-dralléles  entre  eux  e(  inclinés  à  ia"  (—  ),  selon 
Tiisaire,  de  délerminer  les  ombres  propres  au  solide. 

Xoia.  a)  Les  sphères  n"ont  pas  d'existence  réelle;  elles  ne  servent  t[u'à  déterminer  les  cônes . 

b)  On  ne  demande  pas  les  ombres  portées  sur  les  plans  de  projection. 

c)  Pour  les  (onstrnclions  on  se  servira  de  rinlersection  des  cônes  avec  le  plan  horizontal  xii  qui  passe 
par  les  points  x  et  ;/  oii  se  coupent  les  tangentes  au  cercle  telles  que  S';'  et  T'x. 

Le  point  courant  de  l'interseetion  des  deux  cônes  sera  désiijné  par  la  lettre  m,  >»'  et  la  tangente  en  ce 
point  par  les  lettres»»/,  m't'. 

Les  constructions  lelatives  h  la  recherche  de  rinlersection  seront  tracées  en  rouge.  Celles  relatives  aux 
ombres  seront  en  hlev. 

Les  lignes  existantes  (Intersection,  contours  apparents,  scpaialrices  d'ombre. ..)  seront  dessinées  en  trait 
noir  plein  (— )  poui'  les  lignes  vues,  el  jionriué  (...)  pour  les  lignes  cachées. 

Les  ombres  vues  seront  recouxertes  par  des  hachures  bleues. 

Physique. 

I.  —  Lunette  astronomique  et  lunette  terrestre. 

II.  —  Lois  de  Raoult. 

III.  —  1703.  l'n  condensateur  a  une  surface  de  3■î6°"^992,  l'épaisseur  de  sa  lame  isolante  est  de  1  centi- 
mètre, et  son  pouvoir  inducteur  spécifique  est  3.  —  On  le  charge  au  potentiel  de  10  000  volts  :  on  le  décharge 

à  travers  un  lil  métallique  de  2  mètres  de  longueur,  et  de    — -    de  millimètre  de  rayon,  dont  la  chaleur  spéci- 

lique  est  0,1  et  la  densité  o. 

On  demande  : 

1°  Les  valeurs  numériques  dans  le  .système  électrostatique  C.  ('■.  S.  et  dans  le  système  éledromagnélique 
pratique  de  la  rapacité  du  condensateur,  et  de  son  énergie  quand  il  est  chargé; 

2°  Le  nombre  de  degrés  dont  s'élèvera  la  température  du  Ml  par  suite  de  la  décharge  ; 

3»  Le  poids  d'eau,  prise  kzéro,  qui  pourrait  élre  Iransfcumé  en  vapeur  sous  la  pression  normale,  avec  la 
chaleur  dégagée  pendant  la  décharge. 

N.  B.  —  On  prendra  pour  chaleur  latente  de  vaporisiitiun  de  l'eau  537,  et  on  supposera  constante  et 
égale  à  l'unité  sa  chaleur  spécifique  entre  O"  et  100». 

Chimie, 
l.  —  Dissociation  de  la  vapeui- d'eau,  et  du  gaz  acide  iodhydrique  au  point  de  vue  expérimental  et  théorique. 

IL  —  1704.  Un  ajoute  une  solution  d'un  iodure  alcalin  à  une  solution  étendue  de  sulfate  de  cuivre  en 
excès.  Il  se  fait  un  pi'éeipilé.  qui,  après  lavage  et  dessiccation,  est  introduit  dans  un  petit  tube  de  verre  :  L'aug- 
mentation du  poids  du  lube  montre  qu'il  y  a  été  placé  |e,34.o  de  précipité. 

On  chaurte  le  lube  au  rouge  sombre,  en  même  temps  qu'on  y  fait  passer  lentement  un  courant  d'oxygène  : 
il  se  dégage  de  l'iode  qu'on  recueille  dans  un  tube  qui  fait  suite  au  premier.  Le  tube  laboratoii'e  a  perdu 
OB,"'7838  de  son  poids;  il  contient  maintenant  de  l'oxyde  de  cuivre  CuO  pur. 

^node"T](ri  a  pris  naissance  est  redissous  dans  une  solution  d'icrdun^dê'pôfassium  qu'on  étend  ensuite  à 
100'""'\  On  introduit  cette  solution  dans  une  burette,  et  on  la  fait  tomber  goutte  à  goutte  dans  10'""^  d'une 
solution  iTliyposuirite  de  sodium  additionnée  d'empois  d'amidon  ;  il  en  faut  I0""\4  pour  faire  apparaître  la 
coloration  bleue.  On  vérifie  d'autre  part  qu'il  faut  13"°', 6  de  cette  solution  d'hyposullite  pour  décolorer  10'"^ 
d'une  solution  décinormale  d'iode. 

On  demande  :  la  composition  et  la  formule  du  précipite  ;  l'équation  de  la  réai-tion  de  l'iodure  sur  le  sul- 
fate de  cuivre  :  peut-on,  en  additionnant  la  solution  cuprique  d'un  réactif  très  usité,  précipiter  tout  l'iode  de 
l'iodure  alcalin  ? 

N.  B.  —  Poids  atomiques  donnés  :  Cu  =  63,  I  =  127,  O  =  16,  S  =  32,  Xa  =  2.<. 
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1613.  —  Construire  la  courbe 

ytgx  —x  =  0, 

et  montrer  que  les  points  d'inflexion  de  cette  courbe  sont  en  liyne  droite.   Montrer,   en  outre,  que   tes  tan- 
gentes en  ces  points  sont  tangentes  à  une  parabole. 

La  fonction est  une  fonction  paire,  par  conséquent  la  courbe     y  =  — —    est  symétrique  par 

rapport  à  Oy,   et,  pour  la  construire,  il 

suffit  (le  faire  varier   x  de   0  à     -4-  »  . 

La  fonction  y  est  nulle  pour 

tgï  =   00  , 

cVst-à-dire  pour  les  valeurs 

X  =  -^  -+-  A-, 

En  tous  ces  points  la  courbe  rencontre 
Ox. 

La  fonction  y  est  infinie  pour 
tgx  =  0.  c'est-à-dire  pour  les  valeurs 
a:  =  An.  Toutes  les  droites  x  =  k- 
sont  donc  les  asymptotes  verticales 
parallèles  à  Oy. 

Pour  .r  =  0,  on  a  y  =  1.  Le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  y',  est  fourni  par  l'équation 

X 

tgx  — 


\ 

\ 

y^ 

^^^=^ 

''^\     ' 

'^\i 

/ 

.23/  1-^ 

■p 

% 

W\            ST. 

sm  X  cos  X 


tg-  X  sm-  X 

ceci  nous  montre  que  de  0  à    +x  ,     y   est  toujours  négatif;  la  fonction  y  est  toujours  décroissante. 
Pour  prendre  la  dérivée  seconde,  nous  écrirons 

sin  àx  —  5x  .  sin-x(2cos2x  —  2)  —  2sin  xcosxfsin 'âx  —  2x) 


pui 


2sin» 


î/    = 


el  nous  aurons 


y 


2  sin'  .r 


sin  x(cos  2x  —  1)  —  cos  x(sin  2.r  -  2x) 


y   = 


2(xcos.r  —  sin  .r) 


sin' X  ■'  sin'x 

Celle  équation  nous  apprend  (|ue  la  concavité  change  de  sens  aux  points  où  sinx  est  nul  et  aux 

points  où  le  numérateur  s'annule,  c'esl-à-dire  aux  points  qui  correspondent  aux  racines  de     tgx  =  x. 

Les  premiers  sont  les  points  à  l'infini  et  devaient  naturellement  se  présenter.  Les  autres  sont  les 

points  d'inflexion.  Comme  pour  eux     Iga*  =  x,     tous  ces  points  sont  sur  la  droite     ?/  =  1-     Leurs 

abscisses,  en  nombre  infini,  sont  de  la  forme    x  =  /.-  -h  t.,,    et  /.•  étant  un  entier  positif  quelconque,  »],  un 

nombre  compris  entre  -j-  el  -^,  qui  grandit  avec  k  el  qui  tend  vers  -^  • 

La  tangente  en  un  point  d'inilexion  a  pour  coeflicient  angulaire 


sm  X  cos  X  —  X 


sm  X  =  .r  cos  X. 
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Ce  nombre  est  clone  égal  à    — .r,     et  l'équation  de  la  tangente  est 

Y-  1  =  —  a-(X  —x). 


l 


Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  qui  joint   Torifrine  au  point  d'inllexion  étant —,  on  voit  que 

cette  droite  est  perpendiculaire  à  celle-ci  ;  par  suite  l'enveloppe  est  une  parabole  ayant  l'origine  pour 
foyer  et  la  droite     y  =  l     pour  tangente  au  sommet.  Le  calcul  d'ailleurs  y  conduit  de  suite. 

imos. 

Bonnes  solutions  :  MM.  C.  Four.nv,  à  Roanne  ;  M.  BoonsEvnE,  à  Compiègne  :  P.  Alueutini,  à  Nire  ;  L.  Simon,  à  Doinleville  : 
P.  Béteii.le,  à  Parizot  ;  C.  Pélissier,  à  Toulouse. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  Ba.ima,  à  Nice;  Bon.n.mih,  à  J.inson  ;  G.  Cotty;  r.li.  r.RNCu,  ;i  J.issy. 


1634.    —  On  donne  un  cercle  cl  un  diumrtre  fixe  AB  de  ce  cercle,  et  on  considère  un  point  .M  vnriahle 
sur  ce  cercle,    l'rouv'^r  et  construire  In  courbe  lieu  des  pieds  des  bissectrices  de  l'angle  B  du  triangle  M.\li. 

Prenons  pour  origine  le  point  B,  pour  axe  des  x  le  diamètre  B.\  et  pour  axe  des  y  la  tangente  en 
B.  L'équation  du  cercle  sera 

.(•-  +y'-  —  2n.r  =  0 . 
Soient  BI  la  bissectrice  de  l'angle   B,  t  la  tangente   de  la  moitié  de 
l'angle   MBA,    c'est-à-dire  do  l'angle   IBA;    l'équation  de  Bt  sera     y  =  tx 
il 


et  celle  de  BM,    y  = 


D'autre  part,  la  droite    .\M   est   perpendiculaire  sur    BM   et   a   pour 
équation  y=  — — — (■'•—«); 


2( 


on  obtient  l'équation  du  lieu  qui  est,  toutes 


en  y  remplaçant    /    par 

réductions  faites, 

x{x-  -+-  y-)  — 2fl(a;-  —  y-)  =  0. 

C'est  l'équation  d'une  strophoïde  droite  rapportée  à  ses  axes  habituels. 

Pour  montrer  géométriquement  que  ce  lieu  est  une  slrophoide,  il  suffit  de  prolonger  AP  jusqu'à 

sa  rencontre  en  C  avec  l'axe  des  y  et  de  remarquer  que  le  triangle  CBP  est  isocèle  :  l'angle    CBP  a, 

en  ellet,  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BM  pins  la  moitié  de  la  moitié  de  l'arc  MA  ;  de  même  l'angle 

CPB.     Donc  on  a     CP  =  CB     et  on  retombe  ainsi  sur  une  construction  classique  de  la  strophoïde. 

A.  DARMON. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  D.  L.,  à  Poitiers  ;  G.  Foccby  ;  P.  Wahl;  C.  Gdillbrme  ;  P.  Albertini  ;  P.  Briz.^rd;  B.  Gonin  ; 
J.  SouDET,  lycée  de  Rouen  ;  D.  Georgesco  ;  L.  Simon"  ;  M.  Bajma.  ;  Bros  ;  L.  Mo.ntaut,  à  Tunis  ;  R.  Manen  ;  G.  Laoh  ;  G.  Cottv  ; 
R.  Tellier  ;  L.  Sire  ;  G.  Foucby  ;  Gdili.erme;  Gh.  Giuncu,  à  Jassy. 


1645.  —  On  considère  le  cercle  x'-i-  i/-  —  n"-  =  0  et  les  deux  bissectrices  de  l'angle  des  axes.  Une 
tangente  variable  à  ce  cercle  coupe  les  deux  bissectrices  en  A  et  B. 

1°  On  demande  l'érjualion  du  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre,  l'équnlion  de  lu  droite  qui  joint  ses 
deux  points  de  rencontre  avec  les  axes  et  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  cette 
droite. 

2"  On  demande  en  outre  le  lieu  des  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  à  AB  et  le  lieu  du  point  de 
rencontre  de  deux  cercles  orthogonaux  du  système. 

3"  Trouver  l'enveloppe  de  ces  cercles,  et  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  deux  cercles  égaux  non 
confondus. 
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1.  Soit  .r  coso  +  y  sin  o  — a  =  0 

l'équalion  d"une  tangente  au  cercle. 

L'équation  du  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre  sera 

X-  —  y--h{ux-hvy)ixcoso-\-y  sin  9  —  «)  =  0, 
n  et  V  étant  convenablement  choisis.  En  annulant  le  coefTicietit  de  xy,  nous  avons 

u  sintp  -f-  r  cos  0=0; 
en  écrivant  que  le  coefficient  de  x-  et  celui  de  y-  sont  égaux,  nous  avons  aussi 

u  cos  0  —  V  sin  f  -)-  2  =:  0  ; 
ti  et  V  sont  alors  donnés  par  les  deux  équations  : 


cos  9         —  sm  cp 
L"équation  du  cercle  demandé  est  donc 

x-  —  y-  —  2(x  cos  9  —  y  sin  o){x  cos  9  -+-  y  sin  9  —  a)  =  0 
ou  f .T- -H  !/-) cos  2o  —  2rt(arcos9 — i/sinç)  =0. 

Le  lieu  du  centre  de  ce  cercle  a  pour  équations  paramétriques 

coso  sin  ta 


cos  ::i(j)  cos  29  ' 

on  en  déduit 

cos  o         sin  9  1 


.r  —  y  v'x-  +  y- 

L'équation  cartésienne  est  donc 

(x-  —  y-)-  =  a^{x'-^y-). 
Le  lieu  du  centre  est  une  kreuzr.urve  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  bissectrices  de  l'angle 
des  axes. 

I  ■   .    j  .  ,  ,  ,        .        -o  cos  o  „  „  2rt  sin  9 

Les  pomts  de  rencontre  avec  les  axes  ont  pour  coordonnées    '-■>  0     et    0, : 

cos  29  cos  2? 

la  droite  qui  les  joint  a  donc  pour  équation 

cos  29  (  — '■ —^ —  )  —  2fl  =  0  ;         ou         .r  sin  o  _  ?/  cos  ?  —  a  tsr  29  =  0. 

\  cos  9         sm9  /  ■       j 

C'est  le  diamètre  perpendiculaire  à  AB. 

Ceci  montre  en  passant  que  les  lieux  des  points  de  rencontre  de  celle  droite  avec  le  cercle  sont  les 
deux  axes. 

Pour  avoir  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  celle  droite,  il  faut  élimi- 
ner 9  entre  l'équation  de  la  droite  et  l'équation 

sin  9         cos  9  \ 


—  y  \/x^  -+-  j/2 


ixy 


Ceci  donne        ^Jx^ -+- if  =  a    .,  "  -'., ,  ou  (x- -+-  !/')(.i-  —  y-f  —  ^ta-x-y-  =  0, 

en  coordonnées  polaires.  p  =  ±r/tg2w. 

11  est  facile  de  voir  que  les  deux  équations  représentent  la  mémo  rouibe.ol  il  suffit  de  faire  varier  w 
dans  un  intervalle  d'amplitude  2ir  dans  l'équation 

?  =  a  tg  2(0. 

•  trsi  on  change  >•>  eu     o-i^— .,     p  se  reproduit.  Il  suffira  donc  de  faire  variei laris  un  intervalle 

d'amplitude  —  et  de  faire  tourner  la  courbe  ainsi  obtenue,  trois  fois  successivement  autour  du  point  0, 
d'nn  angle  droite  cha(|iie  fois. 

Faisons  varier  '"de à     -I-4--     et  changeons  >.>  en     — <";     ?  se  change  en     —  ;;     donc  la 
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portion  envisagée  est  symétrique  par  rapport  à  Oy,  et  il  suffit  finalement  de  faire  varier  w  de  0  à  j- 
Dans  cet  intervalle,   ?   croît  de  0  à    -t-  x.     La  distance  de  l'origine  à  l'asymptote  est  la  limite 


de 


COS  2i" 


js  2(.j  =  sin  2(  —  —  w); 


nous  avons  donc 


a  sin  2w 


Fij;.  I. 

La  limite  est     d 


2  COS  (y-  —  w  i 

-,     et  la  branche  étudiée  a  la  forme  de  la  ligure  1.  La  courbe  totale  a  la 

forme  donnée  dans  la  figure  2. 

Cette  courbe  a  Torigine  pour  centre  et  quatre  axes  de  symétrie  ;  Or.  Qij  et  les  deux  bissectrices  de 

l'angle  des  axes. 

2.  Nous  avons  vu  que  le  diamètre  perpendiculaire  à  AB 
est  justement  la  droite  CD,  dont  les  deux  extrémités  décrivent 
les  axes;  par  conséquent  le  lieu  demandé  se  compose  des 
deux  axes  de  coordonnées. 

La  tangente  à  l'origine  au  cercle  de  l'énoncé  est 
X  ces  cp  —  »/  sin  ?  =  0  ; 
nous  aurons  donc  le  cercle  orthogonal  à  celui-ci  en  changeant 

5  en  —  -f-  o.  Ce  nouveau  cercle  a  pour  équation 

(x-  -h  y-jcos  2?  —  2a(.r  sin  r  -H  ;/  cos  -f)  =  0, 
et  l'axe  radical  des  deux  cercles  est 

X  cos  'f  —  y  sin  ?  -h  a?  sin  ç  -H  y  cos  ?  =  0. 
Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  deux  cercles  s'obtiendra 
en  éliminant  9  entre  l'équation  du  premier  cercle  et  celle  de  cette  droite  ;  nous  aurons  ainsi 

cos  -  sin  o  1 


puis 


y  —X 

(-y 


2(x- 


»/2(a;-  -H  y-) 
(_4xv)  — 2a(     -  X-  ~  r   \      0 

y2  _-  a-[x^ 


ou,  finalement  Sx^y- =  a-(x' -h;/-). 

Ce  lieu  est  une  kreuzcurve  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes. 

3»  L'enveloppe  des  cercles  est  la  courbe  horaothétiqne  de  la  podaire  de  l'origine,  dans  le  rapport  2, 
par  rapport  à  la  kreuzcurve,  lieu  du  centre.  Si  nous  prenons  pour  axes  les  bissectrices  de   l'angle  xOi/, 


X  et  y  se  changent  en 


fi 


et 


fi 


et  l'équation  de  la  courbe  devient 


On  peut  donc  écrire 

La  tangente  a  pour  équation 

jl 1/  — 

2  ces/ 

sin  l  — 

cos- 1  s 


4r-y-  =  a-^x--^y-,. 

a 
2  cos  <  ■'        : 


2  sin  t 


X  cos-  t 


sin-/ 
cos* 


2  sin  i  cos  t 
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la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  est  donc 


cos^  t 


sin'  t 


et  les  équalions  de  la  podaire  sont 


Celles  de  l'enveloppe  sont  alors     x 


ces'/         sin-<        2  cos' /-t-sin'' <) 

a  cos'  /  a  sin"  l 


cos*<-i-sin'5< 


y  = 


cos''  /  -+-  sin»  t 


On  construit  facilementcette  courbe  qui  admet  pour  axes  de  symétrie  Oj".  Oî/  et  les  bissectrices  de 

l'angle  des  axes:  il  suffit  de  faire  varier  t  de 


0  à 


et   d'achever    par  symétrie.   La 


figure  que  nous  donnons  ci-conlre  indique 
cette  courbe  placée  par  rapport  à  la  kreuz- 
curve  homothétique,  dans  le  rapport  2,  du 
lieu  du  centre,  dentelle  est  la  podaire  {fig-S). 
Le    rayon  du   cercle    o    est  donné  par 


11=  = 


co 


:'9r 


Nous    écrirons    donc    que 


deux  cercles  sont  égaux  en  écrivant  que 
cos  5.f'  —  ±  cos  "29. 
La  relation     cos  2o'  =  cos  2o     donne 
-2^'  =  2k-  zh  %,  ou  o'  =  A--  =  o  . 

elle  se  décompose  en 

o'  =  -  H-  o,  o'  =    —  !i,  ç'   =   -  —  o; 

Pour    o'  =  7:+ti,    le  second  cercle  est 

symétrique  du  premier  par  rapport  au  point  0 

et  le  touche  en  ce  point  ;  il  n'y  a  pas  de  lieu 

*■'"•  •'■  à  proprement  parler. 

Pour    o'  =  —  o,    le  second  cercle  est  symétrique  du  premier  par  rapport  à  O.c  ;    le  lieu  de  leur 

point  de  rencontre  est  Ox. 

Pour    o'  =  -  -  o,    le  second  cercle  est  symétrique  du  premier  par  rapporta  O7,  et  le  lieu  est  0;/. 
La  relation     cos  2o'  =  —  cos  2o,      ou      cos  2o'  =  cos  (u  —  29)     donne 


2ç.'  =  2A--  ±  (t 


elle  se  décompose  en 


3i: 


O'    =    /.-T 


¥'=  — -TJ-^-?, 


A  la  première  relation  correspondent  deux  cercles  symélri(iues  par  rapport  à  la  iireinière  bissec- 
trice et  celle  droile  est  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre.  A  la  seconde  correspondent  deux  cercles 
symétriques  par  rapport  à  la  seconde  bissectrice  et  cette  droile  est  le  lieu  de  leur  point  de  ren- 
contre. 

Aux  deux  dernii'^res  relations  correspondent  des  cercles  orthogonaux  et  le  lieu  est  la  seconde 
kreuzcurve  que  nous  avons  trouvée. 


Remarques  géométriques. 


Il  est  t'arilr  (li>   voir  que  le  lion  du    point    I    est   uni'  krcuziurve  liomo- 
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Bonnes  solutions:  MM. 
UouvAisT  ;  A.  Malplat. 
Solutions  satisfais;uites 


llR'lique  de  celle  que  décrit  le  point  II,  intersection  des  perpen- 
diculaires aux  deux  bissectrices  aux  points  A  et  B.  Pour  le 
lieu  du  point  II  c'est  évident;  puisque  c'est  la  définition  de  la 
kreuzcurve.  Le  lieu  du  point  I  est  homothétique  de  celui-ci  dans  le 

rapport  y 

D'autre  part,  l'arc  BD  est  le  double  de  la  mesure  de  l'angle 
BOD,  qui  vaut  40°;  cet  arc  vaut  donc  un  ([uadrant  et  les  deux 
diamètres  AB  et  CD  sont  rectangulaires. 

Il  est  évident  qu'on  trouve  un  cercle  orthogonal  au  premier 
en  faisant  tourner  celui-ci  d'un  angle  droit  autour  du  point  0. 
Soit  P  le  pointde  rencontre;  la  corde  OP  provient  d'une  corde  OPi, 
perpendiculaire  il  OP  et  égale  a  OP  ;  ces  deux  cordes  sont  égale- 
ment inclinées  sur  01  et  on  a  OP  =  Oly'-'.  Le  lieu  du  point  P 
est  donc  une  autre  kreuzcurve,  homothétique  du  lieu  de  I  dans 
le  rapport  ^ji,  et  que  l'on  fait  tourner  ensuite  d'un  angle  de  4on 

autour  du  point  0. 

BEXOIT-GOHIN,  lycée  de  Dijon. 

A1.BE11TINI,  lycée  de  Nice  ;  A.  Huby,  lycée  de  Dijon  ;  L.  Simon,  à  Ohàlons-sur-Marne  ;  E.-N.  IUrisien  ; 
:    M.M.  G.  FoLcnv,  à  Roanne:  H.   Ma.nen,  à  Albi  ;  G.  Giiscu,  à  Jassy. 
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1644.  —  Par  rajq^orl  aux  axes  Ox  et  0;/  de  la  feuille  {qui  seront  seulement  tracés  au  crayon,  pui.i  e/facés), 
les  jirojeciions  [ab,  a'h')  du  segment  de  droite  AB  de  l'espace  sont  définies  par  le  croquis 
ci-joint  coté  en  centimètres.  Ce  segment  AB  est  une  arête  d'un  cube  dont  les  deux  autres  arêtes 
AC  cl  AD,  issues  de  A,  sont  telles  : 

lo  que  la  projection  horizontale  ac  de  AG  est  parallèle  à  a'h'  et  dirirjée  en  sens  contraire  ; 

2û  que  le  sommet  D  est  en  acant  de  la  face  ABC. 

Représenter  le  cube  ainsi  défini  en  le  supposant  entaillé  par  le  cône  de  révolution  d'axe 
AD   qui  est  tangent  au  plan  liori:iontal passant  par  son  sommet  A. 

Sur  le  bord  curviligne  de  l'entaille  on  déterminera  avec  précision  : 

1"  les  extrémités  situées  sur  les  arêtes  du  cube  ainsi  que  les  tangentes  en  ces  points  ; 

2u  les  points  o'u  la  tangente  est  soit  horizontale,  soit  de  front. 

{Éeulc  naliunale  des  Ponts  et  CUaiiisées,  cours  préparatoires,  concours  de  1907.) 

Construction  du  cube—  La  face  ACD  étant  dans  le  plan  perpendiculaire  en  A  à  l'arête  AB,  nous  pren- 
drons comme  plan  vertical  auxiliaire  de  projection  le  plan  qui  projette  cette  arôle  et  nous  le  rabattrons  sur 
le  plan  horizontal  qui  contient  A  :  ayant  ainsi  la  projection  verticale  ab'i  de  AB,  qui  donne  la  vraie  grandeur 
de  l'arête  du  cube,  nous  en  déduisons  la  trace  verticale  du  plan  ACD  qui  lui  est  perpendiculaire  et  sur  laquelle 
se  projette  l'arête  AC;  prenons  un  point  quelconque  y,-,-'!  sur  cette  arête  et  rabattons  le  plan  ACD  autour  de 
son  horizontale  oP  ;  nous  obtenons  en  ay  la  direction  de  l'arête  AC  rabattue,  en  sorte  qu'il  suffit  de  prendre 
ac"  —  ab'i  et  de  porter  la  même  longueur  sur  la  direction  perpendiculaire  en  ad"  pour  avoir  le  rabattement 
des  arêtes  AC  et  AD,  d'où  nous  déduisons  leurs  projections  horizontales  ac  et  ad  et  leurs  projections  verticales 
a'c'  et  a'd'  en  reportant  les  cotes  des  points  C  et  D. 

On  acliève  la  construction  des  deux  projections  du  cube  sans  difficulté. 

Intersection  du  cube  et  du  cône.  —  Le  cône  de  révolution  ayant  pour  sommet  A  et  pour  axe  AD  est  lan- 
gent au  plan  horizontal  le  long  de  la  génératrice  située  dans  le  plan  vertical  de  l'axe  ;  nous  aurons  donc  son 
angle  au  sommet  en  prenant  l'angle  que  fait  AD  avec  sa  projection  ad,  et  pour  cela  il  suffit  de  porter  sur  la 
perpendiculaire  en  d  à  ad  la  cote  du  point  D  relative  au  plan  horizontal  A  soit  do,  puis  de  joindre  <jô.  On 
peut  aussi  observer  que  cette  longueur  aS  étant  égale  à  AD,  on  obtient  le  point  S  à  l'intersection  de  l'arc  de 
rayon  ad''  avec  la  perpendiculaire  élevée  sur  ad  au  point  d. 


■  '\' 
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Le  cône  a\ unt  son  axe  perpendiculaire  au  plan  de  la  face  Dl-i,  du  cube  coupera  cette  l'ace  suivant  un  cercle 
de  centre  D  et  dont  le  rayon  est  la  perpendiculaire  à  l'axe  au  point  D,    limitée  a  la  génératrice. 

Nous  l'avons  donc  en  menant  os  perpendiculaire  sur  ao  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  direction  ad  prolongée. 

Pour  obtenir  la  projection  horizontale  de  ce  cercle,  rabattons  son  plan  autour  du  diamètre  horizontal  dont 
la  direction  nous  est  donnée  en  coupant  les  deux  arêtes  FD  et  L(J  par  le  plan  horizontal  cl'lt' ;  l'arête  DG  se 
rabat  en  dg"  et  DF  suivant  la  direction  perpendiculaire  dk"  ;  la  circonférence  de  centre  d  et  de  rayon  égal  à 
3e  est  le  rabattement  de  la  section  cherchée. 

Elle  coupe  en  m"  et  n"  les  deux  arêtes,  ce  qui  donne  les  projections  m  et  n  despointsoii  ces  arêtes  coupent 
le  cône,  et  les  tangentes  en  ces  points  s'obtiennent  en  lelevant  les  tangentes  m"t"i  et  <i"(".  à  la  circonférence. 
On  obtient  le  point  de  la  section  oii  la  tangente  est  horizontale  ou  de  front  en  déterminant  les  extrémités  p"  et  '/' 
des  rayons  perpendiculaires  aux  directions  de  l'horizontale  et  de  la  ligne  de  front  rabattues,  puis  menant  les 
tangentes  en  ces  points  qu'on  relève  en  />  et  q. 

Ces  points  et  leurs  tangentes  suffisent  à  déterminer  la  forme  de  l'arc  d'ellipse  qui  donne  la  section 
demandée.  Un  en  déduit  la  projection  verticale  en  relevant  les  points  et  les  tangentes  qu'on  a  construits.  L'en- 
taille est  limitée  par  l'arc  d'ellipse  MQN  et  les  deux  génératrices  AN  et  A.M,  sections  du  cône  par  les  faces  AF 
et  AG  du  cube. 

La  ponctuation  n'oflVe  aucune  difficulté. 

lionne  solution  de  M.  C.  Guiilerme,  du  lycée  de  Bourg. 


CONGO  LUS  DE  1008 
ÉCOLE    CENTRALE 

Géométrie  aiialyli'juc  et  Mécanique . 

I.  —  1705.  Mouvement  avec  frottement  d'un  point  matériel  pesant  sur  un  plan  incliné  d'un  angle  a  sur 
l'horizon.  Le  mobile  est  lancé  d'un  point  A  du  plan  avec  une  vitesse  initiale  Vj  dirigée  suivant  la  ligne  de  plus 
grande  pente  de  ce  plan  et  de  bas  en  haut.  Le  plan  incliné  est  supposé  illimité. 

Donner  sans  démonstration  : 

1°  la  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  le  coefficient  f  de  frottement  pour  quels  mobile  redescende  du 
point  le  plus  haut  B  qu'il  peut  atteindre  ; 

2°  dans  le  mouvement  ascendant  et  dans  le  mouvement  descendant,  les  expressions  en  fonction  du  temps, 
de  l'espace  parcouru  et  de  la  vitesse. 

Applicalion,  —  On  a  observé  que  le  mobile  emploie  pour  descendre  de  B  à  A  un  temps  double  de  celui 
qu'il  a  mis  pour  monter  de  A  à  B  ;  en  faisant  a  =  45»,  calculer  : 

1°  le  coefficient  f  de  frottement;  2°  la  vitesse  avec  laquelle  le  mobile  revient  en  .A,  V,  étant  supposée 
donnée. 

II.  —  1706.  1"  Construire  la  courbe  (G)  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  est 

p  =1  aa  —  4a  cos  (o  —  3a  sia  oj. 
o  est  une  longueur  positive  donnée. 

2»  En  un  point  M  de  (G),  on  lui  mène  la  normale,  et  au  pôle  0,  on  élève  la  perpendiculaire  à  DM;  ces 
deux  droites  se  coupent  en  N.  Par  M,  on  mène  le  vecteur  MQ  équipollent  au  vecteur  ON  sous-normale  en  M). 
Trouver  soit  en  coordonnées  cartésiennes  (ou  linéaires],  soit  en  coordonnées  polaires  l'équation  du  lieu  ia)  du 
point  Q;  le  construire  ainsi  que  sa  tangente  en  Q. 

3°  Pour  une  position  donnée  de  Q  sur  (A)  construire  le  point  correspondant  .M  de  (G)  et  la  tangente  à  (G) 
en  M.  Dans  l'hypothèse  oii  le  point  Q  décrit  (A)  d'un  mouvement  uniforme  avec  une  vitesse  5a  dirigée  de 
manière  à  ce  que  le  vecteur  OQ  tourne  dans  le  sens  positif  de  l'angle  polaire  to,  calculer  la  vitesse  angulaire 
de  rotation  du  vecteur  OM  et  construire  le  vecteur  vitesse  du  point  M  sur  sa  trajectoire  (G). 

{10juin,de  7  h.  a  11  h.) 
Physique. 

1.  —  Décrire  un  procédé  (méthode  et  appareil)  pour  la  détermination  de  la  chaleur  de  vaporisation  de 
l'eau  ;  formules  de  la  chaleur  latente  de  vaporisation  de  l'eau. 

II-  —  1707.  Les  armatures  d'un  condensateursont  des  sphères  concentriques  derayons  ri  =  oDi^^et  rt  =  oO"^ 
chargées  à  une  difi'érence  de  potentiel  de  10  unités  C.  G.  S.  électrostatiques;  évaluer  l'intensité  H  du  champ 
électrique  au  milieu  de  la  distance  qui  sépare  les  armatures. 

Calculer  la  valeur  numérique  de  II  en  unités  électrostatiques  et  en  grammes  par  microcoulomb. 

Etablir  la  formule  algébrique  définitive  avant  tout  calcul  numérique. 
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Chiitiie. 

I.  —  Lacide  azotique. 

II.  —  1708.   Dans  une  bombe  calorimétriqui',  ou  inlroduil  un  certain  volume  d'éthyléne.  On  ajoute  la 
quantité  d'oxygène  pur  nécessaire  pour  assurer  une  combustion  complète  et  on  enflamme. 

On  recueille  3i'',94  d'anbydride  carlionique,  If, 01  d'eau  et  on  constate  que  la  chaleur  dégagée  est  égale  à 
lo,3  calories. 

On  demande:  1°  de  calculer  le  vohinie  d'éthylèno  introduit  dans  la  bombe  ;  2»  la  chaleur  de  formation  de 
cet  hydrocarbure. 

La  réaction  C  +  0-  dégage  94  calories.  La  réaction  H--I-  0  =:  H-0  liquide  dégage  69  calories. 
Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques. 

{10  juin,  de  2  k.  i/2  ù  5  h.  12.) 
Einive   de   Géométrie  descriptive. 
'X'370™".  Placer  la  ligne  de  terre  xy  parallèle  aux  petits  cotés  du  cadre  et  à  liG™™  du 


1709.  —  Cadre  450> 
(lelit  côté  supérieur. 


On  donne  un  plan  de  bout  P'aP  tel  que  aP  est  à  4:j°"°  du  grand  côté  droit 
du  cadre  ;  l'angle  P'^x  =  45». 

1°  Dans  ce  plan  on  considère  une  circonférence  de  50"""  de  rayon  et  dontle 
centre  o,  o'  a  pour  cote  -+-  ">0°""  et  pour  éloignement  +  170°"™.  Cette  circonfé- 
rence tourne  aulour  d'un  axe  vertical  passant  par  le  foyer  F  de  la  projection 
horizontale  de  la  circonférence,  le  plus  voisin  de  xtj  et  engendre  une  surface  M. 

io  Dans  le  même  plan,  on  considère  une  ellipse  dont  la  projection  hori- 
zontale est  une  circonférence  de  55™™  de  rayon  tangente  à  aP  ;  le  centre  C  de 
cetle  circonférence  est  a  gauche  de  aP  et  k  l'O"""  au-dessous  de  xy.  Cette 
ellipse,  en  tournant  autour  d'un  axe  verlical  passant  par  son  point  le  plus  élevé 
a,a',  engendre  une  surface  N. 

Après  avoir  déterminé  les  contours  apparents  de  ces  deux  surfaces,  et  les 
projections  de  leur  intersection,  on  représentera  le  solide  limité  à  la  surface 
X  et  au  plan  horizontal,  avec  la  cavité  produite  par  le  solide  limité  à  la  sur- 
face M  qu'on  supposera  entièrement  enlevé. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  induiucra  les  constructions  d'un  point  quelcon- 
que de  l'intersection,  de  la  tangente  en  ce  point,  ainsi  que  les  constructions 
des  points  et  droites  remarquables. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive.  —  Titre  intérieur  :  Intersection  de 
deux  surfaces  de  révolution. 

{il  juin,  de  7  h.  à  1 1  h.) 
Tri(/onomélrie. 

rROBLF.ME. 

1710.  —  .Suit  OAB  un  tiiaugle  rectangle  en  0  dans  leciuel  on  donne  les  côtés  de  l'angledi'oit  OA  =  o,  OH  =  b. 
.  On  considère  un  point  M  variable  sur  la  bissectrice  OZ  de  l'angle  droit  AOB  ou  sur 
son  prolongement  OZ'  ;  on  désigne  l'angle  OAM  par  x,  et  l'angle  OBM  par  y. 
{"  Evaluer  tg  ;/  en  fonction  de  tg  a;  et  des  longueurs  données  a  et  b. 
2°  Connaissant  a  et  6  calculer  tga;  de  façon  que    y  =  ix.     —  Indiquer  dans  quels 
cas  le  problème  est  possible,  combien  il  va  de  points  M  répondant  à  la  question  siu-  la 
bissectrice  OZ  et  combien  il  y  en  a  sur  son  prolongement  OZ'. 
^         3°  Dans  le  cas  où  il  y  a  deux  positions  M'  et  M"  du  point  M  lépondant  à  la  question 
'Z'  jH'écédente,  on  demande  de  calculer  en  l'onction  de  n  et  de  6  les  cosinus  des  angles  M'AM", 

.M'CM"  et  le  produit  des  cosinus  des  angles  AM'B  et  AM'H. 

Calcul. 
1711.  —  Calculer,  soit  en  grades,  soit  en  degrés,  les  trois  angles  A,  B,  C  d'un  triangle  sachant  <iu'ils  véri- 
lient  les  équations 


cos  A  = 


Ig 


B  — C 


72 


B-i-C 


"  _     /  22348  sin  , 
r  ~  V        89825 
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SUR  LES  CUBIQUES  A  POINT  DOUBLE 

p:ir  M.  G.  Gotty,  a  Ilijon. 


•le  me  propose  de  déduire,  des  propriétés  des  coniques,  un  certain  nombre  de  propriétés  remar- 
quables des  cubiques  à  point  double. 

J'emploierai  pour  cela  les  deux  théorèmes  fondamentaux  suivants  : 

La  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  conique  est  en  général  une  quartique  bicircu- 
laire  ;  si  le  pôle  d'inversion  est  sur  la  conique,  c'est  une  cubique  circulaire  ayant  pour  point  double  le  pôle, 

et  leurs  réciproques  : 

L'inverse  d'une  cubique  circulaire,  le  pôle  d'inversion  étant  un  point  double,  est  une  conique  passant 
par  le  pôle. 

L'inverse  d'une  quartique  bicivculaire  à  point  double  à  distance  finie  est  une  conique,  si  te  pôle  d'inver- 
sion est  ce  point  double. 

Les  démonstrations  analytiques  et  géométriques  de  ces  théorèmes  sont  très  simples;  nous  n'y 
insisterons  pas. 

Je  remarquerai  aimplement  que  si  {■(}  est  la  cubique  inverse  de  la  conique  (r),  l'asymptote  de  (y) 
est  parallèle  à  la  tangente  à  i";  au  p.Jle  ;  les  tangentes  au  point  double  de  {■;)  sont  parallèles  aux 
asymptotes  de  r. 

Donc  les  groupes  de  courbes  correspondantes  sont  : 

ellipse,  cubique  à  point  double  isolé  ; 

parabole,  cubique  à  point  de  rebroussement  ; 

hyperbole,  cubique  à  point  double  à  tangentes  réelles  ; 

hyperbole  équilatère,     strophoïde. 

I 

1.  On  sait  que  : 

Par  un  point  0  d'une  conique  à  centre,  il  passe  trois  cercles  osculateurs  à  cette  courbe  et  les  trois  points 
de  contact  sont  sur  un  nv'ine  cercle  passant  par  0. 

Ces  trois  points  de  contact  sont  tous  réels  dans  le  cas  d»  l'ellipse  réelle.  Deux  peuvent  être  imaginaires 
dans  le  cas  de  l'hyperbole.  Si  la  conique  est  une  parabole,  il  y  a  un  seul  cercle  osculateur. 

Transformons  par  inversion  en  prenant  G  pour  pôle,  et  nous  avons  ces  théorèmes  : 

Toute  cubique  circulaire  à  point  double  a  trois  points  d'inflexion  et  ils  sont  en  ligne  droite  :  ils  sont  tous 
réels  si  la  cubique  est  à  point  double  isolé,  deux  peuvent  être  imaginai)-es  dans  le  cas  du  point  double  à  tan- 
gentes réelles. 

Toute  cubique  circulaire  à  point  de  rebroussement  a  un  seul  point  d'inflexion  et  il  est  réel. 
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Ces  théorèmes  exprimant  des  propriétés  évidemment  projectives,  sont  vrais  pour  toutes  les  cubi- 
ques à  point  double  ou  à  point  de  rebroussement. 

2.  Considérons  une  conique  {r\  deux  points  0  et  .M  de  celte  conique: 

Par  0  et  M,  il  passe  deux  cercli's  taiii/enls  à  la  conique  en  deux  points  P  et  Q  diamétralement 
opposés. 

En  effet,  les  tangentes  en  ces  points  doivent  être  en  direction,  symétriques  de  DM  pai  rapport  aux 
axes  de  (r). 

Considérons  le  cercle  passant  par  0,  P  et  Q.  On  reconnaît  aisément  que  son  centre  décrit  une 
conique.  Comme  il  passe  constamment  par  0,  il  enveloppe  une  anallagmatique  du  4'  ordre  ayant  un 
point  double  en  0. 

Transformons  par  inversion,  0  étant  le  pôle,  nous  avons  : 

a)  D'un  point  m  d'une  cubiijue  circulaire  à  point  double,  un  peut  mener  deux  tangentes  à  la  courbe. 

b)  La  coide  des  contacts  pq  enveloppe  une  conique. 

C'est  un  cas  particulier  de  ce  théorème  (relatif  à  la  strophoïde)  qui  a  fait  l'objet  d'une  Note  de 
M.  Bouvaist  qui  a  montré  que,  dans  ce  cas,  l'enveloppe  était  une  parabole. 

Le  caractère  de  tangence  étant  projectif,  les  deux  théorèmes  précédents  doivent  s'entendre  de  toutes 
les  cubiques  à  point  double. 

Adoptons  les  dénominations  suivantes  : 

p  et  q  seront  dits  deux  points  correspondanti  de  la  cubique.  L'inverse  -  du  centre  de  la  conique 
sera  dit  le  point  principal  de  la  cubique. 

Nous  énonçons  alors  le  théorème  suivant  : 

Cj  Le  cercle  passant  par  deux  points  correspondants  et  par  le  point  double  passe  par  le  point  principal 
de  la  cubique. 

Nous  l'appellerons  un  cercle  principal. 

Ceci  définit  géométriquement  la  correspondance  des  deux  points  p  et  q  et  donne  un  moyen  gra- 
phique pour  les  déterminer. 

Ces  théorèmes  peuvent  se  généraliser  par  projection. 

11.  —  Faisceau  ponctuel  de  cubiques  à  point  double. 

Occupons-nous  maintenant  du  faisceau  des  cubiques  passant  par  les  points  d'inler-section  de  deux 
cubiques  circulaires  ayant  même  point  double  0  (toutes  les  cubiques  du  faisceau  ont  O  pour  point 
double). 

lilles  correspondent  par  inversion  aux  coniques  d'un  faisceau  ponctuel  délini  par  deux  coniques 
passant  par  (t,  un  tel  faisceau  comprenant  en  général,  une  infinité  d'ellipses  et  d'hyperboles,  deux  para- 
boles et  une  seule  hyperbole  équilatèro.  Et  elles  déterminent  sur  la  droite  de  l'intini  des  couples  de  points 
en  involution. 

Ces  théorèmes  se  transforment  dans  les  suivants  : 

Un  faisceau  ponctuel  de  cubiques  à  point  double  comprend  en  tjénéral  une  in/inité  de  cubiques  à  point 
double  isolé  ou  non,  deux  cubiques  à  point  de  rebroussement  et  une  seule  strophoïde. 

Les  tangentes  nu  point  double  des  cubiques  d'un  tel  faisceau  sont  deux  rayons  correspondants  d'une 
involution. 

Le  Heu  des  centres  des  coniques  d'un  faisceau  ponctuel  étant  une  conique,  on  voit  que  : 
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En  yéiiéral,  le  lieu  dex  points  principaux  d'-s  rn/iiques  d'un  faisreau  ponctuel  considéré  est  une  quorti- 
que  bicirculaire. 

Les  cas  les  plus  intéressants  sont  ceux  où  le  groupe  des  quatre  points  communs  aux  coniques  du 
faisceau  est  circulaire  ou  orlliocenirique. 

1°  .S'/  le  qronpe  est  circulaire,  les  deux  paraboles  du  faisceau  ont  leurs  axes  perpendiculaires. 

Donc  ; 

Par  /rois  points  en  ligne  droite,  il  passe  deux  cubiques  aqanl  un  point  de  rebroussement  donné  et  les 
deux  tangentes  de  rebroussement  sont  rectangulaires. 

Plusieurs  de  ces  théorèmes  sont  susceptibles  de  généralisation  (au  moyeu  de  la  projection)  et  s'ap- 
pliquent à  toules  les  cubiques  à  point  double. 

'■2"  Considérons  un  triangle  ABC  et  le  point  de  concours  0  des  hauteurs  de  ce  triangle.  Les  inverses 
des  points  A,B,C,  en  prenant  pour  pôle  0  et  pour  puissance  d'inversion  la  puis- 
sance de  0  par  rapport  au  cercle  circonscrit  au  triangle,  sont  trois  points  a,b,c 
formant  un  triangle  dont  0  est  le  centre  du  cercle  inscrit  ou  de  l'un  des  cercles 
exinscrits. 

Ceci  posé,  rappelons  que  : 

Les  coniques  circonscrites  d  un  groupe  orthocentrique  sont  toutes  des  hyperboles 
équilatéres.  Le  lieu  de  leurs  centres  est  un  cercle. 

Les  points  d'intersection  de  deux  hyperboles  équilatéres  forment  un  groupe 
orthocentrique. 

La  transformation  par  inversion  précédemment  définie  nous  permet  d'énoncer  ces  théorèmes  (dont 
l'un  est  la  conséquence  des  deux  autres). 

a)  Les  cubiques  circulaires  passant  par  les  sommets  d'un  triangle  et  ayant  pour  point  double  le  centre 
du  cercle  inscrit  [ou  de  l'un  des  cercles  exinscrils)  sont  toutes  des  strophoides. 

Le  lieu  de  leurs  points  principaux  est  un  cercle. 

b)  Les  cubiques  passant  par  les  points  d'intersection  de  deux  strophoides  ayant  même  point  double  sont 
toutes  des  strophoides. 

c)  Les  points  d'intersection  réels  de  deux  strophoides  ayant  même  point  double  sont  les  sommets  d'un 
triangle  dont  le  point  double  commun  est  le  centre  du  cercle  inscrit  (ou  d'un  cercle  exinscrit'. 

Ce  même  mode  de  transformation  appliqué  aux  points  conjugués  à  deux  coniques,  aux  coniques  tan- 
gentes à  des  droites,  ou  aux  faisceaux  de  coniques  d'ordre  supérieur  donne  des  théorèmes  très  intéressants. 
Je  citerai  par  exemple  celui-ci  : 

Si  on  considère  trois  cubiques  circulaires  ayant  même  point  double,  si  par  les  points  d'intersection  de 
ces  cubiques  prises  deux  à  deux  on  fait  passer  trois  strophoides,  ces  trois  strophoides  ont  en  commun  trois 
points. 


NOTE  SUR  LES  CUBIQUES  PLANES 

par  M.  L.  Sire,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nancy. 


1.  Soient  a  un  point  d'une  cubique,  b  son  tangentiel,  apq  une  droite  quelconque  passant  para  ; 
les  tangentes  en  p  et  7  coupent  à  nouveau  la  cubique  en  r  et  s  et  la  droite  rs  passe  par  le  point  b  ;  par 
suite  : 


364  NOTE  SUR  LES  CUBIQUES  PLANES 

Si  une  droite  variable  linirin>  aiilour  d'un  poial  /i.c  d'iiiu'  culii<jUP,  lu  droiir  juignant  les  tnaf/enliets  dex 
deux  autres  poinlx  de  rencontre  avec  la  cubique  passe  par  tiu  point  fixe . 

Si  le  point  a  est  le  point  de  contact  d'une  tangente  parallèle  à  une  asymptote,  le  point  b  est  à  lin- 
fini,  par  suite  : 

Siune  droite  tourne  autour  d'un  point  d'une  cubique  oii  la  tangente  est  parallèle  à  une  asymptote,  la 
droite  joignant  les  tangenliels  des  deux  autres  points  de  rencontre  avec  la  cubique,  reste  parallèle  à  l'asymp- 
tote considérée. 

Considérons,  par  exemple,  im  cercle  bitangent  à  une  cubique  circulaire  ;  la  droite  joignant  les  tan- 
gentiels  des  points  de  contact  est  parallèle  à  l'asymptote;  par  suite,  d'après  la  réciproque  du  théorème 
précédent,  la  corde  de  contact  passe  par  un  point  de  la  cubique  où  la  tangente  est  parallèle  à  l'asymp- 
tote. Il  existe  donc  quatre  familles  de  cercles  bitangenis  à  une  cubique  circulaire  et  nous  retrouvons  la 
quadruple  anallagmatie  de  ces  courbes. 

Si  le  point  a  est  d'inflexion,  le  point  b  est  confondu, avec  a,  par  suite  : 

Si  une  droite  tourne  autour  d'un  point  d'inflexion  d'une  cubique,  la  droite  joignant  les  tangenliels  des 
deux  autres  points  de  rencontre  avec  ta  cubique,  passe  par  ce  point  d'in/lexion. 

2.  Du  point  //  on  peut  mener  trois  autres  tangentes  à  la  cubique,  autres  que  celles  ayant  leurs  points 
de  contact  en  a  et  b  ;  soient  «i,  a,,  «3  leurs  points  de  contact  ;  les  droites  qa^,  qa.),  qa^  rencontrent  à  nou- 
veau la  cubique  en  p,,  p,,  pi  ;  les  tangentes  à  la  cubique  en  p,  p„  p^,  pi  coupent  à  nouveau  la  courbe  au 
point  où  celle-ci  est  rencontrée  par  la  droite  joignant  le  point  b  au  langeiitiel  de  q,  de  là  : 

Si  on  joint  un  point  d'une  cubique  aux  quatre  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  serimd  point 
de  cette  courbe,  les  tangentes  aux  nouveaux  points  de  /■encontre  avec  la  cubique  concourent  en  uii  de  ses 
points  : 

en  particulier  : 

5i  on  jcjint  un  point  d'inflexion  d'une  cubique,  aux  quatre  points  de  contact  des  tangentes  issues  du 
second  point  d'inflexion,  les  tangentes  aux  nouvaux  jjoints  de  rencontre  avec  la  cubique  concourent  au 
troisième  point  d'inflexion. 

3.  Supposons  que  la  droite  variable  apq  passe  parle  point  a  ;  la  langenleeii  /)  reiironlre  la  cubique 
au  même  point  que  la  tangente  en  b,  par  suite  : 

/m  tangente  à  une  cubi'/ue  au  point  oii  celle-ci  est  rencontrée  par  la  draile  joignant  les  points  de  con- 
tact de  deux  tangentes  issues  d'un  pointbde  cette  courbe  caupe  lu  cubique  au  même  point  que  la  tangente  en  h. 

Supposons  le  jjoint  b  à  l'inlini  ;  nous  voyons  que  : 

/.(/  tangente  à  une  cubique  au  point  oii  celle-ci  est  rencimlrér  pur  lu  droite  joignant  deu.c  points  de  la 
Courbe  on  la  tangente  est  parallèle  n  une  asymptote,  coupe  la  cubiijue  nu  même  point  (/ue  l'asymptote  consi- 
dérée. 

Supposons  le  point  b  d'inilexion,  nous  avons  la  propriété  suivante  : 

/.a  tangente  à  une  cubique  au  point  oit  celle-ci  est  rencontrée  par  la  droite  joignant  les  points  de  con- 
tact de  deux  tangentes  issues  d'un  point  d'inflexion,  passe  par  ce  point  d'inflexion. 

4.  Considérons,  de  nn-me,  les  deux  autres  tangentes  /ui.>  et  ba^  issui's  du  point  b  à  la  cubique, 
nous  voyons  d'abord,  que  : 

Les  faisceaux  de  droites  ayant  respectivement  pour  sommets  les  points  de  contact  des  tangentes  issues 
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d'un  point  d'une  ruhique  ri  passnni  par  les  (rois  autres  poinU  de  contact,  coupent  la  culnijuç  auc  mêmes 
points,  (.(•  qui  conduit  immédiateinenl  au  (héorènie  connu  : 

Lespoints  diagonaux  du  quadranfjlc  ayant  pour  sommets  tes  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un 
point  d'une  cubique  sont  sur  ta  cubique, 

en  outre  : 

Les  tangentes  n  une  cubique  aux  points  diagonaux  du  quadrangle  aganl  pour  sommets  les  points  de 
contact  des  tangentes  issues  d'un  point  de  la  courbe,  concourent  en  un  point  de  la  cubique. 

Supposons  le  point  6  à  l'infini,  il  résulte  que  : 
Les  points  de  contact  à  distance  finie  des  tangentes  à  une  cubique  issues  du  point  ou  elle  est  rencontrée  par 
une  de  ses  asymptotes  sont  les  points  diagonaux  du  quadrangle  agant  pour  sommets  les  points  de  la  cubi- 
que oit  la  tangente  est  parallèle  à  l'asgmptote  considérée . 

En  particulier  : 

Le  point  de  contact  de  la  seconde  tangente  à  une  cubique  circulaire  à  point  double  issue  du  point  où  elle 
est  rencontrée  par  son  asgmptote,  est  le  point  où  la  droite  joignant  ses  deux  pôles  d'anallagmalie,  la  coupe  à 
nouveau. 

Supposons  le  point  b  d'inilexion,  nous  voyons  que  : 

Les  tangentes  à  une  cubique  aux  points  diagonaux  du  quadrangle  ayant  pour  sommets  les  points  de 
contact  des  tangentes  issues  d'un  point  d'inflexion,  concourent  en  ce  point  d'inflexion. 
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1647.  —  On  considère  trois  axes  Ox,  Oy,  0;  formant  un  triédre  trirectangle  et  les  paraboloides  ayant 
pour  équation,  par  rapport  à  ces  axes, 

,r=  -h  (y  —  azi^  -+-  2Xï  -  R^  =  0, 

a  et  R  étant  des  constantes  et  i   un  paramètre  variable . 

l"  Par  chacun  des  points  P,  P'  où  l'un  de  ces  paraboloides  rencontre  Os,  on  mène  la  sphère  qui  contient 
les  sections  circulaires  réelles  passant  par  ce  point  ;  trouver  le  lieu  de  l'intersection  des  deux  sphères  rela- 
tives à  V  et  P';  montrer  que  le  plan  radical  de  ces  deux  sphères  est  parallèle  à  un  plan  fixe  et  passe  par  le 
milieu  de  PV.  Par  chacun  des  points  M  communs  à  ces  deux  sphères  passe  une  troisième  sphère  qui  corres- 
pond à  un  autre  paraboloide;  quel  est  le  lieu  de  M  si  cette  sphère  est  fixe  ? 

2°  Le  lieu  des  sections  circulaires  rencontrant  0:  se  compose  en  général  d'un  cône  du  second  degré  et 
d'une  surface  du  troisième  degré  ;  montrer  que  celte  dernière  peut  être  engendrée  par  un  cercle  assujetti  à 
rencontrer  l'axe  0:  et  deux  autres  droites  réelles  fixes  1),  D'  auxquelles  il  est  constamment  orthogonal. 

3°  Trouver  les  plans  qui  coupent  la  surface  précédente  suivant  des  cubiques  circulaires  ;  montrer  que 
toute  sécante  menée  dans  un  tel  plan  par  le  point  A  oit  il  rencontre  Oz  coupe  la  cubique  en  des  points  S 
et  S'  tels  que  le  produit  AS.  AS'  soit  constant  si  le  plan  est  fi.ve. 

Aux  points  S,  S',  on  mène  les  normales  à  la  cubique;  trouver  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre  quand 
la  sécante  S.VS'  varie  ainsi  que  le  plan  de  la  courbe. 

1°  Le  plan  :  =  0  est  une  direction  de  plan  cyclique  des  quadrifjues  proposées  ;  pour  avoir  l'autre, 
il  faut  déterminer  S  de  façon  que 

x^  -h  (y  —  uz)-  —  S(x'  -\-  y-  -+-  z') 
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soil  divisible  par  :,  ce  qui  donne     5  =  1;     la  seconde  direction  cherchée  est  alors 

Les  cotes  z^.  z-,  des  points  P  et  P'  sont  racines  de  Téquation 

a°-z^  4-  2).:.  —  R^  =.  0. 
La  sphère  passant  par  P  et  contenant  les  sections  circulaires  passant  par  ce  point  fait  partie  du  faisceau 

•ï"  +  iy  —  c:?  -^  2).:  —  R2_f-  ^(z  —  Zt)[(a'  -  1  ;,  :  —  :,)  —  2a;/;  =  0  ; 
elle  correspond  évidemment  à     .u  =  —  I     et  a  pour  équation 

(2,)  .T'--+-y"-+z'-^ri^z,{a^—[)]z  —  2az,y  —  R^  —  {a'  —  l)zï  =  0; 

l'équation  de  la  sphère  analogue,  relative  à  P',  est  de  même  : 

x-  -H  ;/■-  +  :'+  2[X  +  z,(a^  —  1  )]3  -  ^2az,y  -  R^  _  («^  _  i  )3|  =  o  ; 
le  plan  radical  de  ces  deux  sphères,  obtenu  en  retranchant  leurs  équations  et  divisant  par     2(;i  —  z^). 
a  pour  équation 

ay^H-  a^-'.z  -  (l  -  a')  ii^  z=  0. 
Ce  plan  reste  donc  parallèle  au  plan  lixe  d'équation    ay  -h  (1  —  a-)z  =  0    et  passe  par  le  point    x  =  0, 
y  :=  0,     ;  =  "'      "  1     c'est-à-dire  par  le  milieu  de  PP'. 

Comme    ii-l-:,  = ~ on  peut  écrire  1  équation  du  plan  radical 

a-  a^ï,  ^  ' 

tayz,  -+-  2(1  -  a')zz,  +  i^^  (R^  -  a^:;)  =  0. 
a- 

D'aulre  part,  l'équation  de  la  sphère  (:,)  s'écrit 

x-^^-y-  -hz^—  ■iayz^  —  2::i(l  —  a'-)  -+-  2/:  —  R=  -+-  (I  —  a-)z]  =  0 

ou,  en  tenant  compte  de  celle  du  plan  radical, 

■t'  -!-;/-  -h  :-  +  2).:  —  R^  +  ^  ~  ""  R^  =r  0  ; 
a- 

linalement  pour  avoir  le  lieu  cherché  il  faut  éliminer  X  entre  cette  dernière  équation  et 

ay+{l-a^)z-i-{l-a')~  =  Q, 
a' 
ce  qui  donne  immédiatement 

2/i'  R- 

{^)  x^ -t-  î/'  -+-  z^-(\  -  2a-)  - yz-^—(i-  2a^)  =  0. 

1  —  a-  (I- 

Le  lieu  du  cercle  est  donc  une  quadrique  ayant  son  centre  à  l'origine,  le  plan  yO:  pour  plan  de 

symétrie  et  pour  directions  de  sections  circulaires  les  plans    ;  =  0    et    ay  -i-  (  1  —  a-)z  =  0. 

Eliminons),  entre  l'équation    a'^z; -h  2):, —  R- =  0    et  l'équation  de  la  sphère  (ii). 

Nous  obtenons  l'équation  de  cette  dernière  en  fonction  d'un  ])iiramèlre  :,  : 

^■^  -H  y»  -1-  c^  +  2p'~"'''  +  z,{a^  -  I  )1:  -  2«:,</  -  \V  -  [a^  -  \)z\  =  0. 

Celle  équation  étant  du  troisième  degré  en  :,,  il  y  a  trois  de  ces  sphères  passant  par  un  point 
M(x,  y,z)  donné;  aux  deux  racines  ;,,  :«  de  celle  équation  correspond  le  paraboloïde  passant  par  P 
et  P';   il  y  a  un  second  paraboloi'de  relatif  à  la  troisième  racine  :^„  or 

R' 

(1  —a-) 
mais  :,  el  zi  étant  racines  de  l'équalion     n'-z- -i-  •2lz  —  \i"  =  0,     on  a 
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Donc 
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La  sphère  (:,i)   étant  iixe,   lo    est  constant,  donc  le  point  M  décrit  le  cercle   de  cette   sphère  situé 

1  —  a^ 

dans  le  plan  horizontal  de  cote    ^o  ;  ce  cercle  est  évidemment  situé  sur  la  tiuadrique  (S). 

(i- 

'±(1 
2"  Posons      — =  A,      les   plans    cycliques    du    paraboloïde    (X)    passant  par    P    ont    pour 

équations     :  —  ;,  =  t1,     :  —  :,  —  A'/  =  0. 

Cherchons  le  lieu  du  cercle  situé  dans  le  premier  pl.m  ;  pour  cela  éliminons  :,  et  À  entre  les  équa- 
tions du  paraboloïde  et    a-z\  +ii).;,  —  R-  =  U,     : — s,  =  0  ; 
on  a  immédiatement 

X-  -+-  y-  —  'iayz  =  0, 

équation  d'un  cône  du  second  degré  ayant  son  sommet  à  l'origine  et  passant  par  0;. 

Un  calcul  analogue  donne  pour  lieu  du  second  cercle  la  surface  du  troisième  degré  représentée 
|)ar  l'équation 

{z  —  Ai/)(x-  -I-  !/-  -t-  Al/:)  H-  AR-y  =  0. 

Elle  est  tangente  au  plan  :0.r  le  long  de  0:  et  passe  par  Ox,  le  plan     z  =  Aij     est  asymptote. 
Le  plan     »/  +  As  =  0,     perpendiculaire  à  celui  du  cercle  générateur,  coupe  la  surface  suivant  Ox 
et  deux  autres  droites  situées  dans  les  plans 

AH 

Ces  deux  droites  étant  [icrpendiculaires  sur  le  plan  du  cercle,  lui  sont  orlho^^onales  ;  ce  sont  les 
droites  D  et  D'  annonrées. 

3°  Les  plans  coupant  la  surface  suivant  des  cubiques  circulaires  sont  parallèles  soit  au  plan  ;  =  0 
soit  au  plan  :— A;/  =0;  cette  dernière  solution  doit  être  éliminée,  car  les  plans  correspondants 
coupent  la  surface  suivant  des  cercles.  Les  plans  horizontaux  seuls  donnent  dans  la  surface  des  cubi- 
ques circulaires  véritables. 

La  cubique  section  par  le  plan     z  =  h     a  pour  équation 

(h  —  ky)(.c-^if  +  Ahy)-hA\i-y  =  0, 
ou,  en  coordonnées  polaires, 

(p°  +  \hp  sin  fj)(/i  —  Ap  sin  '»)  +  AR-p  sin  w  =  0  ; 

en  simplitiaiit  on  a  une  équation  du  second  degré  en  p  dont  le  produit  des  racines  est 

p'p"  =  —  (A^  ■+-  R^). 
Donc  AS. AS'  =  —(h^+  R^)  =  c"=. 

La  cubique  proposée  est  donc  anallagmatique  par  rapport  au  point  A,  résultat  évident  a  priori  puisque 
la  tangente  en  A  est  parallèle  à  l'asymptote  réelle.  Le  cercle  tangent  en  S  à  la  cubique  et  passant  par 
S'  est  aussi,  d'après  ce  qui  précède,  tangent  en  S'  à  la  couibe  ;  son  centre  est  k  l'intersection  des  nor- 
males en  Set  S'  à  la  courbe.  Nous  sommes  donc  ramenés  à  trouver  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle  (r). 
L'équation  de  la  cubique  pouvant  s'écriie 

y[  -  A(.r-  +  i/M   Miy  -  R^  —  h')  -+-  hy]  +  lix'^  —  U, 

sous  cette  forme  on  peut  la  considérer  comme  l'enveloppe  du  cercle  ayant  pour  équation 

j-y-h  "2ixx  —  I  —  A(.r-  -f-  y^-  +  A/iy  —  R=  —  h-)  -+-  hy]  =  0. 

Ces  cercles  enveloppent,  c|uand  |x  varie,  la  cubique  ;  la  puissance  de  l'origine  par  rapport  à  chacun 
d'eux  étant     — (R^'  +  A^),     ces  cercles  ne  dificreni  pas  des  cercles  (1). 
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Cela  étant,  les  coordonnées  du  centre  vérifient  les  équations 
Aj-  =  —a,  2Ai/  =  /(  —  A-h- 


h 

le  lieu  demandé  s'obtient  en  éliminant  ,u  entre  ces  deux  équations  et  remplaçant  h  par  ;  dans  le  résultat, 
ce  qui  donne  immédiatement 

2Xyz  -+-  A{x'  -f-  :-)  —  z^  =  0, 
équation  qui  s'écrit  encore 

A\x'^y--^z')-{z-Ayy=0. 
Elle  représente  un  cône  de  révolution  ayant  son  sommet  à  l'origine  et  passant  par  Oy  ;  son  axe  est  situé 
dans  le  plan  yOz  et  a  pour  équation  y  -f- A:  =  0. 

A.  DARMON,  à  Paris. 
Bonnes  solutions  ;  MM.  Yvan  Dcval,  lycée  Hoche  (Versailles)  ;  Parbod. 
Assez  bonne  solution  ;  M.  Benoit- Gonin,  lycée  de  Dijon. 


1664.  —  Un  rercle  situé  dans  le  plan  de  comparaison  a  pour  diamètre  la  droite  AB,  A  étant  situé  sur  te 
grand  axe  de  la  feuille,  à  12^1"  à  (jauche  du  centre  de  la  feuille,  I?  étant  au  centre  de  la  feuille.  Un  limaçon  de 
Pascal  est  la   conchoïde  de  ce  cercle  par  rapport  au  point  A  et  à  la  longueur  6'^". 

Le  limaron  est  la  base  d'un  rone  dont  le  iommet  S  de  cote  6™  est  projeté  au  centre  du  cercle  précédent.  La 
partie  solide  du  cône  correspond  dans  chaque  plan  de  niveau  à  la  région  comprise  entre  l'arc  du  limaçon  extérieur 
au  cercle  générateur  et  l'arc  du  limaçon  intérieur  à  ce  cercle.  Le  cercle  donné  est  la  base  d'un  cylindre  dont  une 
génératrice  est  SA.  Représenter  le  cylindre  solide  limité  au  plan  de  comparaison  et  au  plan  de  niveau  de  cote  I2'^", 
et  échancré  par  le  cône  limité  aux  mêmes  plans .  On  figurera  les  lignes  de  niveau  des  cotes  3-6-9. 

Nous  obtiendrons  un  point  quelconque  de  la  base  du  cône  en  menant  par  le  point  a  une  .sécante  ad  et  en 
portant  de  part  et  d'autre  du  point  d  la  longueur  donnée  6  centimètres  ;  la  tangente  en  l'un  dos  points  ainsi 
déterminés  est  perpendiculaire  à  la  normale  en  ce  point  et  l'on  sait  que  cette  normale  passe  par  le  point  5  dia- 
métralement opposé  à  d  sur  la  circonférence.  Si  nous  choisissons  la  sécante  ad  de  manière  ipie  la  corde  ad  ait 
pour  longueur  6  centimètres,  ce  qui  est  précisément  le  rayon  du  cercle,  nous  obtenons  l'une  des  tangentes  au 
point  double  a  suivant  la  direction  ad  et  sa  symétrique  Par  rapport  à  as  donne  l'autre  tangente;  elles  forment 
un  angle  de  120°. 

Point  courant  de  l'intersection  et  tangente.  —  Nous  mènerons  des  plans  auxiliaires  par  la  génératrice  com- 
mune S.\  de  manière  ;i  obtenir  dans  chaque  plan  une  seconde  génératrice  sur  le  cône  et  sur  le  cylindre  ;  leur 
intersection  donnera  un  point  de  la  courbe  cherchée,  .^insi  la  trace  aa  d'un  de  ces  plans  sur  le  plan  des  bases 
du  cylindre  etdu  cônecoupe  la  première  en  f,  la  seconde  en  deux  points,  soit  o  l'un  d'eux,  d'où  nous  déduisons 
les  génératrices  correspondantes  qui  se  coupent  au  point  m  de  l'intersection  des  deux  surfaces.  Le  point  situé 
sur  la  seconde  génératrice  du  cône  serait  au-dessous  du  plan  de  com])araison  et  n'a|iparliendi-ail  pas  kla  portion 
de  courbe  demandée.  La  tangente  en  m  s'obtiendrait  innnédialemenl  en  joignant  ce  point  au  point  d'intersection 
des  tangentes  en  a  et/"  aux  deux  bases  du  cône  et  du  cylindre. 

Nous  avons  réalisé  cette  construction  pour  la  tangente  au  point  g,  donné  par  le  plan  auxiliaire  de  trace  ad< 
ce  qui  nous  a  donné  la  tangente  dg. 

Points  et  tangentes  remarquables. —  .Nous  a\ons  en  .s  un  point  double,  et  les  tangentes  en  ce  point  sont 
les  deux  génératrices  du  cône  situées  dans  le  iilan  langent  au  cylindre  le  long  de  SA.  Ce  plan  a  pour  li-acehori- 
zontalc  m  cl  coupe  le  cône  suivant  les  génératrices  Sa  qui  sont  les  tangentes  au  point  double;  on  peut 
remarquer  qu'elles  sont  rectangulaires.  Les  points  sur  le  contour  apparent  du  cylindre  s'obliennent  en  prenant 
les  plans  auxiliaires  ipii  cuntieiincnl  chacnnedes  génératrices  dcconloui-  apparent.  Soit  ac  la  trace  de  l'un  d'eux, 
il  lui  correspond  la  gcnératrice  du  cône  s'/.,  qui  passe  en  l'un  des  points  /  chen  liés.  Le  second  point  situe  sur 
la  même  génératrice  et  sur  la  seconde  génératrice  s)/  du  cône  n'apparlient  |ias  au  solide  conservé. 

Nous  obtenons  le  point  h  où  la  tangente  est  horizontale  en  pienantle  plan  auxiliaire  vertical  ir,,  doul  nous 
rabattons  la  .section  par  les  deux  surfaces  sur  le  plan  de  ccuuparaison,  soient  »'/,  et  bh'  les  deux  génératrices 
qui  donnent  le  point  h'  se  projetant  en  li  et  où  la  liiiigcnte  est  horizontale,  puisque  les  plans  tangents  aux  deux 
surfaces  en  b  et  r,  ont  leurs  traces  parallèles. 

branches  infinies.  —  La  courbe  d'iiiler.scction  présente  des  points  a  liulini  dans  la  direction  SA,  les  a.symp- 
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totes  étant  les  génératrices  du  cylindre  situées  dans  les  plans  tangents  au  cône  le  long  de  la  génératrice  SA. 

Nous  les  obtenons  donc  en  prenant  l'intersection  de  la  base  du  cylindre  par  les  tangentes  au  point  double 
a  du  limaçon  et  en  menant  les  génératrices  en  ces  points  p  et  d. 

Représentation  du  solide.  —  Nous  remari|uerons  que  la  section  du  cône  par  le  plan  de  ni\eau  (12)  est  symé- 


trique de  la  base  par  rapport  au  point  s,  mais  nous  devrons  la  limiter  à  son  intersection  par  le  cercle  de  niveau 
(12)  du  cylindre,  et  ne  conserver  que  l'arc  intérieur  ;\  ce  cercle.  Or  les  points  du  limaçon  de  base  où  la  tangente 
est  perpendiculaire  à  sa  sont  donnés  par  la  position  de  la  sécante  sur  laquelle  le  cercle  intercepte  3  centimètres. 
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Les  points  q,  symétriques  des  points  correspondants  v  du  limaçon  par  rapport  à  s,  sont  donc  précisément  les 
points  d'intersection  du  cercle  de  niveau  '12;  du  cylindre  avec  le  limaçon  de  même  cote  sur  le  cône. 

Les  courbes  de  niveau  s'obtiennent  sans  difficulté  et  se  coupent  deux  à  deux  sur  la  courbe  d'intersection  des 
deux  surfaces. 

Quand  on  a  enlevé  le  cône,  le  cylindre  se  réduit  à  la  portion  qui  était  extérieure  à  la  surface  limitant  le 
solide  enlevé,  à  savoir  une  portion  conique   saX',    dont  la  base  est  formée  par  la  boucle  du  limaçon  qui  renfer- 
mait les  points  de  cote  zéro  extérieurs  au  cône  et  intérieurs  au  cylindre,  puis  une  seconde  portion  cylindrique 
entaillée  par  les  deux  nappes  du  cône  et  dont  la  visibilité  n'offre  aucune  difficulté. 
Très  bonne  épure  de  M.  Garbud,  élève  du  lycée  d'Orléans. 
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1638.  —  On  considère  les  cycloides  de  grandeur  constante  qui  ont  pour  base  et  pour  tangente  aux 
sommets  deux  droites  parallèles  données  X    et  X'. 

1°  Enveloppe  des  tangentes  à  ces  courbes  aux  points  où  elles  rencontrent  une  droite  donnée  D. 

2°  iJ'un  point  donné  A,  on  mène  des  tangentes  à  ces  courbes.  On  demande  l'enveloppe  des  normales 
aux  points  de  contact  et  le  lieu  de  ces  points. 

l"  Soit  M  un  point  de  la  droite  (D).  Par  ce  point  passent  deux  cercles  tangents  à  X  et  à  X'.  Tra- 
çons l'un  deux,  qui  louche  X  en  N  et  X'  en  T. 
MT  est  une  tangente  à  l'enveloppe  cherchée. 
Soit  B  le  point  où  D  coupe  X,  et  C  la  projection  de 
B  sur  X'.  Soit  P  le  point  où  TM  coupe  BG  et  Q  la 
projection  de  P  sur  TX.  L'angle  PMN  étant  droit,  les 
points  P,  B,  M,  N,  Q  sont  sur  un  même  cercle  de  dia- 
mètre PN,  dont  BQ  est  également  un  diamètre.  Donc 
l'angle  BMQ  est  droit.  Donc  les  projections  de  O  sur 
les  côtés  du  triangle  BB'H  sont  en  ligne  droite,  et  la 
droite  qui  les  joint  est  justement  TM. 

Donc  TM    est  une  droite  de  Simson  du  triangle  XX'D 
et  enveloppe  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements 
tangente  aux  côtés  de  ce  triangle. 

Soit  B'  le  point  où  D  coupe  .X'  et  C  la  projection  de  B'  sur  X.  Le  centre  de  l'iiypocycloïde  est 
celui  du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  BCB'.  Il  est  donc  au  quart  de  la  distance  C(7.  Quelle  que 
soit  D,  ce  centre  est  donc  sur  une  parallèle  fixe  ii  X  et  X'. 

C'est  le  symétrique  de  l'orthocenlre  C  du  triangle  BCIV  par  rapport  au  centre  du  cercle  circons- 
crit à  ce  triangle.  Donc  les  points  de  contact  de  riiypocycloïde  avec  les  cotés  sont  les  projections  de  C 
sur  ces  côtés.  Donc  l'hypocycloïde  touche  X'  en  B'  et  BC  en  B.  Elle  touche  (D)  en  un  point  0,  projec- 
tion de  C  sur  (D).  Ce  point  0  est  le  point  où  la  cycloïde  variable  louche  (D)  puis(|ue  l'angle  B6C'  est 
droit. 

'1"  La  droite  (D)  étant  mobile  autour  d'un  point  fixe  A,  nous  devcms  chercher  l'enveloppe  de  C'O  et 
le  lieu  de  0. 

La  perpendiculaire  en  C  à  C'O  est  parallèle  à  (D)  et  coupe  eu  un  point  I'  la  perpendiculaire  issue 
de  A  à  X.  Le  point  F  est  fixe,  car    AF  =  B'C'  =  C". 

Donc  la  normale  flC  enveloppe  une  parabole  de  foyer  F  et  do  tangente  au  sommet  X. 
Le  point  de  contact  0  décrit  la  podaire  de  cette  parabole  par  rapport  au  point  A  :  c'est  une  cubique 
circulaire  qui  admet  A  comme  point  double,  AF  comme  axe  de  symétrie,  X'  comme  asymptote  d'in- 
flexion, et  qui  touche  X  au  sommet  S  de  la  parabole  ci-dessus. 
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Remarques.  — Si  on  demandait  non  plus  l'enveloppe  des  tangentes  MT,  mais  l'enveloppe  des  droites 
qui  coupent  les  cycloïdes  sous   un  angle  donné  a,  aux  points  où   elles   rencontrent  D,  on  trouverait 
encore  une  hyporycloïde,  enveloppe  des  droites  de  Simson  d"un  triangle  rectangle  dont  D  est   l'hy- 
poténuse, dont  un  côté,  passant  par  B',  fait  avec  X  l'angle  «,  et  dont 
l'autre  côté  passe  par  B.  La  démonstration  se  déduit  aisément  de  celle  que 
nous  avons  donnée  plus  haut. 

Si,  de  même,  au  lieu  de  mener  du  point  A  les  tangentes  aux  cyclo'ides 
mobiles  on  leur  menait  des  obliques  à  incidence  donnée  ^,  on  trouverait 
que  les  pieds  de  ces  obliques  décrivent  une  podaire  de  parabole,  et  que  les 
droites  menées  par  ces  pieds  et  coupant  les  cycloides  sous  un  angle  donné 


Y  enveloppent  une  parabole. 

Bonne  solution,  difi'érente  de  celle-ci.  de  M.  Bbos 


L.  B1CK.\RT 


cos  (  —  m  sin  0  =  0. 


1  sin  t)  =  Iv 


Solution  analytique.  —  Prenons  pour  axe  des  x  la  base  de  la  cycloïde  et  pour  axe  des  ij  une  perpen- 
diculaire au  point  iiîi  iptte  droite  est  rencontrée  par  la  droite  D,  orientée  du  côté  où  se  trouve  la  courbe. 
En  appelant  H  le  rayon  du  cercle  générateur,  les  équations  de  la  cycloide  seront 
.c  =  a -(- R(t  —  sin  0.  1/ =  R(l  —  cosi), 

X  désignant  la  translation  variable  que  l'on  fait  subir  à  la  cycloide. 

L'équation  de  la  droite  D  est    a;  =  mij,    et  celle  de  la  tangente  au  point  (./-,  y\  ou  elle  rencontre  la  rycloide, 

\-x      _ Y - y 
1  —  cos  t  sin  (    ' 

Comme    j;  =  my,     cette  équation  devient    sin  /  X  —  (  l  —  cos  ()V  -t-  yl  I 
Identifions-la  avec    mX  -+-  oY  -f-  lo  =  0,     nous  aurons 

sin  «  =  ÀM,  t  —  cos  <  =  —  Xw,  yi  t  —  cos  l  —  i; 

or    y  =  R  1  —  cost);    ces  équations  nous  donnent  donc  successivement 

sin  <  =  ).!<,  cos<  =  X»-f-l,  l^u^ -i-(}.v  +  i)- =  l,  ÀRui'mm- f|  =  10. 

L'élimination  de  >.  entre  les  deux  dernières  équations  est  immédiate  et  donne 

(1)  w(u^-hv^)-i-2nvHmu-i-v)  —  0. 

C'est  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe,  c'est  une  hypocycloïde  à  trois  rebrousseuients. 

Soient  maintenant  jto  et  yo  les  coordonnées  du  point  A.  En  écrivant  que  la  tangente  passe  en  ce  point, 
on  obtient  une  relation  entre  x,  y  et  t 

sin  l{x  —  xo)  —  (1  —  cos  t)(y  —  1/0  '  =  0  ; 
d'autre  part 

y  =  R(l  —  cos  t  ■ 
Il  n'y  a  plus  qu'a  éliminer  t  entre  ces  deux  équations  pour  avoir  le  lieu  du  point  de  contact.  On  trouve 
ainsi  

y(y  -  yo)  =  (^  -  x„)^R^  -uj-  R)2, 

ou,  toutes  réductions  faites, 

(2)  y[(x  -  oc^f-  +  (y  —  y^f]  -IKx-  x<,f. 
C'est  l'équation  dune  cubique  circulaire  ayant  pour  point  double  le  point  k. 

Quanta  l'enveloppe  de  la  normale,  c'est  évidemment  l'antipodaire  de  la  courbe  f2;  par  rapport  à  son  point 
double,  c'est,  conmie  on  le  sait,  une  parabole.  Il  serait  facile  d'avoir  son   équation   tangentielle  en  identifiant 
la  normale  avec  la  droite  courante  du  plan,  et  éliminant  ^  X  et  a;  entre  les  quatre  équations 
i — cos(  =  X«,  sin  «  =;  Xp,  x(\. — cos  <) -H  !/ sin  <  =  —  Xic,  {x  —  a-o)sin<  —  {y — yn)[\ — cosf}  =  0, 

où  l'on  aura  remplacé  y  par    R(l  — cos(). 

Ce  calcul  ne  présente  aucune  difficulté. 

Bonnes  solutions  :  .MU.  G.  Cottï,  élève  à  l'Ecole  normale  supérieure  :  '..  Garbe,  14'  régiment  d'artillerie. 


1648.  — Par  deux  génératrices  rectiUgnes  d'un  hyperholoidc  gauche  de  révolution  on  fait  passer  le  cône 
de  révolution  dont  l'axe,  situé  dans  le  plan  des  deux  génératrices,  rencontre  l'axe  de  l'hyperboloide.  Le  cône 
et  l'hyperboloide  se  coupent,  en  oulie  des  deux  génératrices,  suivant  une  conique.  Lorsque  le  point  de  ren- 
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contre  des  deux  génératrices  décrit  une  méridienne  de  l'hyperboloïde.  trouver: 
i"  L'enveloppe  du  plan  de  celte  conique  commune  : 
2°  Le  lieu  de  son  centre. 

.le  n'ai  reçu  qu'une  solution  de  cette  question,  de  M.  R.  Bouvaist,  et  cette  solution  renferme  des 
fautes  de  calcul.  J"ai  traité  la  question  moi-même,  et  avec  quelques-uns  de  mes  élèves,  et  nous  ne  som- 
mes arrivés  à  aucun  résultat  simple  ni   intéressant.   Aussi  vais-je  me  borner  à  une  indication  de  mé- 
thode qui  permettra  aux  lecteurs  de  la  Revue  de  traiter  cette  question  entièrement,  si  elle  les  intéresse. 
Il  est  clair  déjà  que  le  plan  méridien  de  Thyperboloide  à  une  nappe,  dans  lequel  se  meut  le  point  A, 

est  un  plan  de  symétrie  pour  toute  la  figure,  et  que  le  plan  de  la 
seconde  courbe  plane  est  perpendiculaire  à  ce  plan  méridien. 
Prenons  alors  un  point  A  de  l'hyperbole  et  la  tangente  à 
l'hyperbole  en  ce  point,  AB.  Celte  droite  est  l'axe  du  cône  de 
révolution  indiqué  dans  l'énoncé.  Elle  coupe  l'axe  de  révolution 
de  l'hyperboloïde  en  un  point  B,  qui  est  le  centre  d'une  sphère 
inscrite  daus  les  deux  surfaces  à  la  fois. 

Les  plans  des  deux  courbes  planes  sont  donc  conjugués 
harmoniques  l'un  de  l'autre  par  rapport  aux  plans  des  contacts. 
Soit  CD  la  trace  du  plan  du  parallèle  de  contact  avec  l'hyper- 
boloïde. La  trace  du  plan  des  contacts  avec  le  cône  est  la  per- 
pendiculaire CE  à  AB,  menée  par  le  point  C.  Il  n'y  a  plus 
qu'à  prendre  l'harmonique  de  AB  parrapport  aux  deux  droites 
CE  et  CD,  et  trouver  l'enveloppe  de  cette  droite  :  ce  sera  la 
trace  sur  le  plan  des  zx  du  cylindre  qui  enveloppe  le  plan  de 
la  seconde  courbe  plane. 

L'autre  partie  se  traite  sans  difficulté. 
Les  calculs  se  font  aisément  en  posant    x  =  a  ch  i    et    ;  =  sh  o. 

E.  H. 
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ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE 


Groupe  I. 

Matliéiiiatiqufs. 

1712.  —  1»  On  considère  trois  axes  rectangulaires  oxy:  cl,  dans  le  plan  oxy,  deux  h>perl)oles  (H^  et  iH') 
et  une  droite  (D)  définies  respectivement  par  les  équations 

1     ;  =  0,  (     :;  =  0,  {     :  =  0, 

Soient  M  et  .M'  deux  points  du  plan  oxy  satisfaisant  aux  trois  conditions  suivantes  :  ils  s(uit  conjugués  par 
rapport  à  (H)  cl  ii  ill')  ;  le  milieu  de  la  droite  qui  les  joint  est  situé  sur  (D). 

.Montrer  que  M  décrit  une  roiirbo  (C)  cl  M'  une  courbe  \C')  qui  coin>'i(le  avec  (C). 

2»  On  désigne  par  o,x,>jiZi  un  Irièdre  coïncidant  avec  le  Irièdre  oxyz  ;  on  suppose  que  ce  triedre  peut  se 
déplacer  en  enlrainanl  avec  lui  la  courbe  (C)  ;  on  désigne  par  (C.)  et  par  .Mi  les  positions  que  prennent  dans 
ce  déplacement  la  courbe  (C)  et  le  point  M'  ;  le  Irièdre  o.ri/j  reste  fixe  ainsi  que  la  courbe  (C). 

On  supposera  dorénavant  que  le  Irièdre  mobile  o,x,y,:,  c-l  t(iu|ours  dans  une  position  telle  que  l'angle  des 
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deux  directions  o:,  oizi  soit  égal  à  deux  droits  ;  dès  lors,  la  position  de  ce  trièdre  est  définie  par  les  coordon- 
nées a,  b,  c  du  sommet  oi,  par  rapport  aux  axes  oxyz,  el  l'angle  9  des  directions  ox,  oix,. 

3°  On  demande  d'écrire  les  relations  qui  doivent  exister  entre  a,  b,  c,  ç  pour  que  le  tricdi-e  oixiijiz,  soit 
symétrique  du  trièdre  oxy:  par  rapport  à  une  droite  du  plan  oxy,  étant  entendu  que  o,xi,  oij/i,  oiZi  doivent  être 
respectivement  les  symétriques  de  ox,  oy,  oj.  Lne  pareille  position  du  trièdre  oixiyizi  est  définie  si  Ton  se 
donne  les  valeurs  ao,  bo  des  coordonnées  a,  6  :  on  demande  alors  d'exprimer  les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point 
Ml,  par  rapport  aux  axes  oxyz,  en  fonction  des  coordonnées  du  point  M  et  de  oo,  &o- 

4°  On  suppose  que  le  trièdre  oix,yiZi  se  déplace  en  partant  de  la  position  qu'on  vient  de  définir  ;  montrer 
que  l'on  peut  faire  varier  a,  b,  c,  o  de  telle  manière  que,  dans  ce  déplacement,  la  distance  MMi  d'un  point 
quelconque  M  de  la  courbe  iC)  au  point  correspondant  Mi  de  la  courbe  (Ci)  reste  invariable. 

1713.  —  On  considère  trois  axes  rectangulaires  et  la  surface  ayant  pour  équation 

y'^  -\-  xy-  -+-  '/,x^ 

'  ~  1/  +  '«^ 

X  étant  une  constante. 

Étudier  la  variation  de  la  courbure  àl'origine  des  sections  de  cette  surface  par  les  plans   //  =  mx  lorsque 

le  paramètre  m  varie. 

4  -  4 

On  examinera  particulièrement  les  cas  suivants  :     !•/=;—;    2o  a  =  —  —  • 

[i5  juin,  de  8  h.  à  S  h.) 

Physique. 

I.  —  1714.  On  veut  utiliser  un  baromètre,  bien  qu'on  ne  connaisse  pas  la  râleur  p  de  son  rayon  intérieur. 
On  décide  de  mesurer  p  et  de  calculer  la  dép>-ession  capillaire  du  baromètre  connaissant  la  tension 
superficielle  A  du  mercure,  l'angle  de  raccordement  a  du  mercure  el  du  verre,  et  la  donnée 
expérimentale  p. 

A  cet  effet,  d'un  point  C,  défini  par  sa  distance  OC  =  D  à  l'axe  du  tube,  on.  mesure  le  dia- 
mètre apparent  2o  du  canal  intérieur. 

1°  Trouver  l'expression  de  p  en  fonction  de  D,  de  o  et  de  l'indice  n  du  ven-e  du  baromètre 
{indice  moyen  pour  la  lumière  blanche).  Celle  relation  sera  désignée  dans  ce  qui  suit  sous  le  nom 
de  relation  [l). 

2°  La  dislance  D  étant  souvent  difficile  à  évaluer  exaclement,  il  est  pilus  commode  de  mesurer 
en  même  temps  le  diamètre  apparent  2o'  du  contour  extérieur  du  tube  vu  du  point  C.   Trouver  la 
relation  (2)  qui  donne  p  en  fonction  de  n,  q,  9'  et  du  rayon  extérieur  R  du  tube  barométrique. 

R  étant  directement  mesurable,  il  suffit  donc  de  déterminer  les  angles  ç  et  ç'  pour  pouvoir  calculer  p. 
3°  Les  angles  u  et  o'  étant  petits  dès  que  D  atteint  quelques  décimètres,  montrer  qu'on  peut  se  dispenser  de  les 
mesurer  en  opérant  comme  il  suit: 

Plaçant  l'œil  au  point  C  et  le  tube  barométrique  vertical  étant  convenablement  éclairé,  on  applique  horizonta- 
lement contre  lui  une  règle  graduée  en  demi-millimètres.  Il  suffit  de  lire  directement  sur  cette  règle  [en  estimant 
à  l'œil  les  dixièmes  de  millimètres)  les  largeurs  apparentes,  a,  de  l'enveloppe  extérieure  et,  b,  du  canal  central. 

Montrer  ce  que  devient  la  relation  (2)  quand  on  y  introduit  a  et  b  au  lieu  de  o  et  9'  et  qu'on  prend  n  =l  1,5. 
La  nouvelle  relation  sera  la  relation  (3). 

4°  Discuter  la  relation  primitive  (2)  et  montrer  que  ta  méthode  précédente  n'est  applicable  qu'aux  baromètres  a 
paroi  épaisse  ;  pour  ta  plupart  des  baromètres,  qui  sont  à  paroi  mince,  la  colonne  mercurielte  semble  remplir  com- 
plètement le  tube. 

5°  Pour  rendre  possible  l'observation  du  canal  intérieur  duns  ce  dernier  cas,  imaginons  que  l'on  entoure  le 
baromètre  d'un  second  tube  {rayon  intérieur  pi,  rayon  extérieur  R|)  parfaitement  cylindrique  el  concentrique  au 
premier,  et  que  l'on  remplisse  d'eau  le  canal  annulaire  ainsi  constitué  ;  soit  toujours  2<s  le  diamètre  apparent  du 
canal  intérieur  vu  avec  ce  dispositif  dit  point  C.  Montrer  que  la  relation  (4)  qui  lie  2,  n,  D,  9  n'est  autre  que  la 
relation  (1  )  el  ne  dépend  nullement  de  l'eau,  ni  du  tube  extérieur,  les  enveloppes  concentriques  que  l'on  a  introduites 
n'ayant  d'autre  rôle  que  de  rendre  visibles  les  bords  du  canal  intérieur. 

Comme  dans  le  paragraphe  2°,  on  peut  éliminer  la  distance  0  soit  à  l'aide  de  la  relation  (2),  soit  à  l'aide  delà 
relation  analogue  obtenue  eti  mesurant  le  diamètre  apparent  291  sous  lequel  du  point  C  on  voit  le  tube  extérieur  de 
rayon  Rj. 

6°  Applications  numériques.  On  a 

n  =  1,3,  29  =  2°  46'-^.  2o'  =  2ol3'y.  R  :=  icm,2. 
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On  fera  les  calculs  sans  tables  de  logarUhmes,  en  faisant  les  approximations  habituelles  relatives  "ux  petits 
angles. 

Ayant  calculé  p  et  D,  on  calculera  aussi  a  et  b.  On  déduira  de  ta  relation  (3)  l'erreur  relative  commise  sur  p, 
connaissant  les  erreurs  relatives  de  n,  a  et  b,  et  l'on  démontrera  que  s  peut  être  connu  à  un  dixième  de  millim'ctre 
près.  (On  supposera  l'incertitude  sur  l'indice  égale  en  valeur  absolue  à  0,01). 

Cela  étant,  on  calculera  la  dépression  capillaire  du  baromètre,  sachant  que  l'on  a 

A  =  340  — .  5  ^  densité  du  mercure  =  13,6,  a  =  accélération  de  la  pesanteur  ^z  981  r> 

cm  7      T  i7  r  j^g. 

ï  =^  angle  de  raccordement  du  mercure  et  du  verre  =^  43°. 
(In  vérifiera  qtt'iote  erreur  d'un  dixième  de  millimètre  sur  le  rayon  intérieur  p,  superposée  à  une  erreur  de  2° 
sur  1,  donne  une  variation  de  la  dépression  capillaire  inférieure  au  dixième  de  millimètre . 
II.  —  Donner  succinctement  la  définition  des  unités  employées  dans  le  système  C.  G.  S. 

[16  juin,  de  S  h.  à  2  A.) 

1715.  —  Représenter  le  solide  commun  à  un  tore  et  à  un  hyperboloïde. 

Le  tore  a  son  axe  vertical.  Le  centre  est  sur  le  grand  axe  de  la  feuille.  Ses  projections  sont  à  100°""  du 
centre  de  la  feuille.  La  méridienne  a  son  centre  à  eO'"^'  de  l'axe,  elle  a  pour  rayon  45°"°.  L'hyperboloïde  de 
révolution  à  une  nappe  est  concentrique  au  tore.  Son  axe  est  horizontal  k  43°  sur  le  plan  vertical.  Les  généra- 
trices font  avec  l'axe  un  angle  de  45°.  Le  rayon  du  cercle  de  gorge  vaut  lo"". 

On  calculera  en  degrés  ou  en  grades  les  angles  avec  'a  ligne  de  terre  des  tangentes  èi  la  projection  verticale  de 
la  courbe  aux  points  situés  sur  l'axe  du  tore. 

(23  juillet.) 

Groupe  II. 

Physique. 

L  —  1716.  L'n  collimateur  et  une  lunette,  tous  deux  achromatiques,  ont  respectivement,  pour  distances 
focales  de  leurs  objectifs,  13  centimètres  et  30  centimètres.  La  fente  a  une  hauteur  de  3  millimètres. 

l'n  observateur,  c|ui  ne  \uit  netleiiicnt  que  des  objets  très  éloignés,  vise  la  fente  du  colliinatcur  à  travers 
la  lunette. 

|o  A  quel  endroit  de  laiiparcil  doil-ou  iniroduire  une  plaque  sensible  pour  y  obtenir  une  photographie  de 
la  fente,  et  quelles  sont  les  dimensions  de  cette  image  ! 

S'Entre  le  collimateur  et  la  limelle,  on  place  un  prisme  de  60  degrés.  On  conslilue  ain>i  un  spectroscope 
que  l'on  règle  au  niininunn  de  déviation. 

Si  la  fente  est  alors  éclairée  en  lumière  monochromati(|ue,  quelle  est  la  largeur  de  son  image  photogra- 
l'hiquc  (on  se  contentera  de  l'approximation  obtenue  en  considérant  la  largeur  de  la  l'ente  comme  une  quantité 
très  petite)  ? 

3°  .'^i  la  fente  est  éclairée  par  de  la  lumière  blanche,  quelle  est  la  largeur  de  l'image  photographique  du 
spectre,  entre  deux  couleurs  pourbsqtuMIes  les  indices  du  prisme  sont  n,  =  1,53  c(  îij  =  1.31  (on  se  conten- 
tera encore  de  l'approximation  obtenue  en  considérant  la  différence  n,  —  »«  et  toutes  les  variations  des  angles 
comme  des  quantités  très  petites)  ? 

4°  Si  la  lumière  était  seulement  formée  de  deux  couleurs  simples  très  voisines,  quelle  différence  devrait-il 
exister,  an  moins,  entre  leurs  Indices'pour  obtenir  deux  raies  distinctes  dans  le  spectre  ? 

5»  L'appareil  étant  de  nouveau  éclairé  en  lumière  monochromatique,  la  largeur  de  l'image  de  la  fente 
changera-t-elle  si,  au  lieu  de  placer  le  prisme  au  minimum  de  déviation,  ou  l'oi  iriile  de  maiiirrc  que  la  lumière 
lui  arrive  sous  l'incidence  rasante  ? 

II.  —  Lois  fondamentales  de  l'induction,  application  à  l'étude  sommaire  de>  transformateurs  pour  courants 
alternatifs. 

(15  juin,  de  8  h.  a  i  h.) 
Sciences  naturelles. 

A.  Lois  de  la  répétition  des  parties  semblables  rhe?,  les  animaux  et  che?,  les  végétaux  (Phyllolaxie-Anti- 
mérieO-.Mélamérie'. 

H.  Indiquer  sommairement,  dans  l'ordre  que  l'on  \oudra.  mais  d'une  fai;on  sériée,  les  catégories  de  phéno- 
n)ènes  qui  peuvent  être  envisagées  à  ce  point  de  vue. 


(')  L'antlméric  est  la  répétition  des  parties  autour  d'un  axe  ^Etoile  de  mer). 
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G.  Exposer  plus  complètement  et  à  litre  (rexemples  précis  : 

1°  La  théorie  foliaire  de  la  fleur; 

2»  Le  plan  anatomique  d'une  étoile  de  mer; 

3°  Le  plan  anatomique  d'une  annéiide  errante. 

D.  Choisir  un  exemple  qni  montre  nne  disposition  métaniériqne  primitive  secondairement  altérée. 

{^6  juin,  de  10  h.  à  S  h.) 
Chimie. 

Propriétés  de  l'anhydride  snifuriqtie  et  de  ses  hydrates.  \()n  ne  parlera  pas  de  la  préparation  du  corps  et  l'on 
insistera  surtout  sur  la  fonction  acide  du  corps  SO-H-.) 
Action  de  l'acide  suU'urique  sur  l'alcool  éthylique. 

[20  juin,  de  8  h.  à  midi.) 

Groupes  I  et  II. 

Mathémali(i»es. 

1.  —  1717.  1°  Calculer  la  valeur  de  l'intégrale    1„  =    /     — ^^,     oii  n  désigne  un  entier  positif. 

■  bx^  -hcx-{-  cl 


Calculer  la  valeur  de  riiili'"rali'     1  =     /  -i- ./.^  -r- ^..^ -,- u.   ^^^ 


H.  —  1718.   1"  Intégrer  lequatinn  dillérentielle 

(I;  y"  -\-(i-y  =  sin  a;, 

où  a  désigne  une  constante  positive,  ditîéi'ente  de  un. 

2°  Déterminer  une  intégrale  particulière  de  l'équation  précédente  parla  condition  qne  cetic  intégrale  et  sa 
dérivée  première  s'annulent  pour    .'•  =  0. 

3"  Rechercher  ce  que  devient  celte  intégrale  pariiculière  lors(iue  a  tend  vers  un  et  en  déduire  l'intégration 
de  l'équation  (1,  dans  le  cas  particulier  où     a  =  1. 

III.  —  1719.  On  donne  trois  axes  rectangulaires  oxij:  et  le  parallélépipède  rectangle  (P)  dont  les  six  faces 
ont  pour  équations     a;  =  it  6,     i/  =  d=  ii.     =  =  .-h  16. 

L'ne  sphère  solide  (S|,  de  rayon  (,  se  meut  à  l'intérieur  de  (P).  Le  mouvement  du  centre  de  (S)  est  recti- 
ligne  et  uniforme  tant  que  la  surface  de  (S;  ne  vient  pas  en  contact  avec  une  face  de  (P)  ;  lorsqu'un  tel  contact 
se  produit,  la  vitesse  de  ce  centre  conserve  la  même  valeur  absolue,  mais  sa  direction  se  modilie  suivant  la  loi 
physique  de  la  réflexion,  c'est-à-dire  que  la  normale  commune  aux  surfaces  en  contact  est  l'une  des  bissec- 
trices de  l'angle  formé  par  les  deux  vitesses  du  centre,  avant  et  après  le  contact. 

A  l'époque  t  =  0.  le  centre  de  (S)  est  à  l'origine  des  coordonnées.  Les  projections  de  sa  vitesse  sur  les 
axes  sont  alors  respectivement  égales  à  1,  ^fî,  /3.  On  demande  : 

i"  Les  coordonnées  x,  y,  z  de  ce  centre  k  l'époque    t  =  10: 

2'i  La  coordonnée  z  à  l'époque     t  —  1000. 

On  calculera  les  résultats  à  un  centième  près. 

\  18  juin,  de  8  li.  d  S  U.) 
♦ — ■ 

AGRÉGATION   DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 


Mathématiques  élémentaires  ('). 

1.  — Untriangle  .\BC  étantdonné,  on  considère  trois  cercles  «,»,  ic,  tangents  respectivement  aux  droites  AB 
et  AC,  BC  et  BA,  C.\  et  CB,  et  dont  les  centres  sont  situés  sur  les  bissectrices  des  angles  intérieurs  du  trian- 
gle ;  on  demande  de  déterminer  ces  trois  cercles  de  manière  que  les  angles  des  cercles  c  et  lo,  jo  et  v,  «  et  » 
soient  respectivement  égaux  aux  angles  extérieurs  en  A,  B,  C  du  triangle  ABC.  (On  entend  ici  par  angle  de 
deux  cercles  un  angle  égal  à  l'angle  des  rayons  qui  aboutissent  en  un  point  commun.) 

On  prendra  comme  données  les  angles  intérieurs  du  triangle  .\BG  (A  >  B  >  C)  et  le  rayon  R  du  cercle  cir- 
conscrit, comme  inconnues  les  rayons  «,  u,  w  dos  cercles  cherchés,  et  l'on  posera  selon  les  cas  : 


C)  Des  solutions  étudiées  des  questions  de  Jlatliématiques  éléoientaires  sont  publiées  dans  le  Journal  de  Matliématiques 
élémentaires. 
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Soient  X  et  X',  Y  et  V,  Z  et  Z'  les  points  de  contact  des  droites  BC,  CA,  AB  avec  les  cercles  v  et  w,  w 
et  M,  M  et  c  respectivement;  on  distinguera  denx  cas  selon  que  le  nombre  des  vecteurs  XX',  YY',  ZZ'  dirigés 
en  sens  contraire  des  vecteurs  BC,  CA,  AB  est  impair  ou  pair. 

Dans  chacun  des  deux  cas,  les  équations  du  problème  étant 

fin,  z)  =  0,  g  (z.  X)  =  0,  h  (x,  y)  =  0, 

les  relations  homogènes  en  x,  y,  z,  obtenues  en  combinant  ces  équations  deux  à  deux,  sont  décomposables. 

Dans  le  second  cas,  qui  donne  lieu  à  une  solution  isolée  et  à  un  ensemble  continu  de  solutions,  on  intro- 
duira pour  la  solution  isolée  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC. 

II.  —  Pour  la  solution  du  premier  cas,  ou  calculera  les  longueurs  AZ,  BX,  CY.  On  montrera  que  les  axes 
radicaux  des  trois  cercles  u,  v,  w,  considérés  deux  à  deux,  sont  les  droites  AD,  BE,  CF,  en  désignant  par 
D,  E,  F  les  points  de  contact  avec  BC,  CA.  AB  des  cercles  exinscrits  au  triangle  .ABC  et  situés  dans  les  angles 
A,  B,  C.  On  évaluera  les  distances  X,  Y,  Z  du  centre  radical  P  aux  droites  BC,  CA,  AB  en  fonction  des  hauteurs 
h',  h",  h"  du  triangle  ABC  et  du  rayon  r  du  cercle  inscrit  ;  on  évaluera  aussi  les  distances  8',  S",  S"  de  ce  point 
aux  trois  hauteurs  du  triangle  en  fonction  des  côtés  a,  b,  c. 

On  constatera  que  Ton  peut  écrire  : 

u  =  ("'  —  r,  V  =  )•"  —  r,  !0  ^  r'"  — ■  /•, 

î**,  r^,  )•"'  étant  les  rayons  des  cercles  exinscrits  au  triangle  ABC,  et  l'on  en  déduira  la  position  des  centres  0', 
0',  0"  des  cercles  u.  e,  ic  sur  les  bissectrices  des  angles  du  triangle  ;  on  évaluera  la  distance  du  point  0'  au 
côté  BC  en  fonction  des  éléments  r,  >•',  h',  et  la  distance  du  même  point  à  la  hauteur  issue  de  A  en  fonction 
des  éléments   b  et  c. 

On  conclura  de  ce  qui  précède  iiue  les  trois  cercles  «,  v,  w  passent  au  point  P,  et  que  les  tangentes  en  ce 
point  sont  parallèles  aux  trois  côtés  du  triangle.  On  fera  voir  que  ces  cercles  sont  les  transformés  par  inversion 
des  droites   BC,  CA,  .AB,   le  pôle  d'inversion  étant  le  point  P,    la  puissance  dinversion  étant  4f-. 

{3  juillet,  de  7  h.  à  3  h.) 
Mathématiques  spéciales. 

1720.  —  Ln  contour  convexe  est  formé  des  côtés  parallèles  AB,  A'B',  de  longueur  2/,  d'un  rectangle 
ABB'A'  et  des  demi-cercles  de  rayon  /•  décrits  sur  les  deux  autres  côtés  AA'  et  BB'  comme  diamètres.  Il  se 
déplace  dans  son  plan  dune  façon  continue  en  restant  tangent  extérieurement  à  un  demi-cercle  fixe  de  rayon  R 
et  k  la  droite  indéfinie  D  qui  limite  ce  demi-cercle.  On  suppose  que  AB  était  sur  D  au  début  du  mouvement 
et  que  A'B'  vient  sur  cette  même  droite  a  la  (in  du  mouvement,  après  avoir  touché  le  demi-cercle  fixe. 

i»  Construire  la  trajectoire  F  du  centre  M  du  rectangle  et  reconnaître  si  elle  est  convexe. 

2°  Calculei-  l'aire  limitée  par  r,  dans  l'hypothèse     R  =  r,     /  =  /(^/à  —  1). 

3»  On  supi'Ose  que  l'angle  dont  tourne  le  contour  est  proportionnel  au  temps;  on  demande  de  placer  le 
contour  à  un  instant  donné  et  de  construire  le  vecteur  vitesse  du  point  M  à  cet  instant. 

4°  Le  côté  A'B'  étant  tangent  au  demi-cercle  fixe,  trouver  à  un  instant  donné  l'enveloppe  des  tangentes  aux 
trajectoires  des  différents  points  du  contour.  Examiner  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter  en  suppo- 
sant   R  =  r  =  /. 

NoTB.  —  Les  constructions  (3»)  devront  être  effectuées  avec  la  règle  et  le  compas. 

{4  juillet,  de  7  h.  à  2  h.) 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

1.  —  On  considère  une  famille  F  de  courbes  planes  C  représentées  par  l'équation  générale 
(C)  f{oc,  y,  a)  =  0, 

où  a  est  un  paramètre  variable. 

On  suppose  la  fonction  f  choisie  de  telle  façon  que  les  trois  équations 

(1)  f=0,  (2)      ^=0,  (3)      S-  =  0 

aient,  pour  chaque  valeur  déterminée  de  a,  une  solution  commune  (^  r,). 
Démontrer  i|ue,  dans  ces  conditions  : 
ou  bien  le  point  ($,  r)  est  fixe,  quel  que  soit  x  ; 

ou  bien,  la  courbe  C  a,  en  ce  point,  un  contact  du  second  ordre  avec  son  enveloppe. 
Trouver  la  condition  moyennant  laquelle  c'est  la  seconde  de  ces  deux  circonstances  qui  a  lieu. 

2.  On  considère,  en  particulier,   le  cas   où  les  courbes  C  sont  toutes  hoiuollietiques  à  une  même  courbe 
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fixe  Co,  représentée  par  léqiiation  //  =  v^).  Le  centre  d'Iiomothétie  est  désigné  par  S,  le  rapport  d'homo- 
tliétie  par  k,  riiomologue  de  l'origine  0  des  coordonnées  (c'est-à-dire  le  point  placé  par  rapport  à  C  comme  0 
l'est  par  rapporta  Co^  par  0';  le  point  dont  0  est  rhomologiic  (point  placé  par  rapport  à  ('o  comme  0  l'est 
par  rapport  à  C)  par  Oi. 

On  suppose  que  les  coordonnées  de  S  et  le  rapport  h  sont  fonctions  d'un  même  paramétre  ï.  A  quelles 
conditions  doivent  satisfaire  ces  fonctions  pour  que  les  courbes  C  aient  chacune  un  cont.icl  du  second  ordre 
avec  leur  enveloppe  ? 

Déterminer  k  en  fonction  de  a  de  manière  qu'il  en  soit  :iinsi  : 
t"  Lorsqu'on  donne  C„  et  les  expressions  (en  fonction  de  a)  des  coordonnées  de  S. 
2°  Lorsqu'on  donne  Co  et  les  expressions  des  coordonnées  de  0'. 

X.-B.  Dans  toutes  les  solutions  précédentes,  on  s'attachera  à  interpréter  géométriquement  tout  ce  qui, 
parmi  les  résultats  obtenus,  sera  susceptible  d'une  telle  interprétation. 

Sur  quels  résultats  connus  retombe-t-on  en  supposant  que  C,,  est  un  cercle  ? 

3.  Les  courbes  C  étant  toujours  homothéliques  d'une  courbe  fixe  Co,  on  suppose  que  les  coordonnées  du 
centre  d'homothétie  S  et  le  rapport  d'homothétie  k  sont  dé\eloppables  en  séries  de  Taylor  autour  de  toute 
valeur  réelle  de  a  [k  ne  devenant,  en  outre,  jamais  nul)  et  que,  de  plus,  h  reprend  la  même  valeur  pour  deux 
valeurs  différentes  ai  et  aa  de  a. 

Montrer  que  si,  dans  ces  conditions,  les  C  ont  chacune  un  contact  du  deuxième  ordre  avec  leur  enve- 
loppe : 

ou  bien,  pour  une  certaine  valeur  de  a  comprise  entre  ai  et  «2,  cette  enveloppe  a  des  branches  infinies  ; 

ou  bien  le  lieu  des  points  Oi  définis  plus  haut  a  un  point  de  rebroussement  ; 

ou  bien  cette  dernière  circonstance  a  lieu  lorsqu'on  remplace  0  par  n'importe  quel  point  fixe  w  du  plau 
autre  que  0  iOi  désignant  alors  le  point  qui  est  placé  par  rapport  à  Co  comme  w  l'est  par  rapport  k  C). 

i.  Soit  une  famille  de  surfaces  2  représentées  par  l'équation  générale 

ax,  y,  z,  a)  =  0. 

Si  les  équations    /"  =  0,    —-—  =  0,     ——=  0    représentent,  pour  chaque  valeur  de  c<,  trois  surfaces  ayant 

une  ligne  commune  : 

ou  bien  cette  ligne  est  fixe  ; 

ou  bien  il  y  a,  le  long  de  cette  ligne,  contact  du  deuxième  ordre  entre  l'enveloppée  et  l'enveloppe. 

Condition  pour  que  cette  dernière  circonstance  ait  lieu.  Cas  où  les  surfaces  S  sont  homothéliques  à  une 
surface  fixe  lo-  Montrer  que  celle-ci  (ainsi  que  l'enveloppe)  devra  être  développable.  (Jue  deviennent  ici  les 
solutions  des  deux  problèn)es  posés  dans  la  2e  partie  ? 

5.  t>n  considère  le  cas  où  les  courbes  planes  (_',  sonf  non  plus  honiolhétiques,  mais  ci/a/>:s  à  une  courbe 
fixe  donnée  Co    (i/  =  ?(■»■■))■ 

Montrer  qu'alors  l'une  des  deux  courbes  dont  le  roulement  Lune  sur  l'autre  produit  le  mouvement  de  (j 
doit  être  choisie  d'une  façon  déterminée  pour  que  C  ait  un  contact  du  second  ordre  avec  son  enveloppe  (l'autre 
courbe  pouvant  être  quelconque). 

{6  juillet,  (le  7  h.  à  S  ti.) 

Mccanique. 

On  considère  dan>  un  plan  vertical  deux  droites  indéfinies  se  coupant  en  un  point  0,  l'une  x'Qx  hori/.onlale, 
l'autre  ;'0a  verticale.  L'ne  tige  AB,  homogène,  pesante,  d'épaisseur  négligeable,  de  longueur  il  et  de  masse  M 
est  telle  que  ses  extrémités  restent  constamment  lune  A  sur  x'Ox,  l'autre  B  sur  ;'0,-  et  puissent  passer  sur 
ces  droites  d'un  côté  à  l'autre  du  point  0.  Un  point  particulier  I)  de  la  fi^;e,  dont  les  distances  aux  extrémités 
A  et  B  l'eslent  invariables,  est  attiré  par  le  point  0  proportionnellement  à  la  dislance  ;  la  valeur  absolue  de  la 

force  qui  le  soUicili' CNt  représentée  par     y,— OD,  y  désignant  raccéierafiou  de  la  pe>anleur  et    >    nu   nombre 

posifif  inférieur  à  /.  On  appelle  C  le  milieu  de  la  lige  et  a  le  >egment  Cd)  compté  posilivemeul  dans  le  sens 
CA  ;  enfin  on  désigne  pai-  0  l'angle  que  forme  la  droite  OC  avec  la  verticale  descendante. 

1°  On  suppose  que  les  liaisons  auxquelles  est  soumise  la  tige  AH  soient  sans  frolteuu'ul  ;  lui  demande  de 
déterminer  les  positions  d'éi|uilibre  de  cette  lige  et  de  rechercher  parmi  ces  positions  celles  pour  lesquelles 
l'équilibre  est  stable. 

1"  On  suppose  plus  généralement  que  les  droites  x'Ox,  i'Oo  soient  depolies,et  que  les  coefficients  de  frotte- 
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ment  de  la  tige  sur  ces  droites  soient  très  petits.  On  demande  de  déterminer  en  t'onetion  des  données  et  de  ces 
coefficienis  de  tVottenient  une  valeur  approchée  des  angles  0  correspondant  aux  limites  des  régions  dans 
lesquelles  peut  être  placée  la  tige  sans  que  l'équilibre  cesse  de  subsister. 

3°  On  suppose  dans  ce  ijui  suit  que  les  droites  x'Ox,  z'O^  soient  parfaitement  polies  ;  on  demande  d'étudier 
le  mouvement  de  la  tige  et  de  discuter  la  nature  de  ce  mouvement  suivant  la  position  du  point  D  et  suivant  les 
données  initiales. 

4°  On  suppose  comme  cas  particulier  que  !  soit  égal  à   la  longueur  du  pendule   simple  battant  la  seconde 

que  X  soit  égal  à  -^.  et  a  égal  à  /;  à  l'origine  du  temps,  la  tige  est  verticale,  le  point  B  étant  au-dessous  de 
0.  On  demande  quelle  vitesse  initiale  il  faut  donner  à  la  tige  pour  qu'elle  s'approche  constamment  sans 
jamais  l'atteindre,  d'une  de  ses  positions  d'équilibre  ;  dans  ces  conditions,  quel  temps  mettra  le  point  B  pour 
parvenir  au  point  0".' 

o"  On  suppose  dans  le  cas  général  que  la  tige  e.--t  placée  dans  le  voisinage  d'une  de  ses  positions  d'équilibre 
stable  et  qu'on  l'abandonne  ensuite  sans  vitesse  initiale  :  on  demande  de  déterminer  la  durée  de  ses  oscillations 
supposées  inlininient  petites,  et  d'examiner  les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

(7  jHillel,  de  7  II.  à  2  h.) 
♦ 

QUESTION  PROPOSÉE 


1721.  —  itn  considère  une  famille  de  cercles  (C)   homolhétiques  par  rapport  k  l'origine  et  ayant  leurs 

centres  sur  Oy. 

I»  Trouver  les  trajecloires  orthogonales  (T)  de  ces  courbes. 

2°  Construire  les  différentes  formes  que  peuvent  prendre  ces  courbes. 

3°  Condition  pour  que  les  courbes  (T)  soient  algébriques  ;  elles  sont  alors  unicursalis  ;  trouver  leur  degré. 

4"'Conslrnii-e  les  développées  de  ces  courbes.  Elles  sont  algébriques  et  unicursales  en  même  temps  que  les 

courbes  (T).  Trou\er  leur  degré. 

.1.   in\.;. 

yiole  de  la  R'daclion  :  Nous  avons  rei;ii  l'énoncé  de  ce  problème  à  peu  pris  à  l'époque  où  M.  Durand  nous  a  envoyé  la 
solution  fie  1633,  chacun  des  auteurs  ignorant  que  l'autre  se  fût  occupé  de  la  même  ipiestion.  L'impartialité  la  plus  élémen- 
taire nous  fait  un  devoir  de  publier  l'énoncé  de  M.  Haag.  Nous  y  joignons  d'ailleurs  une  autre  propriété  que  l'auteur  veut 
bien  nous  signaler  : 

Si  l'on  fuit  loiiiner  chaque  liajeetoire  orthogonale  autour  de  la.  lifine  des  cenlres  d'un  amile  variant  suirant  une  loi 
arbitraire  quand  un  passe  d'une  trajectoire  à  une  autre,  la  surface  obtenue  coupe  le  plan  de  chaque  trajectoire  !.oî<s  un  angle 
constant. 
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1665.  —  On  fioii/letin  pneumatique  de  bicyclette  dont  la  capacité  est  de  l',5  quand  il  est  gonflé.  On 
ulilisc  puur  ci'la  une  pompe  dont  le  pis/on  a  une  course  de  3(i'''"  et  une  section  de  2'''"'-  et  dont  l'espace  nui- 
sihle  est  nëijliçieable.  L'air  est  sec,  la  tempcralurc  de  "il"  pendant  toute  la  durée  de  l'opération  et  In  pression 
atmosphérique  normale.  Après  avoir  çfonflé  le  pneu  à  une  pression  F  par  un  nombre  entier  n  de  coups  de 
piston,  on  entend  le  clapet  de  lu  value  ne  se  lever  au  (n  -h  I)""  coi(/),  que  lorsque  le  piston  a  déjà  franchi  une 
course  de  IH"". 

On  demande  : 

I"  La  valeur  de  la  pression  P. 

2°  L'élévation  de  température  qui  nwpnenlerait  cette  pression  de  —  atmosphère. 
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2"  /lis.  La  forcf  qu'il  faul  appUijuer  au  piston  pour  fonfoncer  n  fond  de  course  au  n""'  coup. 

3°  Le  nombre  entier  n  de  coups  de  piston  qu'il  a  fallu  pour  obtenir  la  pression  P,  en  supposant  qu'au 
début  de  l'opération  la  chambre  A  air,  presque  complètement  vide,  ne  contenait  qu'une  petite  quantité  d'air, 
inférieure  à  une  cylindrée  de  la  pompe.  On  demande  d'évaluer  cette  quantité  d'air. 

4°  Si  l'air  au  lieu  d'être  sec  était  humide,  faudrait-il  un  nombre  plus  grand  ou  jilus  petit  de  coups  de 
piston  pour  gonfler  le  pneu  à  la  même  pression  P  ? 

5°  Donner  pour  le  40°"'  coup  de  piston  la  courbe  des  pressions  à  l'intérieur  de  la  pompe.  On  portera  les 
pressions  en  ordonnées  et  tes  différentes  positions  du  piston  en  abscisses.  La  chambre  à  air  al  supposée  avoir 
déjà  atteint  sa  capacité  de  l',5. 

,  ,  ,        1 

yote.  —  Les  résultats  ne  sont  demandes  qu  à  près. 

i"  Le  clapet   se  soulève  quand   le  volume  dans  la   pompe   est   réduit   dans    le   rapport   de   36  à 

36  —  13  =  23  ;     la  pression  déjà  réalisée  dans  le  pneu  vaut  donc,  en  atmosphères,     P  =  -— -  =  1,565. 

2"  Une  élévation  de  température  0  produirait  une  pression  P'  telle  que  Ton  eût,  en  désignant  par  a 
le  coetticient  de  dilatation  de  l'air, 

I  -H  «(27+6)   _    P'  M  P'— P 

1^27»  ~  T  °"  1  -H  27a   ^         p 

1 

Remplaçons  a  par  sa  valeur  -^jr^,     P'  —  P     par  0,5  et  P  par  la  valeur  trouvée  ;  il  vient 
0  U.o 


d"où  e  =  95°,8. 


300         1,565 

2°  bis.  La  force  qu'il  faut  appliquer  au  piston  doit  faire  équilibre  à  la  ditterence  des  pressions  inté- 
rieure et  extérieure.  Or  une  pression  d'une  almosplière  produit  une  force  de  i033''',6  par  centimètre 
carré.  Une  pression  de  0,66b  atmosphère  sur  une  surface  de  2  centimètres  carrés  sera  équilibrée  par  une 

force 

2  X  0,563  X  1033,6  =  1168  grammes. 

3»  En  donnant  un  nombre  n'  de  coups  de  piston,  on  fait  entrer  dans  le  pneu  une  quantité  d'air  dont 
le  volume  est  72  n'  sous  la  pression  atmosphérique;  cet  air  doit  prendre  la  pression  i,o6o  dans  le 
volume  1500  ;  on  doit  donc  avoir 

72  n'  =  I  500  X  1,565,  d'où  n'  =:  32,6. 

Comme  la  pression?  a  été  réalisée  après  un  nombre  entier  decoups  de  piston  et  que  la  quantité  d'air 
initiale  équivaut  à  une  fraction  de  coup  de  piston,  le  nombre  cherché  est     n  =  32. 

Evaluons  la  quantité  d'air  initiale  en  centimètres  cubes  ;  nous  aurons 

32  X  72  H-  u  =  1500  X  1,565,  d'où  v  =  43,5. 

4°  Si  l'air  est  humide,  la  compression  de  la  vapeur  d'eau  peut  la  condenser.  A  partir  de  ce  moment, 
la  pression  de  cette  vapeur  n'augmente  plus  et  il  faut  un  plus  grand  nombre  de  coups  de  piston  pour 
produire  la  pression  P. 

5°  Après  le  39""'  coup  de  piston,  il  s'est  produit  une  nouvelle  augmentation  de  pression  p  telle  que 
7  X  72  =  1500  p,  d'où  p  =  0,33ti  et  la  pression  totale  réalisée  est  1,565  ■+-  0,336  =  I.'.IOI  atmos- 
phère. 

.\u  W(""  coup  de  piston,  la  pression  dans  la  pompe  part  de  1  atm.  et  atteint  d'abord  1,901  ^itm. 
quand  le  chemin  x  parcouru  par  le  piston  satisfait  à  l'égalité 

36  =  (36  —  x)  1,901,  d'où  36  -  a.'  =  18,9  et  x  =  17,1. 

Pour  l'abscisse  0,  l'ordonnée  est  donc  1  et,  pour  l'abscisse  17,1,  l'ordonnée  est  1,901.  Entre  les  deux, 
le  point  liguratif  dessine  ime  hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont  l'axe  des  abscisses  et  une 
perpendiculaire  à  cet  axe  correspondant  à  l'abscisse  36. 


ssn 
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Le  clapet   s'ouvre  à  la  pression  1,901  puis,  quand  le  pislon  est  arrivé  à  fond  de  course,  il  s'est  pro- 
duitune  nouvelle  augmentation  de  pressionégaleau  rapport  des  volumes  de  la  pompe  et  du  pneumatique, 

so'l^     .~n..   =  0,048.  Pour  l'abscisse  36,  l'ordonnée  est  donc  1,949.  Entre  les  abscisses  17,1  et  3B,    le 
I  ouu 

point  figuratif  a  décrit  une  seconde  hyperbole  équilatére  dont  l'asymptote  verticale  est  reportée  à  l'abscisse 

36  -t-  730,  730  représentant  le  déplacement  du  piston  correspondant  au  volume  ^.^00. 


1666.  —  1"  On  consid'h-e  un  cercle  C,  deux  points  quelconc/ues  de  l'espace  A  et  B,  un  point  Q  dans 
le  plan  du  cercle.  On  mène  un  plan  par  A  et  la  polaire  de  Q  par  rapport 
au  cercle. 

On  demande  le  lieu  de  l'intersection  de  ce  plan  et  de  la  droite  BQ    quand 
Q  varie,  k  et  E  restant  fixes. 
'q(a,(3)  jo  £"/j,rfîer  les  changements  de  forme  de  ce  lieu  quand  B  uaric,  A  restant 

fixe. 

3»  Chercher  dans  quel  cas  ce  lieu  est  une  sphère. 

Axes  et  notations  obligatoires  :  Le  plan  xOg  est  le  plan  du  cercle  C  qui 
a  son  centre  à  l'origine.  Le  plan  :L)j.'  passe  par  A. 
Coordonnées  de     .\  :  Xo,     0,     :„  ;     B  :  ,/;,.     j/,,    z^;     Q  :  a,       i,     0. 

1.  La  polaire  du  point  Q  par  rapport  au  cercle  C  étant  représentée  par  les  deux  équations 
dj; -+- ^1/ —  112  =  0,  ;=0, 

le  plan  passant  par  cette  polaire  et  le  point  A  est  délini  par  l'équation 
(1)  dJ  -i-f?y  —  K-  ^  j_ 

axo  —  R-  :, 

d'autre  part,  les  équations  de  la  droite  OB  sont 

.r  — .r,         ?/— .Vi  -  — ^1 


(2) 


'  —  .'/. 


Par  suite  nous  aurons  le  lieu  du  point  .M  en  éliminant  »  et  |i  entre  les  équations  (1)  et  (2). 
Les  éfjuations  (2)  nous  (lonncnt 

a  =  ,  [i  =  : 

remplaçons  a  et  ^  par  ces  valeurs  dans  réi|uation  (1),  nous  obtenons  après  un  calcul  facile 
(x-  ■+  >f)z,Zo-i-z'{.r^x,  —  H-)  —  i/::„i/,  —  x:{j-„:,  -h  :ox,)  -i-  ll=:(:o  +  3,)  -  R^;,:,  =  0. 
Cette  f(|ii;itinn  représente  une  (piadrique  (S)  passant  par  les  points  A,  B  et  le  cercle  C. 


2.  Pour  éludier  la  nature  (le  celte  qiiailriqui',  nous  décomposerons  en  carrés  le  premier  membre 
de  son  équation,  en  observant  que  le  produit  ;„;,  doit  être  ditt'érent  de  zéro  ;  car  si  l'un  des  points  ,\  ou 
B  était  dans  le  plan  des  .rg,  le  problème  n'aurait  aucun  sens. 

Il  est  facile  de  faire  entrer  dans  un  premier  (  arn''  Ions  les  termes  qui  contiennent  la  lettre  ,r,  puis 
dan'i  un  ilenxii ■  earre  eeiix  qui  renferment  g:  nn  iditienl  ainsi 


"{*''o"i~t-ïo>ïi)  1"  I 


2 


+  (.r„,r,  -  R=j:-,-  R=:(;„  +  :,)  -  R^:„:,  =  0, 
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ou  encore  en  posant 

Posons  maintenant 

P,  =  (,/•„:,  -  Vi)'-+-  =,lVî  -^  4R':o=i- 

et  examinons  d'abord  le  cas  où  F,  n'est  pas  nul. 

Nous  pouVqUs  alors  continuer  la  décomposition  en  cariés  et  écrire 

4(X^  H-  Y2)  -  -i-  [F,:  -  -2R2(;o  -+-  :,):„:,>  -H  ^'^'("o  + -O'-O^r  _  ,j[^,.,,,  ^  y_ 

ou  encore 

1  4H-;  3^ 

(4)  4(X-^  +  Y^)--Z^-— p-^r,  =0, 

en  posant 

r,  =  p,_RXc„  +:,,2  =  (a-„:,  -:„r,;>^^%f-  R^(:„ -:,)"■ 
Considérons  alors  l'équatiim  (4);  \,  Y  et  Z  désignent  des  formes  linéaires  indépendantes,  P,  et 
Fi  des  constantes.  f,a  nature  de  la  surface  S  dépend  alors  des  signes  des  quantités  Pi  et  1",,  c'est-à- 
dire  de  la  position  du  point  IJ  par  rapport  aux  surfaces 

P  s  (x„:  -  x:„)2  .-^_  j^j^i  _,_  4h^;3„  =  0, 

r  -  P  _  R.(:  +  s„)2  =  (^„;  _  ,rzj  +  zly'  -  R^(:  -  :„}2  =  0. 

La  première  est  un  paraboloide  elliptique  P  tangent  à  l'origine  au  plan  des  xy  ;  la  direction  de  son 

axe     [x^z  —  j:„  =  0,     y  =  0]     est  la  droite  OA. 

La  deuxième  est  un  cône  réel  r  ayant  pour  sommet  le  point  A,  et  circonscrit  au  paraboloide  le 

loni;  du  cercle 

(x  — a;„)2  +  !/2  — 4R^  =  U,  ;  +  :„  =  (). 

Nous  voyons  ainsi  que  le  point  A  est  extérieur  au  paraboloide,  et  comme  le  point  \  est  dans  la 
région  positive  de  cette  surface,  on  en  conclut  que  la  région  positive  du  paraboloide  est  la  région  exté- 
rieure ;  par  suite,  la  région  négative  est  la  région  intérieure. 

D'aulre  part,  l'origine  qui  est  un  point  du  paraboloide  est  dans  la  région  négative  du  cône  r;  c'est 
celte  région  que  nous  appellerons  l'intérieur  du  cône.  Comme  le  cône  est  circonscrit  au  paraboloide,  le 
paraboloide  est  tout  entier  à  l'intérieur  du  cône. 

1°  Si  le  point  B  est  à  l'intérieur  du  paraboloide,  il  est  aussi  à  l'intérieur  du  cône  ;  on  a  P,  <  0, 
l'i  <  0,     la  surface  S  est  un  ellipsoïde  réel. 

2°  Si  le  point  B  est  à  l'extérieur  du  paraboloide  et  à  l'iulérieur  da  cône,  on  a  P,  >  (I,  l',  <  0,  la 
surface  S  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

3°  Si  le  point  B  est  à  l'extérieur  du  cône,  il  est  aussi  ii  l'extérieur  du  paraboloide;  on  a  P,  >  0. 
r,  >  0,    la  surface  S  est  un  hyperboloïde  h  deux  nappes. 

Cas  particuliers-  —  Si  le  point  U  est  sur  le  cône  r,  r,  est  nul  et  la  surface  S  est  un  cône. 
Si  le  point  B  est  sur  le  paraboloide  P,  Pi  est  nul,  il  nous  faut  revenir  à  l'équation  (3)  de  la  sur- 
face S.  Dans  ce  cas,  si    z^-hz^^i),  c'est-à-dire  si  le  point  B  n'est  pas  sur  le  cercle  de  contact  du  para- 
boloide et  du  cône,  la  surface  S  est  un  paraboloide  ;  si  le  point  B  est  sur  le  cercle,  la  surface  S  est 
un  cylindre  elliptique  réel. 

Remarque.  — Quel  que  soit  le  point  B,  la  surface  S  contient  le  cercle  C.  On  peut  alors  pour 
déterminer  la  nature  de  cette  surface  étudier  la  réalité  et  la  position  des  points  de  rencontre  de  la  sur- 
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face  et  du  diamètre  conjugué  du  plan  du  cercle  G.  Soient  H  et  K  ces  points.   On  sait  que  : 

1°  Si  ces  points  sont  réels,  distincts  et  situés  de  part  et  d'autre  du  point  0,  la  surface  est  un  ellip- 
soïde réel. 

2°  Si  ces  points  sont  réels,  distincts  et  situés  d'un  même  côté  du  point  (),  la  surface  est  un  hyper- 
boloïde  à  deux  nappes. 

3°  Si  les  points  H  et  K  sont  confondus,  la  surface  est  un  cône. 

i°  Si  ces  points  sont  imaginaires  conjugués,  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

o»  Si  l'un  des  points  est  à  l'infini,  la  surface  est  un  paraboloide  elliptique. 

6"  Si  les  deux  points  II  et  K  sont  à  l'infini,  la  surface  est  un  cylindre  elliptique  réel. 

Le  diamètre  conjugué  du  plan  des  .( ;/   a  pour  équations 

-2.(:„:,  —  z{x^Zt  -+-  :„x,)  =  Û,  ii/:„:,  —  ::„y,  =  0  ; 

il  rencontre  la  surface  en  deux  points  H  et  K  dont  les  cotes  sont  racines  de  l'équation 
P,:»  -  4R':(:„  -h  :,);,:.  +  4R^:%n-,  =  0. 

Il  suffira  alors  de  discuter  cette  équation  du  second  degré,  et  on  sera  conduit  aux  résultats  déjà 
indiqués. 

3.  Pour  que  la  surface  S  soit  une  sphère,  il  faut  que  les  coefficients  de  i',  y-,  z-  soient  égaux,  et 
que  ceux  de  */:  et;T  soient  nuls.  On  a  donc  les  conditions  (en  supposant  toujours     :„;,  =±:  0) 

Z^Z,  =  Xo-i-,  R-,  î/l  =  0,  .TttZ,  -+-  ZoT,  =  0. 

On  voit  déjà  que  le  point  B  doit  être  dans  le  plan  des  xz,  el  on  doit  avoir  de  plus 

-^  -t-  —  =  0,  avr,  —  ;„:.  —  R-  =  Û. 

^0  'l 

On  en  conclut  que  les  droites  0.\  et  OB  doivent  être  symétriques  par  rapport  aux  axes  Oj-  et  0;. 
et  que  les  points  A  et  B  doivent  être  conjugués  par  rapport  à  l'hyperbole  équilatère     x-  —  z-  —  R-  =  0. 

BROS. 
Autre  solution  de  M.  K.  Bodvaist. 
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1646.  —  Soient  un  point  fixe  0  el  une  droite  U,  on  prend  sur  D  deux  jwints  variables  M,  et  M., 
tels  que  ianfjle  MiOiVh   soit  constant . 

1°  Trouver  le  lieu  du  centre  w  du  cercle  t  circonscrit  au  triangle  0M,M..  et  l'enveloppe  de  ce  cercle  ; 

2''  On  considère  le  cercle  e,  passant  par  les  points  0  et  Mo  et  ayant  son  centre  w,  sur  Oi]^  et  le  cercle  u 
passant  par  les  points  0  et  M,  et  ayant  son  centre  w,  sue  O.VIj  ;  montrer  que  les  cercles  s,  et  i»  passent 
chacun  par  un  autre  point  fixe. 

3°  Trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  des  cercles  e,   et  i,  ; 

4"  Trouver  l'enveloppe  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  Otow,,  UtiKo^,    et  le  lieu  de  leur  centre. 

1°  Posons    MiOMi  =  ï    et  désignons  par  A  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  u  sur  la 
droite  I)  ;  dans  le  triaii.i;le  .\<uM2,  rectangle  en  A,  on  a 

b^M.,  _      1               ,       <oO   _      i 
toA           cos  «                       «J.\           cos  ï 
Le  lieu  du  point  <o  est  donc  une  hyperbole  de  foyer  0,  de  directrice  D  et  d'excentricité 


Le  cerclée  enveloppe  le  cercle  directeur  de  cette  hyperbole  relatif  au  second  foyer. 
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2    Menons  w,»!,  et  t.,»),   respectivement  perpendiculaires  sur  OM.,  et  DM,,  les  points  m,  et  m,  sont 

situés  sur  la  droite  («/),  équidis- 
tante  du  point  O  et  de  la  droite  D. 
La  perpendiculaire  abaissée  du  point 
0  sur  les  droites  I)  et  d  les  coupe 
en  deux  points  B  et  6  ;  prenons 
sur  la  droite  d  un  point  C,  tel  que 

IjÙC,  =  ï  et  joignons  w,Ci;  les  an- 
gles niiOb  et  Cini><iii  sont  égaux, 
car  ils  ont  leurs  eûtes  perpendicu- 
laires, mais 

j/1,06  =  o(  —  bOiii,   —    (U|OC,, 

on  en  conclut 
(1»0:  M2  A     B  M,  0,  _, „ 

le  quadrilatère  OhioUiC,  est  donc 
inscriptible,  et  la  droite  <u,(',  est  perpendiculaire  sur  la  droite  lixe  OC,,  le  point  «o,  centre  du  cercle  e, 
décrit  la  droite  fixe  PCi,  ce  cercle  passe  donc  par  le  point  0,  de  la  droite  I),  symétrique  du  point  0  par 
rapport  à  la  droite  PCi. 

On  montrerait  de  même  que  le  centre  «o^  du  cercle  £2  décrit  la  droite  PC^,  symétrique  de  la  droite 
PCi  par  rapport  à  OP  et  que  ce  cercle  passe  par  le  point  O,,  synnétrique  du  point  0,  par  rapport  à 
OP. 

3°  Le  point  w  est  l'orthocentre  du  triangle  Ou),oj.,  semblable  au  triangle  O.M,Mj  à  cause  de  l'anti- 
parallélisme  des  droites  MiM^  et  k),-.)o  ;  on  en  conclut  (jue  m.iOut  =  bOtiit.  La  droite  Ow,  hauteur  du 
triangle  0(o,(i).,  relative  au  sommet  0,  coupe  m,m,  au  point  U,  et  l'on  a 

DÔ^  =  a  —  iiuO^.  C/M  =  X  —  'hOm,  =  a  —  "i^HoI^,  d'où  UO^  =  CiO^. 

Les  deux  triangles  rectangles  DOw,  et  CiOwi  sont  donc  égaux  comme  ayant  leur  hypoténuse  commune 
et  un  angle  aigu  égal,  donc    OD  =  OC,  =  constante. 

Le  point  D  décrit  donc  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  OCi,  la  droite  loioj,  enveloppe  ce  cercle  ; 
le  second  point  d'intersection  des  cercles  s,  et  ^2  est  le  symétrique  du  point  0  par  rapport  à  la  ligne 
des  centres  w,o)o,   le  lieu  de  ce  point  est  donc  un  cercle  de  centre   0    et  de  rayon  20C, . 

4°  En  vertu  d'une  remarque  déjà  faite  et  d'après  une  propriété  connue,  le  point  1,  centre  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  Ouj,io_„  est  situé  sur  la  droite  fixe  OB  ;  le  centre  I,  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
Otijw,  est  le  symétrique  du  point   1   par  rapport  à  la  base  commune  Ow,. 

Menons'  IK,  perpendiculaire  ;i  (o.w.,,  et  1,K,,  perpendiculaire  à  la  droite  fixe  PC,.  Par  raison  de 
symétrie    01  =  01,     et    IK  —  I,K,. 

La  similitude  des  triangles  0M,Mo  et   Oo,w.  donne 

Ow   _  JO^  _       1      .  .  1.0    _       1 

"jA  IK  COS  a  I,K,     ~    COS  a 

Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle   Owio,   est  donc  une  hyperbole  de  foyer  0,    de  direc- 
1 


trice  PC,  et  d'excentricité 


le  cercle    circonscrit  à  ce  triangle  enveloppe  le  cercle  directeur 


relatif  au  second  foyer  de  cette  conique. 

Le  centre   du  cercle  circonscrit  au  triangle   Oojwi   et  l'enveloppe   de  ce  cercle  sont  les  courbes 
symétriques  des  précédentes  par  rapport  à  la  droite   OB  . 

BROS. 
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QUESTION  PROPOSÉE 


Autre  solution.—  i°  Los  projections  du  point  0  sur  les  droites  ojiB  et  (ojA  décrivant  hi  droite  AB  paral- 
lèle à  D,  ces  droites  enveloppent  une  parabole  de  foyer  0  et  ayant  D  pour  directrice.  L'angle  .\ioli  est  constant 
et  le  lieu  de  (o  est  une  hyperbole  (Hl  de  loyer  O,  D  est  la  directrice  qui  correspond  à  ce  foyer.  Pour  achever 

de  déterminer  cette  hyperbole,  on  peut  déterminer  son 
sommet  ("onsidérons  le  cas  oii  le  triangle  OMiM-j  est  isocèle. 
Le  point  i»  correspondant  est  le  sommet  cherché. 

Le  cercle  £,  qui  a  son  centre  sur  une  hjperbole  et  qui 
passe  par  un  foyer  est  tangent  au  cercle  directeur  relatif  à 
l'autre  foyer. 

2°  Le  tiiangle  rectangle  O(o,lî  reste  semblable  à  lui-même 
puisque  M1OM2  est  constant.  Le  sommet  0  est  fixe,  C  décrit 
une  droite;  m,  décrit  une  droite  Ai  qui  fait  avec  D  un  angle 
égala  M1O.VI2,  (o..  décrit  une  droite  semblable  Ao,  elles  cercles 
ti  et  i,  passent  par  des  points  tixes  Pi  et  ?■>  situés  sur  les  per- 
pendiculaires menées  par  0  à  Ai   et  A2. 

30  "j  est  l'orthocentre  du  triangle  Utoiwo  et  Oio  est  perpendi- 
culaire à  (oi(o>.  Le  quadrilatère  OAcjH  est  inscriptible  et  le 
centre  du  cercle  circonscrit  est  sur  Ow.   Menons  OU    perpendi- 


culaire à  AB.   Dans  le  triangle  OAB,  on  a 
ÛA.OB=Oto.OH  et 


OA.OB 


0(0.  OH 


cosMiOM> 


OA.Oioi  =  0(0.00. 


De  CCS  deux  relations,  on  tire  OC  = 

cos  M|OM.) 

La  droite  (uiuia  enveloppe  un  cercle  (r)  de  centre  0.  Si  l'on  appelle  Q  le  second  point  d'intersection  des 
cerclesEï  et  so,  on  a  OQ  =  2ÛC.  Le  lieu  de  0  est  un  cercle  (r'),  décrit  de  0  comme  centre  avec  un  rayon 
double  du  rayon  de  (r). 

4°  Soit  (03  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  Ototoi,  §  et  a  les  milieux  de  Oioi  et  0(o.  Dans  le 
quadrilatère  inscriptible,  Ow/fii,  les  angles  Oto^a  et  OSi  sont  égaux.  Mais  O^a,  égal  à  Otono  est  le  complément 
de  MiOMo.  Donc  losOa  =  M|0M2-  Le  triangle  rectangle  Om^ol  reste  semblable  à  lui-même;  son  sommet  0 
esttixe;  a  décrit  une  hyperbole  H'  homolhélique  de  l'hyperbole  H,  0  et  -^  étant  le  centre  et  le  rapport  d'ho- 

molhétie.  Le  lieu  de  (03  est  une  hyperbole  H"  homothétique  de  l'hyperbole  H',  tgMiOMa  étant  le  rapport  d'ho- 
mothétie,  et  obtenue  en  faisant  tourner  d'un  angle  égal  à  M1OM2  autour  de  0.  Cette  hyperbole  admet  le  point  0 
comme  foyer  et  l'enveloppe  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  0(o(oi  et  0(oto2  est  le  cercle  directeur  relatif  k 
l'autre  foyer.  L.  SIMON,  Section  normale,  à  Chàlons-sur-Marnr. 

Nous  avons  reçu  aussi  une  bonne  solution  géométrique,  mais  ditférente  de  M.  R.  Bouvaist. 
Bonnes  solutions  analytiques  de  M.  R.  Mane.v,  à  AIbi  ;  de  M.  G.  G*bbe. 
Bonne  solution  analytique  et  géométrique  de  .M.  G.  Foucay,  à  Roanne. 


QUESTION  PROPOSÉE 


S'  ^  ixy  -\-pyt  —  0  se  coupent 

2p.'.-  =  0,     qui  louche  celle-ci  aux  pieds 


1722.  —  Les  deux  coniques  S  =  2i/' —  px  -H  p^  —  p^i  =  0, 

aux  trois  sommets  du  triangle  normal  circonscrit  à  la  parabole    y-  - 
des  troiî.  normales  abaissées  du  point  (.v,,  yt)  sur  la  parabole. 

l»Les  sommets  du  triangle  conjugué  commun  à  .^  et  S'  sont  sur  les  mêmes  diamètres  de  la  parabole  que 
ceux  du  triangle  normal  circonscrit. 

2»  Quand  un  sommet  (x/^)  du  second  triangle  décrit  un  diamètre  de  la  parabole,  l'axe  radical  du  cercle 
(C)  qui  pas.se  aux  pieds  des  trois  normales  et  du  cercle  (C)  qui  passe  aux  sommets  du  triangle  normal  circons- 
crit, tourne  autour  d'un  point  fixe  A.  Trouver  le  lieu  de  A,  (|uand  le  diamètre  de  la  parabole  varie.  Ce  lieu  est 
l'enveloppe  de  l'axe  radical  quand  le    point  (.<i,  ;/,)  décrit  la  développée  de  la  parabole. 

30  Mômes  questions  pour  l'axe  radical  de  (C")  et  du  cercle  {C)  circou.scril  au  Iriiiiiiîle  conjugué  commun  à 
S  età  S'. 

Camille  Massi.ng. 


BAB-LE-I>DC.    —   HP.    COMTE-JACQUBT. 
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REVUE    DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  PLANS  DE  SECTIONS  CIRCULAIRES  DANS  LES  QUADRIQUES 

par  iM.  L.  Bickart. 


La  propriété  que  cette  note  a  pour  objet  d'établir  est  la  suivante  : 

Etant  données  sur  une  iiuadriquc 'Z  des  (jénératrkex  S.,  B,  C,..,  d'un  même  système,  les  traces  de  ces 
droites  sur  un  plan  r.  de  section  circulaire  déterminent  un  poh/gone  r/ui  reste  semblable  à  lui-même  lorsque 
le  plan  it  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 

Nous  établirons  d'abord  un  lemme,  d'ailleurs  intéressant  par  lui-même  : 

Lemme.  —  Soient  A,  B,  C,  D  quatre  génératrices  d'un  même  système  d'une  quadrique  S.  Un  plan 
quelconque  t:  coupe  la  quadrique  suivant  une  conique  S  qui  contient  tes  traces  a,  b,  c,  d  des  quatre  généra- 
trices  sur  le  plan  t..  Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  b,  c,  d  sur  la  conique  S  est  indépen- 
dant du  plan  71. 

Soit  Ti' un  autre  plan  sécant,  coupant  S  suivant  une  conique  S'  contenant  les  traces  a,  b',  c',  d' 
de  A,  B,  C,  D  sur  t:'.  Nous  allons  prouver  que  les  deux  rapports  anharmoniques  (abcd)  et  [a'b'c'd')  sont 
égaux. 

Soit  0  le  sommet  d'un  des  deux  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  S  et  S'.  Prenons  ce  point 
comme  centre  de  projection  sur  un  plan  de  projection  quelconque.  Les  coniques  S  et  S'  se  projettent 
suivant  une  seule  et  même  conique  S,.  Les  quatre  génératrices  se  projettent  suivant  quatre  droites 
A,,  B|,  Cl,  Di  tangentes  au  contour  apparent  en  projection  de  la  quadrique.  Ce  contour  apparent  est  une 
conique  K  bitangente  à  Si.  Les  points  a,  a';  6,  b'  ;  c,  c' ;  d,d'  se  projettent  aux  points  oîi  la  conique  Si  est 
rencontrée  par  les  tangentes  A,,  B„  Ci,  D,  à  K.  Soient  Oi,  a\,  etc..  ces  points. 

11  nous   suffit  de  démontrer  que   les  rapports  anharmoniques   {aib^Cidi)  et  {a\bt'c\d't)  sur  la  coni- 
que Si  sont  égaux. 

Or  les  coniques  bitangentes  K  et  Si  peuvent  être  projetées  suivant 
deux  cercles  concentriques  et  dans  cette  position  la  propriété  devient  évi- 
dente puisque  les  deux  divisions  peuvent  être  amenées  en  coïncidence  par 
une  simple  rotation  autour  du  centre  commun  des  deux  cercles.  Donc  le 
lemme  est  démontré. 

Signalons  une  conséquence  de  ce  lemme,  avant  d'aller  plus  loin  : 

Si  le  plan  sécant  touche  la  quadrique  1,  la   conique  S  se  décompose 

en  deux  génératrices,  dont  l'une,  du  même  système  que  les  proposées,  ne 

les  rencontre  pas,  et  dont  l'autre  les  rencontre  en  quatre  points  a,  b,  c,  d. 

Le  rapport  anharmonique  considéré  devient  celui  d'un  faisceau  ayant  pour 

sommet  un  point  quelconque  de  la  première  génératrice  et  passant  par  les  quatre  points.  C'est  celui  de 

la  division  rectiligne  abcd.  Donc  : 
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Le  rapport  anharmonique  de  la  division  déterminée  sur  une  ijénératrice  quelconque  par  quatre  généra- 
trices fixes  de  l'autre  système  est  constant . 

Cette  propriété  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  d'une  propriété  des  lignes  asyniptotiques  des 
surfaces  réglées,  et  qui  est  classique. 

Ceci  dit,  arrivons  à  la  propriété  en  question. 

Soit  abcd.  .  .  le  polygone  des  traces  des  génératrices  données  sur  le  plan  de  section  circulaire 
T..  Il  nous  suffit  de  prouver  que  l'un  quelconque  des  triangles  qui  le  composent,  abc  par  exemple,  reste 
semblable  à  lui-même,  et  pour  cela,  de  prouver  que  ses  angles  restent  constants. 

Le  plan  -  coupe  le  cercle  de  l'infini  en  deux  points  u,  v  qui  appartiennent  à  la  quadrique.  Par  cha- 
cun de  ces  points  passent  deux  génératrices.  Soient  U  et  V  celles  ([ui  sont  du  même  système  que  les 
proposées. 

Un  plan  quelconque  -'  détermine  sur  les  génératrices  B,  C,  U,  V  quatre  points  b',  c',  u',  v'  apparte- 
nant à  la  conique  d'intersection  S'  avec  S  et  tels,  d'après  le  lemme,  que  si  on  les  joint  à  la  trace  a'  de 
A  sur  le  plan  -',  on  obtient  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  o  est  constant. 

Donc  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  a  {bcuv)  est  constant.  Mais  «  et  u  sont  les  points  cycli- 
ques du  plan  -. 

1 

Donc  angle  bac  =  ^^  Log  p  =  C'^  C  Q.  F.  D. 

Remarque.—  La  propriété  en  question  comporte  une  réciproque  que  nous  nous  bornerons  à  énon- 
cer et  qui  est  la  suivante  : 

Si  une  figure  plane  varie  en  restant  constamment  semblable  à  elle-même  de  façon  que  la  direction  de 
son  plan  reste  fixe  et  que  deux  de  ses  points  décrivent  deux  droites  .\,\iqui  ne  se  coupent  pas,  l'un  quel- 
conque de  ses  points  décrit  une  droite  G.  Tout  cercle  du  plan  mobile  engendre  une  quadrique.  Les  droites 
C  forment  une  congruence  telle,  quelles  rencontrent  toutes  deux  droites  fixes  de  directions  isotropes. 


DISTANCE  D'UN  POINT  A  UNE  DROITE  EN  COORDONNÉES  TRILINÉAIRES 

par  M.  G.  Fontené. 


Soit  ABC  le  triangle  de  référence,  dont  les  hauteurs  sont  h,  h',  //  ;  soient  x,  y,  :  les  coordonnées 
normales  d'un  point  M,  liées  par  la  relation 

X         V  :  , 

h  ^  II'  ^  II" 
Le  point  .M  peut  être  regardé  comme  le  barycenlre  des  points  A,  B,  C  affectés  de  coetlîcients  conve- 
nables a.  {J,  Y,  et  Ton  a  immédiatement 

a  a  H-  a  +  Y  a  .r 

—    =  ■ -,  OU  ; ^  -T' 

X  h  a  -h  (i  -h  Y  " 

de  sorte  que  l'on  peut  prendre    ^,  4t'    t^   comme  coefficients  barycentriques  des  points  A,  B,  C;  le 
^  n      II       II 

coefficient  barycenlrique  du  point   M   est  alors  égal  à  J .  On  arrive  encore  à  ce  résultat  en  prenant  les 

moments  par  rapport  à  la  droite  BC,  ce  qui  donne 

iXx  =  aXh,  OU  ""■/;"' 

Soit  alors  une  droite  orientée,  dont  les  coordonnées  normales  (dislances  algébriques  dos  points 
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A,  B,  C   à  la  droite  orientée)  seront  désignées  par    u,  v,  iv.    Si  l'on  représente  par  A   la  distance  algé- 
brique du  point  M  à  la  droite  orientée,  en  prenant  les  moments  par  rapport  à  cette  droite,  on  a 

y 


1XA=    --XM  +  -iTXU    ,      ,, 

h  h'  h 


fX"-'i 


ou 


(0 


A  = 


u.r         vil         icz 

-7--+-  T7--+--rr- 

/(  h  h 

7'lii'oriquemeiU,  on  pourrait  donc  commencer  l'étude  de  la  Géométrie  analytique  par  les  coordon- 
nées trilinéaires  :  la  formule  précédente  contient  en  effet  réqualion  ponctuelle  de  la  ligne  droite,  l'équa- 
tion tangentielle  du  point. 

Dans  l'espace,  avec  un  tétraèdre  de  référence,  des  considérations  analogues  donneraient  la  distance 
d'un  point  à  un  plan,  et  aussi  le  moment  de  deux  droites  définies  par  leurs  coordonnées  normales  : 

iix         vu         wz         rt 


(3) 


M' 


pi'        qm' 

1--^ 


¥ 


Des  formules  semblables  s'appliquent  naturellement  à  l'Hyperespace  ;  on  les  trouve,  par  exemple, 
dans  l'Ouvrage  que  j'ai  publié  en  1892,  et  qui  a  pour  titre  :  l'I/yperespace. 


NOTE  SUR  LES  CONCHOIDES 

Par  M.  C.  'Verrières,  élève  à  l'Ecole  Centrale. 


Nous  nous  proposons  de  construire  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  quelconque  de  la 
conchoïde  d'une  courbe,  connaissant  les  mêmes  éléments    pour  les  points 
/■'  correspondants  de  la  courbe. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  courbe  F.  Soit  0  l'origine  des  rayons 
vecteurs  tels  que  CM,  et  soit  M'  le  point  de  la  conchoïde  correspondant  au 
point  M.  On  a,  par  définition,     MM'  =  constante. 

Considérons  un  cercle  tangent  à  la  courbe  F  au  point  M.  Ce  cercle  a,  au 
point  M,  deux  points  confondus  avec  la  courbe  F.  Donc  la  concho'i'de  du  cercle 
prise  dans  les  mêmes  conditions  que  celle  de  la  courbe  F,  aura,  en  M',  deux 
points  confondus  avec  la  conchoïde  de  la  courbe.  Les  deux  conchoïdes  sont  donc  tangentes  en  M'. 

Ceci  est  vrai,  quel  que  soit  le  cercle  tangent  considéré.  Le  choix  du  cercle  tangent  résulte  des  deux 
propriétés  suivantes  : 

Théorème  I.  —  L'épicijcloïde  engendrée  par  un  point  d'un  cercle,  roulant  sur  un  cercle  égal,  est  une 
cardioide.  c'est-à-dire  une  conchoïde  particulière  du  cercle  qui  sert  de  base  au  roulement. 

Soit  le  cercle  G'  roulant  sur  le  cercle  égal  G,  et  tangent  à  ce  cercle  en  A,  à  l'instant  considéré. 
Considérons  l'épicycloïde  engendrée  par  un  point  M  de  C  Nous  supposerons  C  roulant  dans  le  sens  L. 
A  un  certain  instant,  le  point  M  occupe  sur  C  la  position  0,   telle  que     arc  OA  =  arc  AM. 

Le  point  M  étant  choisi,  il  est  évident  que  le  point  0  corres- 
pondant est  fixe. 

De  l'égalité  précédente  résulte  le  parallélisme  des  droites  OM 
et  ce,  qui  découpent  sur  deux  cercles  égaux  C  et  C,  deux  arcs 
égaux  :  OÀ  et  AM. 

Soit  M,  le  second  point  de  rencontre  de  OM  avec  le  cercle  C. 
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NOTE  SUR    LES   CONCHOIDES 


Menons  CM,.  CM,  et  CM  sont  évidemment  parallèles.  On  déduit  de  là.  dans  le  parallélogramme 
MC'CM,,     M,  M  =  ce  =  constante. 

Comme  le  point  G  est  fixe,  le  lieu  du  point  M  est  donc  une  conchoïde  du  cercle  C.  Comme  MiM 
est  égal  au  diamètre  du  cercle  C,  celte  conchoïde  est  une  cardioïde. 

La  réciproque  est  vraie.  Supposons  en  eftel  M  décrivant  une  cardioïde  du  cercle  C.  En  menant  CC 
parallèle  et  égal  à  M,M  et  de  même  sens  que  le  vecteur  M, M,  nous  voj'ons  que  le  point  M  est  constam- 
ment sur  un  cercle  de  centre  C,  tangent  et  égal  à  C.  De  plus,  on  a  arc  AM  =  arc  OA,  donc  le 
mouvement  du  point  est  le  même  que  si  on  le  supposait  lié  au  cercle  C  roulant  sur  C  dans  le  sens 
L.  Le  lieu  du  point  M  est  donc  bien  une  épicycloïde  relative  au  cercle  C. 

Théorème  II.  —  Tout  point  invariablement  lié  cm  cercle  C  a  pour  trajectoire  la  conchoïde  d'un  cercle 
concentrique  à   C. 

Soit  M'  ce  point  lié  invariablement  à  C.  On  peut  toujours  le  supposer  sur  le  rayon  OM  et 
entraîné  par  ce  rayon  ;  CM'  est  constant,  donc  MM'  Test  aussi. 

Menons  par  M'  la  parallèle  à  CG'. 

Elle  coupe  CO  en  un  point  0    qui  est  fixe,  car  on  a  évidemment 

Considérons  alors  le  cercle  de   centre  C  et  de  rayon  CO'.  Ce   cercle 
coupe  CM,    au  point  M',,  situé  sur  O'.M',  car  on  a  évidemment 

co'  =  r;M',         et  %=^- 

CO  CM, 

Le  quadrilatère  M'C'CM,  est  alors  un  parallélogramme  et  nous  donne 
MiM  =  CC. 

Le  lieu  du  point  M'  est  donc  bien  une  conchoïde  du  cercle  concentrique  à  C  et  de  rayon  CO'. 
La  réciproque  est  vraie. 

Toute  conchoïde  de  cercle,  prise  par  rapport  à  un  point  du  cercle  est  la  roulette  d'un  point  d'un  cercle 
roulant  sur  un  cercle  éf/al  et  concenlri<jue  au  premier,  le  rayon  de  ces  cercles  étant  la  moitié  de  la  distatice 
séparant  un  point  du  cercle  primitif,  du  point  correspondant  pris  sur  la  conchoïde. 

En  effet,  soit  le  cercle  de  centre  C  et  de  rayon  CO'.  Soit  M'  on  point  d'une  conchoïde  de  ce  cercle, 
prise  par  rapport  au  point  0'. 

Menons  CC  parallèle  et  égale  à  M, M',  CG'  est  constant.  Considérons  les  deux  cercles  égaux  et  tan- 
gents ayant  pour  centres  C,  C.  Menons  CM'  et  CO'.  Les  droites  coupent  les  cercles  C  et  C  aux  points 
.M  etO.  Enlin,  la  droite  CM;  coupe  C  au  point  M,. 

Les  droites  OM,M  et  CC  étant  parallèles,  nous  avons  arc  OA  =  arc  AM.  Donc  le  lieu 

du  point  M  est  le  même  que  si  on  le  supposait  lié  au  cercle  C  rou- 
lant sur  G.  M'  étant  constamment  sur  le  rayon  CM  est  conslamment 
lié  au  cercle  C,  car  le  parallélogramme  M'G'GMi  donne 
M'C  =  CM,  =  GO'  =  constante. 
Le  lieu  du  point  M',  c'est-à-dire  la  conchoïde  du  cercle  de  rayon 
CO',  est  donc  bien  une  roulette . 


^  m' 


'  Tanijente  et  normale  au  point  M.  —Soit  A    le  contact  des  deux 

•^  cercles  C  et  C  milieu  de  CC.  A  est  le  centre  instantané  de  rotation  à 

^  l'instant  considéré.  Donc  il  est  sur  la  normah»  .M  N  au  point    .M'.  La 

tangente  MT  est  la  perpendiculaire  à  M'N  au  point  M'. 

Cercle  osculateur  en  M'.  —  Son  centre  y  sur  M'N   s'obtient  par  la  construction  do  Savary.    Dans  la 
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ligure,  on  a  mené  M'C,  coupant  la  perpendiculaire  AR  à  M'N  au  point  R.  On  a  joint  RC  coupant  AN 
au  centre  cherché  y. 

Tangente  et  normale  à  une  conchoïde  d'une   courbe  quelconque. 

Soit  M'  le  point  correspondant  au  point  M  de  la  courbe   F  sur  la  conciioide  prise  pur  rapport  au 
point  0. 

Considérons  le   cercle  tangent  à   F  au  point  M  et  [lassant  par  0.  Le  cercle  est   parfaitement  dé- 
terminé. 

D'après  la  remarque  faite  au  début,  la  construction  de  la  tangente 
et  de  la  normale  au  point  M' sera  la  même  que  si  l'on  supposait  M'  ap- 
partenant à  la  conchoïde  du  cercle,  prise  dans  les  mêmes  conditions 
que  celle  de  la  courbe. 
Pour  avoir  un  point  de  la  normale,  il  suffit  de  mener  GA  dans  le 

MM' 

même  sens  que  MM'  et  égal  k  — - —  M'A  est  la  normale  en  M  .  La  tan- 
gente s'en  déduit  facilement. 
Rem.\rque.  —  Supposons  que  le  cercle  C  soit  osculateur  à  F  au   point  M.  Le  cercle  ayant  trois 
points  communs  avec  F  confondus  en  M,  il  en  sera  de  même  des  conchoïdes  qui  seront  osculatrices  au 
point  M'. 

Dans  ce  cas  particulier,  nous  obtiendrons  facilement  le  centre  de  courbure  de  la  conchoïde,  relatif 
au  point  M',  en  appliquant  la  construction  de  Savary,  comme  on  l'a  fait  plus  haut. 


Tangente  et  normale  à  la  podaire  d'un  point  par  rapport  à  une  courbe. 

Remarquons  d'abord  que  tout  cercle  tangent  à  la  courbe  F  a,  avec  la  courbe,  deu.x.  tangentes 
communes  confondues  avec  la  tangente  du  point  de  contact.  Donc  les 
podaires  d'un  point  0,  prises  par  rapport  à  la  courbe  F  et  au  cercle  V 
tangent  en  M  auront  en  P  deux  points  communs  confondus  ;  elles  seront 
donc  tangentes  en  ce  point. 

Ainsi,  nous  sommes  ramenés  à  construire  la  tangente  et  la  normale  en 
un  point  de  la  podaire  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle.  La  construction 
est  basée  sur  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  podaire  d'un  point  0  par  rapport  à  un  cercle  V  est  une  conchoïde  du  cercle  décrit 
sur  OV  comine  diamètre,  prise  par  rapport  au  point  0. 

En  effet,  nous  avons  :     PQ  =  MV  =  constante. 

Gomme  le  point  Q  décrit  évidemment  le  cercle  de  diamètre  OV,  le  lieu 
du  point  P  est  bien  une  conchoïde  de  ce  cercle  par  rapport  au  point  0. 

Finalement,  nous  sommes  ramenés  à  la  construction  de  la  tangente  et 
de  la  normale  à  une  conchoïde  de  cercle,  prise  par  rapport  à  un  point  du 
cercle,  problème  déjà  traité. 

Donc,  il  nous  suffit,  dans  le  cas  d'une  courbe  quelconque  F,   de  joindre 
0  à  un  point  V  quelconque  de  la  normale  en  M  ;   par  le  milieu   G   de  OV 
on  mène  CA  parallèle  à  VM  et  égal  à  sa  moitié,   dans  le  sens  de  V  vers  M.  La  normale  en  P  à  la 
podaire  est  la  droite  PA  ;  la  tangente  s'en  déduit  facilement. 

Remarque.  —  On  peut  simplifier  la  construction  précédente.  Menons,  en  ellèt  PA  et  QG.  Comme 
CA  est  parallèle  à  PQ  et  égal  à  sa  moitié,  les  deux  droites  PA  et  QC  se  coupent  sur  la  normale  MV 
à  F,  symétrique  de  OP  par  rapport  à  G.  Le  point  B  est  évidemment   le  quatiième  sommet  du  rec- 
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tangle  construit  sur  PM  et  PO.  On  a  donc     MB  =  PO. 

Donc,  pour  avoir  la  normale  eu  P,  il  suffit  de  porter  sur  la  normale  en  M  une  longueur    MB  =  PO, 
dans  le  même  sens,  et  de  joindre  PB.  Le  point  A  est  milieu  de  PB. 

Supposons  maintenant  que  le  cercle  tangent  en  M  à  la  courbe 
F  soit  le  cercle  osculateur  du  point  M. 

Remarquons  d'abord  que  deux  courbes  osculalrices  ont  trois  tan- 
gentes communes  confondues  avec  la  tangente  du  point  de  contact. 
i^_^-'''^~'-^XN  '  Donc  les  podaires  d'un  point  par  rapport  aux  deux  courbes  seront  oscu- 

0  B  latrices  en  un  point  de  cette  tangente.  C'est  ce  qui  arrivera  pour  le 

cercle  osculateur. 
Dans  ce  cas  particulier,  nous  pourrons  construire  le  centre  de  courbure  à  la  podaire,  en  appliquant 
la  construction  de  Savary  :  soit  y  ce  centre. 

Proposons-nous  le  problème  contraire;  connaissant  y  construisons  V,  centre  de  courbure  au  point 
M  à  F. 

Pour  cela,  nous  allons  chercher  à  déterminer  AR  =  X.  Le  point  R  étant  connu,  nous  en  dédui- 
rons facilement  C,  en  menant  Ry,  car  A  est  connu, 
ainsi  que  la  direction  de  la  droite  AC,  parallèle  à  OP.  11 
nous  suffira  ensuite  de  joindre  OC,  qui  coupera  la  nor- 
male à  F  au  point  M,  au  centre  demandé  V. 

Pour  cela,  prenons  pour  axes  AR  et  AP  et  posons 

AP  =  a,  Ay  =  a,  AR  =  X. 

La  droite  CC  aura  comme  équation 
y  =  \^x,  IX  =  tgç.. 

Nous  allons  calculer  les  abscisses  des  points  C  et  C 
et  écrire  qu'elles  sont  égales  en  valeur  absolue,  mais  de 


signes  contraires,  car  A  est  milieu  de  CC 

Coordonnées  du  point  C.  —  Ce  point  appartient  aux  droites 


y  =  l^x, 


l-i 


0, 


.-'4^"^    ^ 
-r    I 


X         h 
ce  qui  donne  comme  abscisse  du  point  ( 


X/> 


/,  —  X;i 

Coordonnées  du  point  C.  —  Ce  point  appartient  aux  droites 


U  =  i^'V, 


^+^-1  =  0, 


ce  qui  donne  comme  abscisse  de  C    x. 

Ecrivons  mainlcnatit  que    x,  =  — 
X,  qui  est  en  général  différent  de  zéro. 


Xa 


Nous  avons,  en  divisant  par 


2a6 


a-h  X(ji         X(ji  —  b 
(en  grandeur  et  on  signe),  X  peut  donc  se  construire 


ce  qui  donne  comme  valeur  de  X,    X  = 

iji(rt  —  b) 
géométriquement. 

Construction  du  point  l\.  —  .\ous  supposerons  a  >  6  ;  donc  X  est  >>0.  Le  point  R  devra 
donc  se  trouver  sur  la  partie  A  r  do  la  perpendiculaire  x'x  à  l'B  menée  par  A. 

Soit  E  le  point  de  rencontre  de  A.t'  avec  OP.  Nous  avons  angle  PEA  =  angle  MPA  =  9,  ce  qui 
donne  dans  le  triangle  PAE,  rectangle  en  A, 
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AE  =  ■; = —  Donc  >  =  AE.  =  AE 


Ceci  posé,  soit      Py'  =  Ay  =  6.     Comme    a  >  6,     le  point  /  se  trouve  entre  les  points  A  et  P. 

0-/  Soit  I,    milieu    de  A-/.    Menons  El,   et  par  7  la  parallèle  à  cette 

r/  droite  rencontrant  Aar  au  point  K.  Comme  ■;  et  1  sont  de  part  et 

P  /'      M  d'autre  du  point  A,  il  en  est 'de  même  des  points  R  et  E.  R  sera 

r^r '/T        I  donc  bien  sur  \x. 

I    X  /  '  I 

I    ^"~"xi  '    /  '  Les  triangles  semblables  AIE,  AyR  donnent 

I  "^^x.\/  /  \  AR  Av  AR  * 

/t-.^'  ]  AE         Al  a_    ~   a—b 

oL_i_/ 'U >^B  OU  encore  AR  = 


-A-^  1/  I  ,u(a  —  h) 

!  //  ^    ~~"^-~---j  Le  point  R  étant  connu,  on  en  déduit  le  point  C,  point  de  ren- 

\l/  ^'        contre  de  Ry  avec  la  parallèle  à  OP  menée  par  A.  Menons  OC,  cou- 

/y.  pant  MB  au  point  V  cherché. 

'  Remaroue.  —  11  est  évidemment  inutile    de  construire   R.    11 

suflit  simplement  de  mener  par  y  la  parallèle  à  lE  qui  coupe  AG  au  point  voulu. 

La  construction  est  bien  générale.  Car,  si  a<Cb,  y  et  ■/  sont  du  même  ccjté  par  rapport  à  A,  de 
même  I  et  •(.  Donc  le  point  R  est  bien  sur  \x',  et  on  a  bien  X  <0.  Dans  tous  les  cas,  Ax  est  la 
demi-droite  coupant  la  tangente. 

Remarque.  —  1  étant  le  milieu  de  P-;.  le  point  ■;'  n'est  aucunement  nécessaire  à  la  construction. 

Application  aux  coniques. 

Pour  l'ellipse,  l'hyperbole  et  la  parabole,  nous  connaissons  des  podaires  remarquables,  qui  sont 
celles  des  foyers. 

La  podaire  des  foyers  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole  est  le  cercle  décrit  sur  l'axe  focal  pris  comme 
diamètre;  la  podaire  du  foyer  d'une  parabole  est  la  tangente  au  sommet. 

Dans  les  trois  cas,  le  centre  de  courbure  de  la  podaire  est  parfaitement  connu.  On  peut  alors 
appliquer  les  constructions  précédentes. 

1»  Construction  d'une  ellipse  dont  on  donne  l'axe  focal  et  un  foyer. 
Nous  allons  construire  l'ellipse  point  par  point  et,  pour  chaque  point,  le  centre  de  courbure. 

j.^  a)  Point  avec  sa  tanrjente  et  sa  normale.  —  Soit  •;  le   cercle 

/  ayant  l'axe  focal  pour  diamètre  ;  soit  O  le  foyer. 

^^"^/^^^''^C^  Soit  P  un  point  quelconque  du  cercle.  La  perpendiculaire  à 

P  /^^'-'^^  ^N  OP,  menée  par  P,  est  une  tangente  à  l'ellipse  inconnue.  Cher- 

/'\-^^a/\  \  chons  le  point  de  contact.  Pour  cela,  menons  Py.  La  perpendi- 

/     \/^\^s,\b  \  culaire  à  OP  au  point  0  rencontre  Pf  en  un  point  B,  apparte- 

I — /v-V--A^^ !  nant  à  la  normale  du  point  de  contact.  Cette  normale  est  donc 


\/            '<^\  '           ^^  parallèle  à    OP    par    B  ;    elle  coupe  la   tangente  au  point 

,A             '"^"^^v  /            inconnu  M. 

'       \                  \  /                    b)  Centre  de  courbure.  —  Soit  .\  le  milieu  de  PB.  Prenons  tou- 

\  ^ 

-^.^  ^^                   jours  E  sur  Ax'.  Soit  I  le  milieu  de  Py.  Menons  lE;  la  parallèle 

^         ""  à  lE  menée  par  7  coupe  la  parallèle  à  OP  menée  par  A  en  C. 
.Menons  OC,  qui  rencontre  la  normale   MB  au  centre  de  courbure  V. 
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Remarque.  —  La   construction  est  en  défaut,  quand  le  point  P  est  l'une  des  extrémités  de  l'axe 

focal.  On  emploiera  alors,  pour  avoir  le  centre  de  courbure,  la  construction  classique  donnant  les 

centres  de  courbure  aux  extrémités  des  axes  d'une  ellipse. 
C  B 

(^ -p\  La  construction  est  de  même  en  défaut,  quand  dans  une  courbe  quelconque,  on 

l\-  /-'''      I        considère  les  points  de  la  podaire  correspondant  aux  normales  passant  par  le  point 

I  ^K  I        dont  on  prend  la  podaire.  Quand  la  courbe  a  sa  concavité  tournée  vers  le  point,  il  est 

-■V        \  I       toujours  facile  de  la  remplacer  par  une  ellipse  osculatrice  ayant  le  point  pour  foyer. 

\^       j       La  construction  précédente,  prise  en  sens  inverse,  donne  le  centre  de  courbure  de  la 

^     I       podaire. 

^J  De  même  si  on  connaît,  dans  les  mêmes  conditions,  le  cercle  de  courbure  de  la 

*    podaire,  on  en  déduit  facilement  celui  de  la  courbe,  en  considérant  le  premier  cercle 

comme  podaire  d'une  ellipse  ayant  le  point  pour'foyer,  la  podaire  étant  prise   par  rapport  au  même 

point.  L'ellipse  et  la  courbe  étant  osculatrices,  on  en  déduit  facilement  le  centre  de  courbure  de  la 

courbe. 

2°  Construction  d'une  hyperbole  dont  on  sjs  donne  l'axe  focal  et  itn  foyer. 

Rien  de  particulier  à  dire  pour  les  points  P  appartenant  à  l'arc  P'HP".  Le  point  G  étant  évidem- 
ment à  l'intérieur  de  l'arc  d'hyperbole  correspondant,  on  doit  prendre  E,  comme  pour  l'ellipse,  sur  Ax'. 

Quand  P  arrive  en  P'  ou  P",  le  point  M  est  rejeté  à  l'infini  sur  les  tangentes  correspondantes.  On 
a  donc  les  asymptotes  de  la  courbe. 

x  .— -.  y 

/  \  ^-.  X 


"X 

Quand   P   décrit  l'arc   P'H'P",   mêmes  constructions  ;  le  point   E  'est  toujours  sur   Aa:'. 

3°  Construire  une  parabole,  ronnaissatit  Ir  foyer  et  la  tangente  au  sommet. 

Ici,  X  a  une  valeur  particulière.  Cherchons  en  eli'et  ce  que  devient  \  quand  b  croit  indélinimenl. 

lab  ta 

I  )- 


(t-') 


I  V-[a—b) 

<        ■'"I 

I     M    I  ^a 

'^<  /    ^s  Quand  b  croit  imiélininicnl,  À  a  une  limite  qui  est • 

\  1/  ^^   u    ^..^  u  r- 

p'Kr — H^.: ^v.  La  construction  du  centre  de  courbure  est  alors  immé- 

j  \^ SX,  ()/•-.,    ^"^v  diate.    >   étant  <  0,   on  le  porte  toujours  sur  Aar'.    On  peut 

j        '>|l^îltrif?r^5^~'^"^"I^  remarquer  que  l  est  le  double  de  AE.  Par  le  point  R,  on  mène 

I  j  ^       ~     -^^  la  parallèle  à  l'axe,  qui  donne  le  point  C  sur  la  parallèle  à  OP 

I       .r'I  menée  par  A.  On  mène  tXl,  rencontrant   Ml!  au  contre  cher- 

I  chéV. 
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Nous  pouvons  remarquer  que  RC  est  parallèle  à  PA  et  égal  à  2PA.  C  peut  donc  se  construire 
en  menant  la  parallèle  à   PA  par  K,  et  prenant     \\C  =  2PA. 

Remarque.  —  Cette  construction,  spéciale  à  la  parabole,  s'applique  dans  le  cas  où  la  podaire  à  une 
courbe  présente  un  point  d'inflexion. 

Dans  le  cas  où  un  point  de  la  podaire  correspondant  à  une  normale  à  la  courbe  menée  par  le  point 
0  serait  un  point  d'inflexion,  on  aurait  le  cercle  de  courbure  au  point  correspondant  de  la  courbe,  en 
considérant  le  point  comme  foyer  d'une  parabole  osculatrice  à  la  courbe  au  point  correspondant  de  la 
courbe.  Dans  ce  cas,  le  centre  de  courbure  est  le  symétrique  par  rapport  au  point  0  du  point  de  contact 
de  la  courbe  avec  sa  podaire. 

♦ 
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1652.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oi/.  Un  segment  BG  de  grandeur  constante  et 
glissant  sur  Ox  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  te  sommet  A  de  l'angle  droit  décrit  Oy. 

1°  Trouver  l'enveloppe  des  côtés  de  l'angle  droit. 

2"  On  considère  un  rectangle  dont  le  centre  est  le  milieu  I  de  AB,  dont  une  diagonale  est  dirigée 
suivant  AB  et  a  pour  longueur  OC,  et  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  symétriques  par  rapport  à  Ox 
des  bissectrices  de  l'angle  ABC.  On  demande  l'enveloppe  des  côtés  de  ce  rectangle,  le  lieu  de  ses  sommets  et 
de  leurs  projections  sur  AB. 

3°  On  construit  sur  AB  un  polygone  semblable  à  un  polygone  donné,  d'ailleurs  quelconque.  On 
demande  le  lieu  des  sommets  de  ce  polygone  et  l'enveloppe  de  ses  côtés. 

i .  Soit    a;  sin  ç  —  y  coso  —  p  =0    l'équation  de  la  droite  AB.  Nous  avons 

ÔB  =  -^.  OÂ  = —^ 

sin  'i  cos  o 

et  par  suite 

_       OB  ^°s  ? 

Ecrivons  maintenant  que  le  segment  CB  est  constant  et  égal  à  a  ;  nous  obtenons 

—       —        —           n  V  sin  o 

a  =  CB  =  OB  —  OC  =   -ri h  ^     ,  •  ■ 

sm  r         cos-  o 

d'où  nous  tirons  p  =  a  sin  o  cos'  9. 

L'équation  de  la  droite  .\B  est  donc  en  fonction  du  seiil  paramètre  o, 

(1)  X  sin  o  —  y  cos  o  —  a  sin  o  cos-  o  =  0. 

On  en  déduit  immédiatement  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  de  cette  droite  ;  il  suffit  d'iden- 
tilier  l'équation  (1)  et  l'équation     ux  -+■  vy  -h  uj  =  0,     ce  qui  donne 

sin  9  cos  o  _        a  sin  9  cos*  9 

u  V  ir 

puis  d'éliminer  9  entre  ces  deux  relations.  On  trouve  ainsi 

w{u-  -h  v^)  -^  auv-  —  0, 
et  on  reconnaît  l'équation  tangentielle  d'une  hypocycloîde  à  trois  rebroussements. 

Pour  la  construire,  revenons  à  l'équation  (l)  et  différentions-la  par  rapport  à  9.  nous  avons 
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(2)  .T  cos  ç  -+-  y  sin  cp  —  a  (cos^  ç  —  2  cos  ç  sin-  ç)  =  0  ; 

résolvons  maintenant  les  équations  (I)  et  (2)  par  rapport  à  ar  et  y,  nous  obtenons 

X  =  a  cos- 1.(1  —  2sin^  o),  ij  =  — 2o  sin"  <p  cos  o  ; 

ce  sont  les  équations  paramétriques  d'un  point  de  l'enveloppe. 

En  changeant  -f  en  --l-tp,  x  et  y  ne  changent  pas;  il  sulTit  donc  de  faire  varier  o  dans  un 
intervalle  d'étendue  égale  à  -.  De  plus,  en  changeant  o  en  —  c;,  x  ne  change  pas  et  y  se  change  en 
—  y;  donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Oj-.   1!  sufliia  donc  de  faire  varier  de  0  à  —  -    de 

construire  la  branche  de  courbe  correspondante,  puis  de  replier  cette  branche  autour  de  Ox. 

Les  dérivées  de  .r  et  de  y  par  rapport  à  o  sont 

dx  du 

-r- =  — zasmocosa(3  —  4sin-œ),  — ^ 

rfç  .  .  \  ^ç 

On  en  déduit  le  coefficient  angulaire   de  la  tangente   en  chaque  point, 

montrait  d'ailleurs  l'équation  (1). 

Les  variations  de  a;  et  i/  dans  l'intervalle  (  0,  — 
vantes  : 


•  2f(  sin-  o(3  —  4  sin'  c). 


dy 
dx 


tg  o,     comme  le 


sont    les   sui- 


o 

0 

croît 

'i 

croit 

3 

croit 

2 

a- 

a 

décroit 

0 

décroit 

0 

croît 

0 

?/ 

0 

décroît 

a 
~'2 

décroit 

30/3 
8 

croît 

0 

Nous  obtenons   ainsi    la  branche  de  courbe    MNO.    Le   point  N, 
correspondant  à     o  =  — ?     est  un  point  de  rebroussement.  En  achevant  par  symétrie  par  rapport  à  Ox, 

on  obtient  toute  la  courbe. 

Telle  est  l'enveloppe  du  côté  AB. 

On  voit  aisément  que  l'équation  du  côté  AC  est 

X  cos  o  4-  ?/  sin  ç  -!-  a  sin-  ç  cos  a  =  0, 

ou,  en  posant  o  ==  o'  -+-  -^i 

X  sin  Y  —  y  cos  ç'  -I-  a  sin-/ cos'  9'  =  0. 
Elle  se  déduit  de  l'équation  (I)  en  changeant  ç  en  9'  et  a  en     -  a.     Donc  l'enveloppe  de  AC  est 
une  courbe  symétrique  de   l'enveloppe  de  AB  par  rapport  à  l'origine,  ou  par  rapport  à  0;/. 

2.  Le  point   I,  milieu  de  AB,  a  pour  coordonnées —- cos-  '*  et     — —  sinocoso;     la  longueur  OC 
1  2  '  2         ■ 

est  égale  en  valeur  absolue  à  a  sin-  =•.  D'autre  part,  sur  AB  il  y  a  deux  directions  opposées  dont  les 
cosinus  directeurs  sont  cosç,  sin?  et  — coso,  — sin  0.  Nous  pouvons  donc  écrire  immédiatement 
les  coordonnées  des  sommets  I)  et  E  du  rectangle  situés  sur  Ali. 


X  =  —  cos-  s  H sin-  o  cos  o, 


_cos»<f— -sin'^<i.cos<p, 


D<  E 

V  = sin  o  cos  <i sin^  »  ; 

j  ^         .         '2 

ces  points  décrivent  des  courbes  unicursales  du  si.xiéme  degré. 
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Les  coettii.-ients  an;.'ulaires  des  bissectrices  de  l'angle  ABC  sont  tg-;j- et ,     donc,  ceux   des 

'-¥ 

côtés  du  rectangle  sont    — 'o  "7   ^^ Considérons,  par  exemple  le  cùté  ([ui  passe  par  le  point  D 

et  dont  le  coefficient  angulaire  est    — tg-^,    son  équation  est 

a     .  a     ,  o  r  a  ^^     ■    .  H 

1/  H sinocoso r^  sin'to  =  —  tg-î-l  x cos'^  o  —  —  sin-  o  coso  I, 

j^         '         '2  '  21  2  '2  '         '1 

ou,  en  posant     tg-^  —  t, 

ii-hlx --^ — ^'  =  0. 

•^  2  (r--^-if 

Cette  droite  enveloppe  une  courbe  unicursale  de  septième  classe. 

Résultats  analogues  pour  les  autres  côtés. 

Pour  déterminer  les  coordonnées  des  autres  sommets  du  rectangle,  on  verra  facilement  que  l'angle 
de  Ox  avec  la  deuxième  diagonale  est  égal  à  2-  —  2°,  par  suite  les  directions  de  cette  diagonale  ont 
pour  cosinus  directeur  -i-cos2?.  — sin  2=.  et  — cos2o,  -+-sin2=..  On  en  déduit  aisément  les  coor- 
données des  sommets. 

3.  Soit  P  le  sommet  d'un  polygone  semblable  à  un  polygone  donné  et  construit  sur  AD.  Le  rapport 

BP 

— •  a  une  valeur  constante  m,  et  comme     BA  =  ucoso,     on  a     BP  —  mocoso. 

L'angle  PBA  a  aussi  une  valeur  constante  «;  par  suite  les  cosinus  directeurs  de  BP  sont 
cos(9 — ï)    et     sin(=>  — a\     11  en  résulte  que  les  coordonnées  du  point  P  sont 

j;  =  ri  COS^  !?  _^_  ma  COS  9  COS  (o  —  a), 

y  =  ma  COS  <?  sin  (o  —  a ) . 

En  posant    Igo  z=  t,     on  voit  que  ce  point  décrit  une  ellipse. 

Soit  PQ  l'un  des  côtés  du  polygone  qui  passe  par  le  point  P,  et  soit  ^  l'angle  constant  qu'il  fait 
avec  AB,  l'équation  de  ce  côté  est 

X  —  o  COS''  9  —  ma  cos  ?  cos  (v  —  a)         y  —  ma  cos  ?  sin  (=■  —  a) 
cos(?  —  i)  sin  (o  —  ^) 

ou 

a;sin(o  —  p)  —y  cos(ç>  —  ?)  —  a  cos^  ■fsin(Ç'—  ^)~  macos  f  sinO  —  a)  =  0. 

Quand  9  varie,  cette  droite  enveloppe  une  courbe  de  troisième  classe. 
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1655.  —  Théorème.  — La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  quadrilatère  ABCD  soit   un 
parallélogramme  est  que 

sin  A  sin  C  =  sin  B  sin  D. 
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Il  y  a  une  erreur  dans  Ténoncé. 

La  relation    sin  A.  sin  G  =  sin  B.  sin  D     estla  coadition  nécessaire  et  siifTi- 
sante  pour  qu'un  quadrilatère  soit  un  trapèze. 

1"  La  condition  est  évidemment  nécessaire.  —  Si  ABCD  est  un  trapèze,  AB  et  CD 
sont  parallèles  ;     B-(-C=;A-4-D  =  '2dr. 

sin  G  =  sin  B  ;  sin  D  =  sin  A. 

Donc    sin  A  sin  C  =  sin  B  sin  D. 
2»  La  condition  est  suffisante.  — Nous  pouvons  écrire  successivement  : 
2 sin  A.  sin  G  =  2sin  B.  sin  D, 
cos  (A  —  G)  —  cos  (A  +  G)  =  cos  (B  —  D)  —  cos  (B  -h  D), 
cos  (A  —  G)  —  cos  (B  —  D)  =  cos  (A  -h  C)  —  cos  (B  -i-  D), 

Il  11 

—  (A  +  B— G  — D)  sin^5-(B-+-C  — D  — A)  =  sin-^(A-t-BH-G4-D)  sin  —  (B  +  D-C  — A). 

Si  le  quadrilatère  est  convexe 


Donc 


A+B  +  C-+-D  =  4  droits 
1 


1 


in  -^  (A-f-B-hC  +  D)  =  0. 


sin 


(A  H-  B  —  G  -  D;  sin  -—  (B  H-  G  —  D  —  A)  =  0. 


11  suffit  que  l'un  des  facteurs  de  ce  produit  soit  nui  : 


sin  —  (B  +  G  — D  — A)  =  0, 


1 


(  B  +  G  —  D  —  A)  =  A-7t, 


D  —  A  ==  2A-7 


Comme    B  +  G  -+-  D  -+-  A  =  2:t,     A-  est  nécessairement  nul  : 
B-hG  =  D+A  =  2  droits. 
Les  droites  AB  et  CD  sont  parallèles  et  la  figure  est  un  trapèze. 

1 

En  écrivant  que  sin  -— •  (A-i-B  —  G  —  Dj  —  0,  on  trouverait  que  AD  et  BC  sont  parallèles. 

L.  SIMON,  section  normale  de  Châlons. 

Bonne   solution  de  .M.  Bros.  .M.  P.  Favbi..  à  Lyon,  a   remarqué   que  l'énoncé  est  inexact,   mais  il   n'a   pas   traité  la 
question.  M.  G.  Foucm-,  h  Roanne,  a  traité  la  question  et  rectifié  l'énoncé. 


CONCOURS  DE  1908  [Suite). 


ÉCOLE  NATIOiNALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (Cours  spéciaux. 


Analyse. 
1723.  —  f>n  dcmanile  rie  riétcrniiiior  une  courbe  plani-  AC  par  la  conriition  suivante  : 

La  courlii'  iMant  su|iposée  Iraii'C  rians  un  plan  vertical,  et  un  point  pesant,  par- 
lant (le  la  position  initiale  A,  étant  astreint  à  la  suivre,  on  veut  (lue  la  vitesse  MV 
de  ce  point  ait  une  projection  mv  de  grandeur  constante  sur  la  verticale. 

On  sait  ijue  la  vitesse  i'  d'un  point  pesant  est  liée  à  sa  vitesse  initiale  c.  par 
la  relation  e'  =  v-„  -h  2(jli, 

h  désignant  la  hauteur  de  chute,  c'est-à-dire  la  dislance  verticale  qui  sépare  la  posi- 
liiin  initiale  A  du  point  iiiohile  de  sa  position  M  à  l'instaul  considéré. 
~jc  ( / 6  juiUet,  de  8  lui  muti.) 
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Mécanique. 

1724.  Mouvement  d'une  barre  homogène  pesante  AB  de  masse  m  et  de  longueur  21,  qui  glisse  sans 
frottement  dans  le  plan  a-Oy  sur  une  droite  horizontale  tixe  Ox  et  une  droite  verticale 
fixe  0.1/.  On  prendra  comme  inconnue  l'angle    BAO  —  0. 

II.  —  1725.  Mouvement  sur  la  droite  Ox  d'un  point 
P  attiré  par  l'oi-igine  proportionnellement  à  la  distance  et 
soumis  à  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse. 


0  P 

/lejuiUel,  de  1  h.  ilS  à  5  h.  liS.) 
Calcul  numérique  et  Trigonométrie. 


Même  composition  que  pour  les  cours  préparatoires. 

[i7  juillet,  de  8  h.  à  midi.) 

Epure   de  Stéréotomie. 

Une  voûte  cylindrique  biaise  de  5™, 00  de  portée  a  pour  section  droite  un  arc  de 
cercle  de  5", 00  de  rayon,  et  son  biais  est  de  60°. 

Faire  à  l'échelle  de  4'^"'  par  mètre  : 

10  le  tracé  de  l'appareil  d'un  des  bandeaux  de  tète,  large  de  80^"  et  extradossé 
parallèlement  ; 

2°  l'épure  complète  d'un  des  voussoiis  de  tête,  avec  la  construction  des  panneaux 

nécessaires  à  sa  taille. 

[17  juillet,  de  1  h.  i/2  a  5  h.  iiS.) 


QUESTION  PROPOSEE 


1726.  —  On  considère  l'épicycloïde  So  enveloppe  des  droites  dont  l'équation  générale  est 

.'(■  cos  o  -\-  y  sin  tp  :=  cos  ntf 
et  l'épicycloïde  Sv  enveloppe  des  droites  qui  coupent  So  sous  un  angle  donné  V. 

Vérifier  que  Sv  passe  aux  points  de  rebroussement  de  So  et  montrer  que  ces  points  constituent  l'enveloppe 
de  S„  quand  V  varie. 

Lieu  des  points  de  rebroussement  de  la  courbe  Sv,  quand  V  varie. 

L.    BiCK.ART. 


DEUXIÈME   PARTIE 


GEOMETRIE 


1651.  —  On  donne  une  conique  (G)  circonscrite  à  u»  triangle  ABC  et  un  point  P  de  son  plan.  Les 
droites  PA,  PB,  PC,  rencontrent  (C)  en  des  points  a,  b,  c.  On  joint  un  point  quelconque  0  de  (G)  aux 
points  a,  h,  c  ;  les  droites  Oa,  Ob,  Oc,  rencontrent  respectivement  les  côtés  BC,  CA,  AB  aux  points  a,  p,  -(. 

Démontrer  que  les  quatre  points  P,  a,  p,  y  sont  sur  une  même  droite. 
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On  sait  que  lorsqu'un  hexagone  (concave  ou  con- 
vexe) est  inscrit  dans  une  conique,  les  points  de  ren- 
contre des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite  (Théorème 
de  Pascal). 

Considérons  l'hexagone  dont  les  côtés  sont 

AB,  BC,  Ce,  cO,  Oa,  a\. 

(1)  (II)  flll)  (IV)  (V)  (VI) 

D'après  le  théorème  énoncé  plus  haut  les  trois  points 
a,  Y,  P  sont  en  ligne  droite. 

Prenons  maintenant  l'hexagone  dont  les  côtés  sont 
Ob,  hB,  BC,  CA,  Aa,  aO. 

(I)  (11)  (111)  (IV)  (V)  (VI) 

D'après  le  même  théorème  les  trois  points  a,  p,  p 
sont  en  ligne  droite. 
Donc  les  quatre  points  P,  a,  (i,  y  sont  en  ligne  droite,  et  le  théorème  est  démontré. 

Joseph  VÉROTS,  École  des  Anglais,  à  Lyon. 

Bonnes  solutions  :  M'ie  c.  M.,  à  Paris:  M.M.  R.  Bouva:st  ;  Aitchi.jdita  ;  Asiblard  ;  L.  Simon  ;  .1.  SoootT  ;  H.  Le  Sueur  ; 
P.  Favre;  a.  g.,  à  Paris;  J.  D.  Ditait  ;  Desbat.  à  Bordeaux  ;  G.  Booligani.  :  Henrv  Niox-Chateau,  à  Limoges;  1).  Gkob- 
GEScc  ;  a  Bucarest;  Albertim,  à  Nice  ;  Bros,  à  Albi  ;  G.  Fodcrv,  à  Roanne  ;  M.  Bajma,  a  Nice;  André  Barriant  ;  Gli.  Gioncu. 


Solution  analytique.  —  Soient  ABC  le  trianglo  de  référence  (^■t     —  +  -^  +  ^  =  0.     réiiuation  de  la 

a;        !/         : 
conique  (C).  Désignons  par  p,  q,  r  les  coordonnées  du  point  P;  la  droite  PC  aura,  en  particulier,  puur  équation 

^  —  JL 

et  les  coordonnées  du  point  c  seront  fournies  par 

—  '!P1    . 
=t}  -h  Pp 
en  désignant  alors  par  u,  v,  lo  les  coordonnées  du  point   0,  la  droite  Oc  aura  pour  équation 

=  0, 


yP9 


0    dans  cette  équation,  ce  qui 


'^g  -^  h> 
et  le   point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  AB  s'obtiendra  en   faisant 
donne 

L'         ^î  -H  Pp  J        L  '^q-^'ppi 

Or  le  l'oint  (u,  v,  w)  étant  sur  la  conique,  on  a 

a       a       Y 

u         V         w 

en  tenant  compte  de  cette  relation,  l'éipiation  précédente  devient 

a.r         Bi/ 

1--^  =  0. 

pu         qv 

Celte  équation,  avec    j  =:  O,    donne  le  point  •;.  Il  est  visible  alors  ipie  les  trois  points  a,  p,  v  sont  sur  la 

droite 


droite  qui  passe  au  point  P. 


aa;         6i/         vi 
pu         qv         rir 


R.  BOUVAIST. 
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1657.  —  On  considère  In  parabole  P  =  y-  —  2px  =  0  cl  un  point  [x,,  ;/,)  d'où  l'on  nhaisse  les 
trois  normales  ù  cette  parabole;  montrer  que  les  coordonnées  i  et  &  du  pôle  de  Vune  des  cordes  passant 
aux  pieds  de  deux  de  ces  normales  satisfont  aux  deux  équations 

S  =  2(/2  —  px  4-  p-  —  pxi  =0,  S'  =  2a;i/  +  p?/,  =  0. 

Exprimer  ensuite  en  fonction  de  y.,  ^,  p  : 
1°  Les  racines  de  l'équation  en  k  des  coniques  S  et  S'  ; 
2"  Les  équations  des  couples  de  sécantes  communes  aux  coniques  S  et  S'  ; 

3°  Les  équations  des  côtés  du  triangle  circonscrit  à  lu  parabole  et  tangents  à  cette  courbe  aux  pieds  des 
trois  normales,  ainsi  que  les  coordonnées  des  sommets  de  ce  triangle. 

Examiner  le  cas  où  le  point  {x,,  y,)  est  sur  la  développée  de  la  parabole  P. 

Je  considère  la  parabole     y-  =  ipx  ;     la  polaire  du  point  (a,  P)  est     ^p  —  ^y  -h  px  =  0. 

Je  vais  exprimer  que  le  point  (a,  p)  est  le  pôle  de  la  corde  qui 
passe  aux  pieds  de  deux  des  normales  issues  du  point  donné  (xi,  y,). 
Les  ordonnées  des  points  d'intersection  de  la  polaire  de  (a,  P) 
avec  la  parabole  sont  les  racines  de  l'équation 

(1)  y^  =  2py-2/;a, 

et  les  ordonnées  des  pieds  des  normales  issues  du  point  (a-,,  i/,)  sont 
les  racines  de 

f2)  y^^^py{p^x,)-'ip^-y,=0. 

Or,  on  a     i/'  +  2p.v  (p  —  x,)  —  '^phj,  =  (1/^  —  2^)/  -t-  2pa)(y  -i-  2S)  -h  R, 
avec  R  =  'ipy  (p  —  x,)  —  'ipay  -+-  A^^y  —  'ip'y,  —  -i/Ja^. 

Si  les  racines  de  l'équation  (1)  sont  racines  de  (2),  le  reste  est 
identiquement  nul.  On  a  donc 

p-  —  pxt  —  joa  +  2^-  =  0  et  /ji/i  -t-  23(,a  =  0. 

Le  point  (o-,  P)  se  trouve  donc  bien  sur  les  deux  coniques  S  et 
S'  données  dans  l'énoncé. 

S  est  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  Oy,  dirigée  du  même  côté  que  la  parabole  P  ;  S'  est 
une  hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont  les  axes  Ox,  Oy  eux-mêmes;  elle  est  située  dans 
les  angles  x'Oy  et  xOy'. 

1.  Pour  avoir  en  fonction  de  ■x,  p,  p  les  racines  de  l'équation  en  X  des  deux  coniques  S  et  S',  il  faut 
tout  d'abord  évaluer  Xi,  //,,  en  fonction  de   a,  |3. 
Or  on  a 

p'- 
D'où  il  vient 

S  =  ly- 
Je  forme  alor."!  l'équation  en  X 


)A(j-,.y,t 


—  px,  -- 

=  P^ 

-2^-^ 

et            py, 

=  —  2ï|3. 

—  px  4- 

px- 

-2^2  = 

0, 

S'  =  2(xi/  —  aj3)  =  0 

en  X  : 

0 

X 

2 

X 

2 

0 

=  0; 

V 

2 

0 

px 

—  2i»  —  2Xap 
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ce  qui  donne,  tous  calculs  faits, 

4X^a?  -t-  2X2(2^2  _  p^)  _  j,js  3^  Q_ 

Mais  une  remarque  géométrique  nous  fait  apercevoir  immédiatement  une  des  solutions.  S  et  S' 
passent  toutes  deux  par  le  point  (»,  ^)  et  ont  en  commun  une  diroclion  asyinptotiquo,  Ox.  Donc 
1/  =  p  est  une  sécante  commune,  ce  qui  revient  à  dire  que  pour  une  certaine  valeur  de  X,  y  —  p  se 
met  en  facteur  dans     S-t-XS'.     Or,  on  a  S  +  AS' =  2(r/ -  p)(y  +  Xx  +  p)  +  (a; -h  «Mi»  -  2Xp), 

ceci  a  donc  lieu  pour    X  =  -£-    et  nous  donne  un  premier  couple  de  sécantes  communes  à  S  et  S'  : 

Mais  rien  ne  distingue  le  point  E  de  F  ou  de  G.  Désignons  donc  par  a,,  p,  les  coordonnées  de  F 
et  par  a^,  p^  les  coordonnées  de  G.X,  et  X^  étant  lesdeuxautres  racines  de  l'équation  en  X,  les  deux  autres 
couples  de  sécantes  communes  seront 

/ y = K  iy= K 

)  «  car    X,  =  -^  et  {  „  car    X,  =  -^. 

y  +  -|-^  +  ?. -0,  ^2b,  iy+_^x  +  p,  =  0,  -      ±h 

Or,  X,  et  X,  sont  les  racines  de  l'équation     4aX2  -t-  ipX  -+-  2p  =  0,     obtenue  en  divisant  l'équation  en  X 

P 
par    X —  -^) 


X,  }  _    —  [i  ±  »/^^  -  2pa 
Xi  (   ~  2a 

Nous  avons  donc  exprimé  les  trois  racines  en  fonction  de  a,  p,  p. 

2.  Remplaçons  X,  et  X,  dans  les  deux  derniers  couples  de  sécantes  communes,  nous  avons 

,,  =  JL  =  P"  ^    -f^-^p  — 2pa 

■^         2X,  v'P'  — 2pa  — ?  2 

donc 


y  =  ^ 1 ^  et  y  H a- ^ :=0, 


et  de  même 


v/^'-2pa-^  .  fi-Hv/p'^-2pa  _        ^  -  y/ji-   -  2pa         „ 

i 2/ 2^;  2  ~ 


3.  Alors,  les  côtés  du  triangle  circonscrit  àla  parabole  et  tangents  à  cette  courbe  aux  pieds  des  trois 
normales  sont 


v/p-2p«-3        _   p  +  y/p-2p.    _„                     _   /^■^-2pa  +  a            ^-^/p-2;.a 
J/-1  g-  X  ^  u,  y  ^-  X  — =  u. 

Nous  avons  déjà  les  coordonnées  du  sommet  E  du  triangle  qui  sont  a,  p  et  nous  avons  les  ordon- 
nées p,  et  f .!  des  deux  aulres  sommets.  Nous  aurons  immédiatement  «,  et  a.j  en  remarquant  que  l'équa- 
tion de  S'  peut  s'écrire  2(xi/  —  a,3)  =  0  : 

-  ^  -  É. 

ce  qui  donne,  tous  calculs  faits, 


Remarque.  —  Le  problème  n'existe  réellement  que  si  le  point  (x,,  y,)  est  à  droite  de  la  développée, 
c'est-à-dire  si  les  trois  normales  sont  réelles. 
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Examinons  le  cas  limite  où  (x„  y,)  vient  sur  la  développée. 

Cas  limite.—  Si  le  point  kfx,,  y,)  vient  sur  la  développée,  la  droite  lîC  devient  tangente  à  la  para- 
bole (PI.  Les  points  B,  C  et  E  se  confondent  au  point  de  contact.  Le  point  (a,  ^)  est  sur  la  parabole 

^^^  =  2/... 
Les  deux  points  F  et  G  se  confondent  aussi.  Donc  les  coniques   S  et  S'  seront  tangentes  en   F. 

L'équation  en    >-    aura  une  racine  double,    ce  qui  se  vérifie 
immédiatement  : 

'         -  2x 

Dans  ce  cas,  il  n'y  a  plus  que  deux  couples  distincts  de 
sécantes  communes  : 

y  ~ 'fi,         ?y+-|ï-^-i-/  =  0; 


î/  = 


;/ 


JLj, L^O. 


La  tangente  commune  en  F  à  S  et  S'  est  donc 


0. 


Le  triangle  circonscrit  à  la  parabole  n'existe  plus.  Deux  de 
ses  côtés  se  confondent  suivant  la  droite 


"'        2a           2 
Deux  sommets  se  confondent  au  point  F  de  coordonnées    x  =  —  2a,    y  = -■ 

Nous  avons  facilement  le  lieu  de  ce  sommet  double  quand  A  décrit  la  développée.  Écrivons  que  le 

point  (a,  ^)  est  sur  la  parabole  (P)  : 

4i/--i-pa-  =  0. 

Donc  quand  E  décrit  la  parabole  (P),  F  décrit  une  autre  parabole  (P'),  tangente  à  P  en  son  som- 
met, tournant  sa  concavité  dans  le  sens  contraire  de   (P). 

Enfin,  nous  pouvons  mentionner  le  cas  tout  particulier,  peu  intéressant  du  reste,  où  le  point  (x„  i/i) 
vient  au  point  de  rebroussenient  de  la  développée.  Les  trois  normales  se  confondent  et  les  points 
B,  C,  D,  E,  F,  G  viennent  tous  se  confondre  au  sommet  commun  de  (P)  et  (P'). 

E.  FAUCHEUX,  Spéciales  A,  lycée  Louis-le-Grand. 
Bonnes  solutions  de  MM.  J.  Socdet,  à  Rouen;  G.  Foucrt,  à  Roanne. 


1658.  —  On  a  une  parabole  P  et  on  considère  : 

1°  Le  cercle  C  qui  passe  par  les  pieds  des  trois  normales  vienées  d'un  point  (x,,  y,)  à  cette  parabole  ; 

i'  Le  cercle  C  circonscrit  au  triangle  conjugué  commun  aux  deux  coniques  S  et  S'  (de  l'énoncé  pré- 
cédent) ; 

3°  Le  cercle  C"  circonscrit  au  triangle  normal  circonscrit  correspondant  au  point  (xi,  y,). 

On  demande,  lorsque  le  point  (x,,  y,)  décrit  la  développée  de  la  parabole  P,  l'enveloppe  de  chacun  des 
trois  cercles,  l'enveloppe  de  l'axe  radical  de  C  et  C",  de  l'axe  radical  de  C  et  C"  et  le  lieu  du  centre 
radical  des  trois  cercles. 
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L'équation  du  cercle  C  qui  passe  par  les  pieds  des  normales  menées  d'un  point  (a-,,  i/i)  à  la  para- 
bole   v^  —  -P-"'  —  0    ^^^ 

Si  le  point  (x,,  j/i)  se  trouve  sur  la  développée  de  la  parabole,  le  pôle  (a,  p)  de  l'une  des  cordes 
passant  aux  pieds  de  deux  de  ces  normales  se  trouve  soit  sur  la  parabole  donnée,  soit  sur  la  parabole 
iy--hpx  =  0.     On  a  donc,  soit     S^  —  2pa  =  0,     soit     43--i-pa  =  0. 

Dans  ces  deux  hypothèses,  le  calcul  et  le  résultat  étant  les  mêmes,  supposons  p^  —Ipn  =  0  et 
remplaçons,  dans  l'équation  du  cercle  C,  x,,  y,  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  connues 

2^-  —  na  -t-  r)'^  2a3  S- 

X,  = 1—  ■  î/i  = et  *  par  -^  ■ 

P  P  -P 

L'équation  du  cercle  G  devient,  en  l'ordonnant  par  rapport  à  â, 

î/?'  —  3px^2  +  2p2(x=  -\-y-  —  ^px)  =  0. 
Lorsque  la  transformée  en    —  de  cette  équation  aura  deux  racines  égales,  l'équation  en  /  aura 

également  deux  racines  égales.  Cette  transformée  est    2p-(x-  -f-  y^  —  2px)P^  —  ^px'fi'  +  y  =  0. 

Cette  équation  n'ayant  pas  de  terme  en  ^'^,  on  a  immédiatement  la  condition  d'égalité  de  deux  des 
racines,  condition  qui  est  l'équation  de  l'enveloppe  du  cercle  C, 

y*  +  x(x  —  2/j)i/2  —  2px^  =  (x-  -H  i/=)(y2  —  2;;x)  =  0. 

Ce  résultat  était  prévu.  Le  cercle  C  passant  toujours  par  le  sommet  de  la  parabole  donnée  reste 
langent  au  cercle  de  rayon  nul  qui  a  son  centre  en  ce  point.  De  plus,  lorsque  deux  des  pieds  des 
normales  issues  du  point  (x,,  ;/,)  se  confondent,  le  cercle  C  est  tangent  à  la  parabole  au  point  d'inci- 
dence des  deux  normales  confondues,  qui  décrit  cette  parabole  pendant  que  le  point  (x„  i/,)  décrit  sa 
développée. 

La  Revue  de  mathémaluiues  spéciales  a  donné  (problème  412,  mars  1896)  la  méthode  la  plus  simple 
pour  trouver  l'équation  du  cercle  C  circonscrit  au  triangle  conjugué  commun  aux  deux  coniques  S  et 
S'.  Nous  nous  contenterons  d'indiquer  la  suite  des  calculs  au  moyen  desquels  on  obtient  l'équation  de 

ce  cercle  : 

/'(x,  ;/)  ï^  S  -1- ).S'  =  2y2  —px-i-p^  —  pxt  +  X(2.i;/  +  7)1/,)  =  0. 

Le  cercle  cherché  doit  passer  par  les  trois  sommets  du  triangle  dont  les  coordonnées  vérifient  les 

équations 

/■;  =  2X.Î/  -  ;)  =  0,  /",;  =  2j/  4-  )j;  =  0,  f:  =  —px+  2)./3i/,  —  2p  (x,  — />)  =  0, 

(/  étant  une  quelconque  des  trois  racines  de  l'équation  en  À). 

Egalons  les  valeurs  de  )•  tirées  de  chacune  de  ces  trois  équations  : 

jj_  __  2y  _  x+2(xi  — p) 
2t/   ~         x  iy, 

d'où  on  lire     4i/=  +  px  =  0,  xi/  -t-  2  (x,  —  /),  y  —  py,  =  0,  x-  h-  2  (x,  —  p) x  +  4i/i'7  =  0. 

.Mtilliplions  ces  trois  dernières  équations  respectivement  par  n,  v,  ç,  ;  il  viendra 

n(4i/--'  -+-  px)  -+-  v[xi/  -+-  2(x,  —  p)y  —  /'»/,]  -+-  ?[x'  ■+-  2(x,  —  p)x -h  iy ^y]  =  ii  ■ 
Profilantde  l'indélermination  de  jx,  v,  p  pour  égaler  le  coefficient  de  x-  à  celui  de  y-  et  pour  annuler 
le  coefficient  de  xy,  on  aura  finalement 

(C)  Âx-  ■+-  4)y-  -+-  (8x,  —  7^))  X  +  1 6;/,;/  =  0. 

S- 
Si  nous  remplaçons  x,  et  y,  par  leur  valeur  en  fonction  de  »  et  ]i  et  »  par  -^,    pour  cxpimicrque 

le  point  (x,,  i/i)  se  trouve  sur  la  développée,  nous  aurons,  en  ordonnant  par  rapport  à  [1, 
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'V 

transformée  en  —  nous  donne 

4y'  -h  x(ix  +  p)y'-hpx'  =  (x'  -t-  y^)(4y^  +  px)  =  0. 

Ce  résultat  était  prévu.  On  obtient  r-  +  i/-  =  0,  puisque  tous  les  cercles  C  passent  par  l'origine. 
On  sait  (problème  1657)  que  la  parabole  représentée  par  l'équation  hj'--\-px  =  0  est  le  lieu  des 
centres  de  toutes  les  coniques  passant  par  le.';  points  communs  à  S  et  S'  ;  elle  est  par  conséquent  le  lieu 
des  points  de  rencontre  de  toutes  les  sécantes  communes  à  S  et  S',  quelle  que  soit  la  position  du  point 
(x,,  y,).  Lorsque  ce  point  {x„  y,)  décrit  la  développée,  deux  de  ces  points  de  rencontre  des  sécantes 
communes  qui  se  trouvent  sur  le  cercle  G'  se  confondent  en  un  seul  et  appartiennent  à  l'enveloppe  de 
ce  cercle  qui  passe  par  les  deux  points  confondus. 

L'équation  générale  du  cercle  G",  circonscrit  au  triangle  normal  circonscrit  correspondant  au  point 
(a;,,  y,),  est 

(•ix—p)(x-[-x^  -p)-+-2i/(t/-f-!/i)  =  2a;--i-2i/-  +  (-2x-i  — 'ip)x  -^2yty  -i-p{p  —  x,]  —  0. 

En  exprimant  xi  et  i/i,  en  fonction  de  a  et  p,  on  a 

2p(x2  -f-  y'-)  +  (i?2  —  2/3a  —  p^-)x  -  4i?i/  4-  p(pa  —  2S2)  =  0. 

Si,  dans  cette  équation,  on  introduit  comme  précédemment  la  condition  'f- — "ipy.  =  0,  cette 
équation  devient,  après  l'avoir  ordonnée  par  rapporta  S,     iy?^ -+-  3p{p  —  2x)^-  —  2p-{2x'--h  2i/-  —  par)  =  0. 

La  transformée  en  -^  sera 

'ip\ix-  -+-  2y-  —  pxA'^  ■+-  3p{ix  —  pYp'  —  'ty  =  0. 
La  condition  d'égalité  de  deux  des  racines  de  cette  équation   donne  l'équation   do   l'enveloppe   du 
cercle  G'  : 

iGy' +  SCix'- —  px)y- -{- pi'lx  —  pf  =  [iy^-h{'2x  —  pY][iy^  -^2px  —  p-]  =  0. 
ici  on  trouve  que  le  foyer  fait  partie  de  l'enveloppe,  tous  les  cercles  C"  passant  par  ce  point. 
L'enveloppe  véritable  est  la  parabole     Ay^-i-2px  —p^  =  0. 

Remarque.  —  Soit  M  le  point  (x,,  j/,)  ;  si  je  le  joins  au  foyer,  j'aurai  la  droite  MF.  Si  je  prolonge 
cette  droite  MF  au  delà  de  F  d'une  longueur  FM'  —  MF,  le  cercle  décrit  sur  F.M'  comme  diamètre 
est  le  cercle  G'  cherché.  Gette  propriété  existe  quel  que  soit  le  point  d'émission  M  des  trois  normales 
à  la  parabole.  Dans  le  cas  général  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  normal  circonscrit  corres- 

1 


pondant  au  point  .M   est  égal  à     —  \l[^lx^  —  pf-^'iyl-     Dans  le  cas  particulier  où  le  point  (x,,  î/i)  se 


trouve  sur  la  développée,  la  longueur  de  ce  diamètre  est  égale  à     (  - — - — —  \\J  — ^ 


DP 


3p 

L'axe  radical  des  cercles  C  et  G'  est  représenté  par  l'équation 

(4xi  —  p)x  -+-  3!/ii/  -t-  p{p  —  xi)  =  0  ou  (83-  —  ipx  -h  3p-  x  —  fia^i/  —  ^(2^^  —  px)  =  0. 

Introduisons  la  condition     3-  —  2/9a  =  0     et  ordonnons  ensuite  ré((uation  par  rapport  à    3,   il  vien- 
dra —  2!/^^  -+- p(ix—p)P -f-  2p^x  =  0. 

Si  nous  remplaçons  ^  par  — ;    nous  aurons 

4.r  —  p  (/ 

2p-x  p-x 

La  condition  d'égalité  de  deux  des  racines  de  cette  équation  fournit  l'équation  de   l'enveloppe  de 
cet  axe  radical  :  bixy-  +  (ix  —  py  =  0. 

L'axe  radical  des  cercles  G'  et  G'  est  représenté  par  l'équation 
(ix,  —p)x-h  12i/,i/  -hipixi  —  p)  =  0,        ou        (8p2  — 4pa  +  ;ip->r  — 2iï?!/  -i- 2p[2p=  —pal  =  0. 
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Si  on  introduit  la  condition     ^-  —  2)0a  =  0,     cette  équation  devient 

p\^P  -+-  3p^]x  — 12^3!/  +  3p-p^  =  0 

1  ^  ix-\-p  iy 

et  sa  transformée  en  —p  sera  p    -^ ; r~  —  '^• 

il  p-x  p'x 

La  condition  d'égalité  de  deux  des  racines  donne  l'équation  de  l'enveloppe  : 

108x1/^  -^-{'ix  +  pf  =  0. 

L'axe  radical  des  cercles  C  et  C"  étant  représenté  par  (4x,  —  p)x  -\-  'iyixj  —  p(Xi  —  p)  =  0  et 
celui  de  C  et  G'  par  (4ar,  —  p)a;  +  2i/,y  h- 2p(X|  —  p)  =  0,  x  et  y  sont  dans  ces  deux  équations 
simultanées  les  coordonnées  du  centre  radical  des  trois  cercles    C,  C  C".  Nous  en  tirons 


2(2a-  — p)  ''  lyitx  —  p) 

En  exprimant  que  a,  et  i/i  satisfont  à  l'équation  de  la  développée  de  la  parabole  donnée, 
'ilpyl  —  8(x,  — pf  =  0,     nous  aurons  l'équation  du  lieu  du  centre  radical     'ixy- -\- p-(^x — p)  =  0. 

Remarques.  —  1°  Lorsque  le  point  (xi,  y,)  décrit  la  développée  do  la  parabole  donnée,  les  centres  des 
trois  cercles  C,  C,  C"  décriront  respectivement  les  trois  cubiques 

1 

21py'-  ~'i(x—pY  =  0,  '21py'^~-{8x-hpY  =0,  ^Ipy'' -^('ix  —  p)'  =  0. 

2°  Dans  la  recherche  de  l'enveloppe  du  cercle  C,  on  remarque  que  les  points  de  tangence  de  l'enve- 
loppe et  de  l'enveloppée  sont  les  points  de  rencontre  de  ce  cercle   C   et  de  la  polaire  par  rapport  à  la 

parabole  donnée  du  point  (  0,  —  )  •     L'origine  est  un  de  ces  points  de  rencontre.  Dans  le  cas  du  cercle 

C,  ces  points  de  tangence  sont  les  points  de  rencontre  de  ce  cercle  C  et  de  la  polaire  par  rapport  à  la 
parabole  du  point  (0,  2p).  L'origine  est  également  un  de  ces  points  de  rencontre. 

Los  points  de  contact  du  cercle  C"  et  de  son  enveloppe  sont  les  points  d'intersection  dn  cercle  G" 

et  de  la  polaire  du  point  ( --.    fil  de  la  directrice  f(ui  se  trouve  sur  le  diamètre  de  la  parabole  mené 

par  (a,  fi).  Le  foyer  de  la  parabole  est  un  des  points  d'intersection.  Gonnaissant  le  pôle  (a,  P)  d'une  des 
cordes  passant  aux  pieds  de  deux  des  normales  menées  de  (a-,,>/i)  à  la  parabole,  on  peut  déterminer 
{x,,  y,)  sans  construire  la  développée  dans  le  cas  où  la  normale  est  double,  les  deux  cordes  confondues  et 
(a,  ^)  sur  la  parabole.  En  effel  le  triangle  normal  circonscrit  correspondant  à  (x,,  i/i)  se  réduit  à  un 
seul  coté  et  aux  deux  sommets  adjacents.  L'un  de  ces  sommets  est  le  point  (a,  p),  l'autre  est  le  sommet 
double  qui  se  trouve  à  l'inlersoction  de  la  tangente  à  la  parabole  au  point  (4»,  —  2[1)  et  des  deux  tan- 
gentes confondues  menées  à  la  parabole  en  (a,  p).   Le  sommet  double  (deux  sommets  confondus  en  un 

seul)  a  pour  coordonnées    (—2a, ^^V 

Quoique  le  triangle  normal  circonscrit  se  réduise  en  ce  cas  à  un  seul  côté,  la  direction  des  hauteurs 
abaissées  des  extrémités  de  ce  côté  sur  les  côtés  opposés  est  connue  ;  de  plus  le  point  de  concours  de 
ces  hauteurs  est  sur  la  directrice.  On  prend  le  point  de  rencontre  d'une  de  ces  hauteurs  et  de  la  direc- 
trice et  par  ce  point  on  mène  un  diamètre  de  la  parabole  donnée.  Le  point  de  rencontre  de  ce  diamètre 
et  de  la  normale  élevée  à  la  parabole  en  (a,  p)  est  le  point  (xi,  y,)  cherché. 

Détermination  du  point  de  contact  de  l'enveloppa  et  de  l'enveloppée,  dans  la  recherche  de  t'enveloppe  du 
cercle  circonscrit  au  Irianyle  normal  circonscrit  correspondant  au  point  (arj,  i/i),  lorsque  ce  point  (xj,  vi)  décrit  la 
développée  d'une  parabole  donnée.  -  J'ai  démontre  dans  ma  solution  qtic  ce  point  de  contact  est  à  rintersoction 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  normal  circonscrit  :    f{x,  y,  ^)  =  4;i'-(x-2  -+-  //'-)  -4-  (3^'^  —  ;)-)2/)a;  —  4i'//  —  'ip-^'-  =  0 

etdeladroile  fl,  =  ^ij—p(.r~-^\  —  0,  polaire  de  {— ^-  ?)  P»''  rapport  n  la  par;ilnilc.  Celte  polaire 
i-ciiconlre  If  cci-cle  :  1»  au  tover  cl  2"  an  noinl     (-£ — -r—^ .     —  -^  )  • 
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L'ordonnée  de  ce  dernier  point  étant  —  ^,  on  voit  qu'elle  est  la  même  que  celle  des  deux  sommets  du 
triangle  normal  qui  sont  confondus  et  différents  du  sommet  (a,  ^).  Ces  deux  sommets  confondus  ont  pour 
coordonnées  (  —  2a,  — -^  ) .  Ils  se  tmiivent  sur  le  cerch' en  un  point  rimnu  par  lequel  il  suffit  de  mener  une 
parallèle  îi  l'axe  des  x  qui  rencontre  le  cercle  au  point  de  contact  chei'clié  tle  l'enveloppe  et  de  l'enveloppée 

(^-  -D- 

Camille  MASSING. 
Bonnes  solutions  de  MxM.  Bbo«,  à  Albi  :  L.  Simon,  à  Doudeville;  G.  Koccrv,  à  Roanne. 

♦ 
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1667.  —  Ombre  propre  d'une  surface  de  révolution. 

La  surface  est  engendrée  par  la  rotation  d'un  cercle  C,  C  de  44""  de  rayon,  de  centre  o>,  w'  et  situé  dans  un 
plan  de  bout  B'  incliné  de  43°  sur  le  plan  horizontal. 

L'axe  de  révolution  oz:'  est  vertical;  il  est  dans  le  plan  de  front  et  à  riO""'  à  droite  du  point  avant  A,  A'  du 
cercle. 

On  demande  de  déterminer  le  contour  apparent  de  la  surface  et  la  ligne  d'ombre  propre  {à  l'exclusion  des 
ombres  portée  et  autoportée)  dans  l'hypothèse  de  l'éclairage  normal  à  450. 

Résultats  à  l'encre  de  Chine  avec  distinction  des  parties  vues  et  cachées.  Reproduire  à  l'encre  {traiis  continus 
de  couleur)  les  constructions  pour  la  mise  en  place  d'un  point  courant  du  contour  apparent  et  de  sa  tangente, 
celle  d'un  point  de  l'ombre  propre  {sans  tangente],  et  les  points  et  tangentes  remarquables. 

{Ecole  des  Mines  de  Saint-Etienne,  1907.) 

Méridienne.  —  Après  avoir  construit  l'ellipse,  projection  du  cercle  donné  sur  le  plan  horizontal,  dont  le 
petit  axe,  2o>a  est  la  projection  du  diamètre  dirigé  suivant  la  ligne  de  pente  de  son  plan,  nous  appliquons  la 
construction  classique  qui  donne  un  point  courant  de  la  méridienne  et  la  tangente  en  ce  point  :  chaque 
point  du  cercle  générateur,  soit  m,  m',  décrit  un  parallèle  qui  traverse  le  plan  de  front  de  l'axe  de  la  surface 
en  un  point  a,  ■/  qui  appartient  à  la  méridienne.  Le  même  cercle  nous  donne  ainsi  deux  points  sur  la 
demi-méridienne.  Xous  obtenons  la  tangente  en  ;j.'  en  déterminant  la  normale  à  la  surface  en  ce  point.  Pour 
cela,  nous  cherchons  le  point  où  elle  coupe  l'axe,  en  remarquant  que  ce  point  est  le  même  pour  la  normale  au 
point  m,  m'.  Or  en  ce  point  la  normale  est  contenue  dans  le  plan  normal  au  cercle,  et  celui-ci  est  déterminé 
par  le  diamètre  mto  et  la  peipendiculaire  au  plan  du  cercle,  qui  est  une  ligne  de  front  du  plan  normal.  Nous 
obtenons  donc  l'intersection  de  ce  plan  normal  et  du  plan  de  front  de  l'axe  de  la  surface  en  menant  par  mi, 
»H,'  la  perpendiculaire  au  plan  du  cercle,  et  le  point  o,  o'  oii  elle  coupe  l'axe  donne  le  point  cherché.  Il  suffit 
donc  de  mener  la  perpendiculaire  |jt'('  à  o'i/  pour  avoir  la  tangente  au  point  </  de  la  méridienne. 

En  répétant  ces  constructions  pour  autant  de  points  qu'on  voudra  on  a  comme  méridienne  la  courbe  c'u'db' 
et  sa  symétrique  par  rapport  à  l'axe. 

Contours  apparents.  —  La  surface  ressemble  à  un  tore  dont  le  parallèle  minimum  est  engendré  par  le  pied 
f  de  la  plus  courte  des  deux  normales  ([u'on  peut  mener  à  l'ellipse  lo  par  le  point  o,  et  le  parallèle  maximum 
par  le  pied  g  de  la  plus  longue  normale.  Ces  deux  cercles  constituent  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sur- 
face. Leurs  projections  verticales  s'obtiennent  en  opérant  comme  pour  le  point  ,,i.  et  donnent  les  points  d',  c' 
de  la  méridienne  où  la  tangente  est  verticale. 

Le  contour  apparent  vertical  de  la  surface  se  compose  des  projections  verticales  du  parallèle  le  plus  haut 
e'  et  du  parallèle  le  plus  bas  a',  qui  se  raccordent  en  ces  points  avec  la  méridienne,  dont  l'arc  s'fji'*'  ^^  son 
symétrique  par  rapport  'a.  o  o'  complètent  le  contour  apparent. 

Ombre  propre.  —  C'est  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  parallèlement  à  la  direction 
des  rayons  lumineux.  On  lu  détermine  par  points,  et  pour  cela  on  résout  les  deux  problèmes  suivants  :  trouver 
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le  point  (le  contact,  sur  un  p;ii-all6le  ilounc  ou  sur  un  niériilien  diiuni',  d'un  plan  tangent  à  la  surface  parallèle  à 
la  direction  donnée. 

1°  On  se  donne  le  parallèle  du  point  de  contact  ;  il  faut  avant  tout  chercher  les  parallèles  limites  :  on  sait 
que  les  points  de  contact  correspondants  se  trouvent  dans  le  plan  méridien  parallèle  aux  rayons  lumineux, 
holii,  en  chacun  des  points  où  la  méridienne  correspondanle  est  touchée  par  ces  rayons.  .Si  nous  ramenons  par 
une  rotation  ce  plan  à  être  de  front,  il  suffit  de  mener  à  la  méridienne  les  tangentes  parallèles  à  la  direction 
donnée,  qui  est  celle  de  la  diagonale  d'un  cuhc  à  base  horizontale,  pour  obtenir  deux  points  de  contact  sur  chaque 
demi-méridienne  et  en  déduire  quatre  parallèles  limites,  deux  pour  la  courbe  d'ombre  intérieure  et  deux  poui- 
la  courbe  extérieure.  Sui'  l'épure  nous  avons  mené  à  la  même  demi-méridienne  deux  langentes  parallèles  aux 
rayons  lumineux  r,'6'  et  r,,'0,'  ainsi  que  les  deux  tangentes  dont  les  directions  sont  symétriques  de  celles- 
ci  par  rapport  à  la  verticale.  Nous  obtenons  ainsi  les  points  le  plus  haut  sur  chaque  courbe  d'ombre  /*'/(  (courbe 
intérieure),  k'Jti  (courbe  extérieure)  et  les  points  le  i)lus  bas  l'I.  et  l[li. 

Prenant  maintenant  un  parallèle  quelconque  intermédiaire  pp',  nous  pouvons  construire  le  centre  de  la 
sphère  inscrite  le  long  de  ce  parallèle  en  cherchant  comme  on  l'a  fait  pi'écédemment  le  point  de  rencontre  des 
normales  à  la  surface  le  long  de  ce  parallèle  avec  l'axe.  On  peut  aussi  déterminer  le  cône  circonscrit  ;i  la  surface 
le  long  du  même  parallèle.  Son  sommet  est  au  point  où  la  tangente  à  la  méridienne  en  p'  coupe  l'axe  :  soit  i' 
ce  point  qui  se  projette  horizontalement  en  o.  Par  ce  point  s,  s'  nous  mènerons  la  parallèle  aux  rayons  lumineux 
et  par  le  point  t  où  elle  perce  le  plan  du  parallèle  de  contact  nous  mènerons  les  tangentes  à  ce  parallèle;  les 
points  de  contact  donneront  les  points  cherchés,  soit  q,  q'  l'un  d'eux. 

2°  On  se  donne  le  méridien  de  contact.  Il  faut  alors  mener  au  cylindre  droit  qui  a  pour  base  la  méridienne 
du  plan  donné  les  plans  tangents  parallèles  aux  rayons  lumineux,  ce  qui  revient  a  mener  à  cette  méridienne  les 
tangentes  parallèles  à  la  projection  des  rayons  lumineux  sur  son  plan. 

Ici  le  problème  est  toujours  possible  en  sorte  qu'il  n'y  a  pas  de  méridiens  limites.  Cherchons  en  particulier 
les  points  situés  sur  le  contour  apparent  vertical  :  nous  mènerons  pour  cela  les  tangentes  à  la  méridienne  qui 
font  45°  avec  la  verticale  dans  le  sens  des  rayons  lumineux,  et  pour  opérer  sur  la  même  demi-méridienne,  nous 
mènerons  les  tangentes  perpendiculaires  à  celles-ci.  Nous  obtenons  ainsi  d'abord  le  point  &'  puis  le  point  r'  où 
la  tangente  c'p'  est  parallèle  à  i'b'  et  pareillement  les  points  r,'  et  v'.  Ces  différents  points  ont  leurs  projections 
horizontales  sur  le  diamètre  de  front  co  du  contour  apparent  horizontal. 

Nous  pouvons  remarquer  que  les  points  où  la  courbe  d'ombre  traverse  le  plan  méridien  de  profil  sont  situc.s 
sur  les  mêmes  parallèles  que  les  points  du  contour  apparent,  car  le  rayon  lumineux  se  projette  sur  ce  plan 
suivant  une  direction  inclinée  à  45"  sur  la  verticale  comme  sur  le  premier  plan. 

tin  obtient  ainsi  un  nombre  suffisant  de  points  remarquables  pour  pouvoir  tracer  les  deux  courbes  d'ombre 
dont  la  visibilité  n'offre  d'ailleurs  aucune  difficulté. 


CONCOURS    DE   1908  {Suite. 


ÉCOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  [Cours  préparatoires). 


Alf/èbre. 


1727.    —    Soit   un    trapèze    isocèle    ABCU,    où    l'on   a     DA  =  BC,      et  où   l'on    connaît    la    longueur 
R  =  DA -(- AB -)- BG    et  l'inclinaison  a    du  côté  BC  sur  la  petite  base  AB.  Déterminer 
P  le  trapèze  de  façon  que  son  aire  S  soit  maximum. 

Soit  Si  le  maximum  de  S  : 
to  Calculer  Si,  les  côtés  et  la  hauteur  lorsque    a  =;  45°    et    R  :=  5", 00. 


-l^..  2°  L'aire  Si  est  une  fonction  de  a  :  trouver  la  valeur  de  a  qui  rend  Si  maximum,  et 

^  calculer  Si  pour  cette  valeur  de  a. 

1728.  -  Trouver  |  v/. î dx,  où  a>0. 

J    y     2a  —  X 

(16  juillet,  de  8  h.  à  midi.) 
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Géométrie  analytique . 
Par  un  point  A  pris  sur  une  hyperbole  équilatère,  on  mène   deux  droites  rectangulaires  quelconques  qui 
rencontrent  en  M  et  en  N  la  courbe  :  du  point  A  on  abaisse  la  perpendiculaiiv 
AT  sur  la  droite  MX  et  l'on  demande  de  démontrer  que  AT  est  la  tangente  en  A 
de  l'hyperbole. 

(16  juillet,  de  1  h.  113  u  5  h.   112.) 

Calcul  numérique  et  Trigonométrie. 

I.  —  Calculer  à  l'aide  des  tables  de  logarithmes  les  trois  hauteurs  d'un  triangle 
dont  on  connaît  deux  cotés  :  b  =  41",  c  =  32™  et  l'angle  A  =  6o"'4r35", 
compris  entre  ces  deux  côtés. 

II.  —  1729.  Trouver  à  l'aide  des  tables  de  logarithmes  la  valeur  numérique  de 
cos'  torfw,     pour    1  ^  a'i°i~'ii". 


l'intégrale    J 


=x 


1730. 


Quelle  doit  être  la  valeur  de  a  pour  que    J  soit  égal  à    -^  ".' 

^  ,  (17  juillet,  de  S  h.,  à  midi.) 

Mécainque. 

Deux  projectiles  assimilables  à  de  simples  points  matériels  sont  lancés  d'un  même  point  0  et 
dans  un  même  plan  vertical  ZOX  à  des  époques  données  /o  et  (i  et  avec  des  viles.ses 
initiales  de  grandeurs  et  de  directions  connues. 

On  demande  à  quelles  conditions  ces  données  devront  satisfaire  pour  ([ue  le 
second  projectile  rencontre  le  premier. 

Examiner  les  cas  particuliers  qui  peuvent  se  présenter;  déterminer  notamment 
le  lieu  du  point  de  rencontre  M  lorsque  les  vitesses  initiales  étant  les  mêmes  pour 
les  deux  projectiles,  la  différence  (<i  —  t„)  est  constante. 

(/;  juillet,  de  1  h.  1,2  à  5  h.  1/2.) 


1731 
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Epure  de  Géométrie  descriptive. 

Par  rapport  aux  axesOxet  Oi/  de  la  feuille  (qui  n'auront  pas  été  passés  à  l'encre),  les  points  (*•,  s') 
et  (s,,  s,')  sont  définis  par  le  croquis  ci-joint. 

On  considère  la  sphère  S,  de  6"^"  de  rayon,  tangente  à  la  droite  (sst,  s'sl)  en 
son  milieu,  et  dont  le  centre  est  situé  dans  le  plan  vertical  contenant  cette  droite  et 
au-dessus  d'elle. 

On  dennande  de  représenter  l'ensemble  des  portions  des  surfaces  des  cônes  de 
sommets  (s,  s'}  et  (si,  s,')  circonscrits  à   la  sphère   S,   qui  sont  limitées  d'une  part 
aux  cercles  de  contact  de  ces  cônes  et  de  cette  sphère,  de  l'autre  à  la  courbe  com- 
\  mune  à  ces  deux  cônes,  la  sphère  étant  supposée  enlevée. 

fo".^ La  surface  ainsi  définie  (supposée  opaque  bien   que  sans   épaisseur)  sera  d'ail- 

*^^  ,  '^'  leurs  représentée  avec  les  ombres  produites  par  des  rayons  lumineux  parallèles  à 

-f^'s,'  la  direction  (R,  H')  dont  les  projections  sont  inclinées  k  4S°  sur  O.r. 

Les  lignes  de  contour  du  solide  représenté  seront  dessinées  en  noir  (trait  plein 

pour  les  parties  vues,  ponctué  pour  les  parties  cachées);  les  lignes  de  construction  en 

rouge;  les  lignes  d'ombre  en  bleu  (trait  plein  pour  les  parties  vues,  ponctué  pour  les 

parties  cachées,  interrompu  pour  les  parties  parasites  utiles  à  tracer  en  vue  de  faire 

comprendre  la  construction).  Les  parties  de  surface  vues  dans  l'ombre  seront  recouvertes  de  hachures  bleues, 

fines  et  largement  espacées. 

On  indiquera  la  construction  d'un  i 


■"S    0 
.  /g 


contour. 


int  courant  avec  la  tangente  en  ce  point  pour  chacune  des  lignes  de 

(1 S  juillet,  de  8  li.  ii  midi.) 
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